VIIIL.1
VIII.2
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Tvrzeni VIII.5

Tvrzeni VIII1.6

*VIIL.7

VIII.8

Nechf f: R — R je spojitd. Pak viechna feseni rovnice ' = f(y) jsou monoténni.

Necht f : R — R je spojitd funkce takova, Ze f(y) = 0 proy < 0 a f(y) > 0 pro
y > 0. Ukazte, ze rovnice
y=fly), y0)=0

mé netrividlni (tj. nenulové) feseni pravé tehdy, kdyz

[
o flw
pro néjaké (kazdé) § > 0.

Najdéte vsechny diferencovatelné funkce y : [0, 00) — [0, 00), spliujici rovnici

Necht y je C? funkce, splivujici y”(z) + v/ (z) + y(z) — 0 pro x — +oc.

Potom téz y(z) — 0 pro & — oo. Dokazte.

Necht Q C R? je oteviend mnozina, necht f; : Q — R respektive f> : Q@ — R jsou
spojité a necht plati f; < f, véude v Q.

Necht y; : I — R respektive y, : I — R jsou feSeni rovnice 3 = fi(z,y) respektive
y = foz,y) v Q. Necht y;(xg) < y2(z0) pro jisté zo € I. Potom y(z) < yo(x) pro
vsechna z € I, x > x.

1. Zformulujte specidlni piipady pro f; = 0 resp. fo(x,y) = a + by (kde a, b jsou
kladné konstanty), Q2 je prvni kvadrant.
2. Zformulujte analogické tvrzeni tak, aby zavér platil pro vSechna x € I, x < xg.

*3. Plati uvedend véta, nahradime-li vSechny nerovnosti neostrymi?

Necht 0 C R? je oteviend mnozina, f : 8 — R spojita funkce, I C R interval.
Necht y; : I — R splituje diferencidlni nerovnici 3, < f(z,y1), necht yo : I — R
splituje pifslusnou rovnici, tj. v5 = f(x,92). Necht yi(zg) < ya2(x) pro néjaké
xo € I. Potom y;(z) < y2(x) pro vSechna x € I, x > xy.

[Osgoodovo kritérium jednoznacnosti.] Necht f: R — R spliiuje

1f(y) — f()] S w(ly — 2])

kde w : [0,00) — [0,00) (tzv. modul spojitosti) splnuje

b
/ﬂ:oo Vo > 0.
o w(u)

Potom rovnice 3’ = f(y) mé pro danou poc¢atecni podminku (lokalné) jediné reseni.

Necht {~.} je systém hladkych kiivek v rovinné, kde ¢ probfhd néjakou mnozinu
parametru. Krivku ¢ nazveme obdlkou tohoto systému, jestlize kazdy bod v sdili
tecnu s jistou krivkou ..



1. Pokud vSechny kiivky {~.} fesi jistou ODR 1. tddu, pak jejich obdlka fesi
stejnou ODR.

*2. Jsou-li kiivky {7.} popsdny (implicitné) rovnicemi F'(z,y,c) = 0, pak jejich
obalka je popséna soustavou

oF
F = i =
(:L.7 y7 C) 07 80 (:U7 y? C) 0

3. Uvazte systém usecek konstantni délky a > 0, spojujicich osy prvniho kvad-
rantu. Najdéte prislusnou obalku. Jakou diferencidlni rovnici spliiuje?

VIIL.9 [Clairautova rovnice.] Uvazujme rovnici tvaru
y=xzy + [()
kde f: R — R je dana.

1. Ukazte, ze existuje feSeni ve tvaru y = cx + d, kde ¢, d jsou vhodné konstanty.

2. Najdéte obecnd feseni, jakoz i jejich obélku (tzv. singuldrni feseni) Clairautovych
rovnic
y = xy + cos(y’) y=uxy +1/y

Nakreslete piislusné obrazky!

Ndpovéda / teSent viz ndsledugici strana.
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Lemma. Necht I je interval, y : I — R spojitd. Potom y je monoténni <=
Vay < zo € I plati, ze pokud f(x1) = f(x2), je f konstantni na [z, zs].

Aplikace ,, <= “ v lemmatu (TRIK): rovnici nasobte ¢'(z) a integrujte ff dx.
Viz feSeni rovnic se separovanymi proménnymi.
Pouze y = 0.

Uvazte, ze funkce y(x) je feSenim rovnice y" + ¢ +y = f(x), kde f(x) — 0 pro
x — oo. Uzijte variaci konstant.

Neplati! Neostré varianty specialné implikuji jednoznacénost feseni (oduvodnéte po-
drobné), k ¢emuz ale predpoklad spojitosti f, jak vime, obecné nestadi.

Jisté y1(x) < y2(z) na [xg,6) diky spojitosti. Sporem: nechf existuje 7 > zg t.7.
y1(Z) > y2(Z). BUNO vezmi nejmensi & takové (proc¢ existuje?). Pak ovsem y;(Z) =
Y2(Z), a tedy y1(Z) < y4(Z). Odtud ale spor s minimalitou Z.

Uvazte, ze ODR 1. fadu je vztah mezi bodem a tecnou kiivky.
Astroida.
¢ € R libovolné, d = f(c).

y = xarcsinz + /1 — 22 resp. parabola.



