Definice. Cislo a € R nazveme algebraické, jestlize existuje polynom P(z) kladného
stupné s celociselnymi koeficienty takovy, ze P(a) = 0. Cislo nazveme transcendentnt,
jestlize neni algebraické.

Tvrzeni VI.1. [Dirichlet.] Necht o € R a N € N. Pak existuji p, ¢ celd, navic 1 < ¢ < N
tak, ze |go — p| < 1/N (a tedy |a —p/q| < 1/¢*).

Tvrzeni VI.2. [Liouville] Bud « iracionlni &slo, transcendentni ¢islo. Pak existuji
c>0an €N, n> 2 takové, ze pro viechna celd p, q, ¢ # 0 je |a — p/q| > ¢/q™.

Tvrzeni VI.3. Cislo 6 = Ezozl (_2,1,)k je transcendentni.

Tvrzeni VI.4. Cislo 7 je iracionalni.
Tvrzeni VI.5. Necht a je raciondlni éislo, rtizné od nuly. Potom e je iraciondlni.

*VI.6. Definuji necelou édst ¢isla x € R jako {z} ==z — |z].

1. ukazte, ze posloupnost n — {an} je periodicka resp. chaoticka (upfesnéte) dle toho,
je-li a racionalni

2. ukazte, ze hromadné body posloupnosti n +— sinn tvoii praveé cely interval [—1, 1].



VI.1. Viz Jarnik, Diferencialni pocet 2, str. 73.

VI.3. S ohledem na stfidani znamének je
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Odtud nejprve iracionalita a poté (Liouviellova véta) spor pii dosti velkém n.
VI.4. Sporem: necht m = p/q. Poloz f(x) = ¢"z"(m — x)"/n!. Per-partes je
/ f(z)sinzdx = F(0) + F(m),
0
kde F(z) = Y 1_o(=1)*f@(z). Levd strana je kladnd a md (pro n — oo) limitu
nula. Na pravé strané jsou vsak (klicové pozorovéni!) jen celd ¢isla . ..

VI.5. Stacf ukdzat, ze e™ je iracionalni pro m € N. Sporem: necht e™ = p/q, a pouZije se
obdobny postup jako v pripadé 7, kde volime f(x) = gz™(1 — z)"/n! a uvazujeme
integral

1
/ m2n+1emxf(x) dx
0

*VI.6. 1) uvazte, ze pro « iracionélni lze Liouviellova véta pouzit pro libovolné velkd g € N

2) uzijte predchozi bod s tim, ze sinn = sin 27{n/27}

Viz téz Jarnik, Diferencialni pocet 2, str. 74.



