Znaceni. Pro libovolny interval I C R znaéi |I] jeho délku (véetné 0 a +00).

Tvrzeni 1. Necht f : [a,b] — R je omezend funkce. Potom f je Riemannovsky inte-
grovatelnd, pravé kdyz mnozina jejich bodu nespojitosti je nulova.

Definice. Mnozina M C R se nazve nulovd, jestlize plati: pro kazdé ¢ > 0 existuji
intervaly {I,} ey takové, ze
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Lemma 1. Plati:
1. spocetnd mnozina je nulova
2. spocetné sjednoceni nulovych mnozin je nulovd mnozina

3. existuje nulova, nespocetna mnozina

Definice. Bud f: R — R. Oscilaci funkce f na mnoziné M C R rozumime
osc(f, M) :=sup f(M) —inf f(M)
Oscilaci funkce f v bodé xy € R rozumime

m osc(f,U(zo,9))

osc(f,zg) = 5lio+

Lemma 2. Bud f: R — R, zy, a, b € R. Potom plati:
1. Funkce f je spojita v bodé zg, prave kdyz osc(f, zq) = 0.

2. Mnozina A = {z; osc(f,z) < a} je oteviena: pro kazdé xy € A existuje § > 0
takové, ze U(xg,0) C A

3. Mnozina B = {x; osc(f,z) > b} je uzaviena: jestlize x, € B a z,, — xy € R, pak
ro € B.

V.1 Dokazte Lemma 1. Mimochodem, existuje vibec nenulovd mnozina?
V.2 Dokazte Lemma 2.

V.3. Zformulujte (a dokazte) ekvivalentni formulace, zalozené na pojmu oscilace, pro
nékteré dalsi pojmy, kuptikladu:

— Bolzano-Cauchyho podminka pro posloupnosti
— stejnomeérna spojitost funkce na intervalu

— existence jednostranné vlastni limity funkce v bodé
V.4. Bud f : [a,b] — R omezena funkce. Odvodte pifmo z Tvrzen{ 1 nésledujici fakta:

— f spojitd az na konecné vyjimek = f je R.i.



— f monotéonni = f je R.i.
— Riemannova funkce je R.i. na [0, 1].
— Dirichletova funkce neni R.i. na [0, 1].
V.5* Dokazte tzv. princip kompaktnosti: Necht M C R je omezend, uzaviend mnozina.

Necht {I,}aeca je libovolny systém oteviengich intervalii takovy, ze M C Uaea La-
Pak existuje konecnd mnozina A" C A takova, ze ze M C J,c 4 Lo



