OBALKA

Definice. Mnozina v C R? se nazve krivkou, pokud ke kazdému bodu ~y
existuje okoli U, otevieny interval I C R a parametrizujici funkce &, n: I —
U takové, ze yNU = {((t),n(t)) : tel}.

Od parametrizujicich funkei zadame, aby byly spojité diferencovatelné a aby
vektor (¢',n') byl nenulovy. Tento vektor je smérnici tecny — tetna nezavisi
na zvolené parametrizaci.

Rikdme, ze kiivky se ve spoleéném bodé dotykaji, pokud v ném maji stejnou
tecnu.

Priklady. Graf kazdé C!' funkce f : R — R je kiivkou. Obecnéji, je-li
F = F(x,y) : R? - R C' funkce takovd, ze na mnoziné I' := {(z,y) :
F(z,y) = 0} je vektor (ZF, a%F ) nenulovy, je mnozina I' kiivkou ve smyslu
vyse uvedené definice diky vété o implicitni funkci. Vektor (%F : a%F )jev
kazdém bodé této kiivky kolmy k jeji tecné.

Definice. Necht je dan systém kiivek {7.}ccs, kde J C R je interval. Kiivka
¥ se nazve obalkou systému {v.}.cs, pokud (a) v kazdém svém bodé se kiivka
¥ dotyké nékteré kiivky z {7.}ees a (b) kazdé kiivka z {.}.cs se alespon v
jednom bodé dotykd kiivky .

Priklad. Obdlkami systému kruznic (z — ¢)®> + 3% = 1, ¢ € R jsou piimky
y =1, y = —1, ale také jejich sjednoceni (které je kiivkou ve smyslu nasi
definice). Obélkou vsak nejsou jednotlivé kruznice — nespliuji bod (b).

Systém kiivek nemusi obecné mit obédlku: staci uvazit primky y = ¢, ¢ € R.

V dalsim budeme piedpokladat, ze kiivky {7.}.cs jsou zadany implicitné
rovnicemi F'(z,y,c) = 0, kde F': R® — R je C! funkce.

Ukazeme, ze za urcitych predpokladu je nutnou a postacujici podminkou
toho, aby dany bod lezel na obalce, soucasné splnéni rovnic
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To nam dale umozni formulovat jednoduchou postacujici podminku, zarucujici
lokalni existenci obalky.



Tvrzeni 1. Necht je ddn otevieny interval V a funkce &, n : V. — R2
parametrizujici jistou ktivku . Pak jsou nasledujici tvrzeni ekvivalentni:
(I) Kiivka v je obélkou systému kiivek {v.}.cv, pricemz kiivky ¢, ~. se
dotykaji v bodé (£(c),n(c)).

(IT) Body (£(c),n(c), ¢) splnuji pro kazdé ¢ € V rovnice (1), (2).

Dikaz: Ziejmé F(&(c),n(c),c) = 0 Ve € V je ekvivalentni tomu, ze body
(&(c),n(c)) kiivky 1 lezi zdroven na kiivkach «y.. Derivovanim dle ¢ mame
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pro kazdé ¢ € V. Protoze vektor ((%F : a%F ) je kolmy na teénu kiivky 7.,
je vyraz ve slozené zavorce roven nule prave tehdy, kdyz se kiivky ¥ a 7.
v daném bodé dotykaji, coz podle (3) nastava pravé tehdy, kdyz je splnéna
rovnice (2).

Tvrzeni 2. Necht body g, yo a ¢y vyhovuji rovnicim (1), (2). Necht navic
funkce F' je C? a necht matice
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kde G = %F je v bodé (xg, 3o, ¢o) regularni. Pak existuje okoli V' bodu ¢
takové, ze systém {~.}.cy ma obédlku, prochazejici bodem (zg, yo).

Ditkaz: dle véty o implicitni funkei existuje okoli V' bodu ¢y a C* funkee &,
n: V — R? takové, Ze body (£(c), n(c), ¢) vyhovuji pro kazdé ¢ € V rovnicim
(1), (2). Dle ptedchoziho tvrzeni jsou &, n parametrizacemi hledané obélky.



