VYPOCET EXPONENCIALY MATICE REZIDUOVOU VETOU

Nasim cilem je ukézat, ze

exp(A) = %/ez(zl —A)ldz = Z res,_» {e*(z] — A)~'}, (1)

® A€a(A)
kde A je (¢tvercova) matice, exp(A) je jeji exponencidla, definovana jako

Ak
eXp(A) = Z E:

k=0
1 je jednotkova matice a ¢ je libovolna jednoduchd uzaviena kfivka, obihajici

v kladném smyslu spektrum matice o(A).
Ve vyrazu (1) se vyskytuje integral z matice

H(z) =e*(zl — A)~? (2)

—ten chadpeme prirozené tak, zZe vysledkem je matice, ktera vznikne vyintegro-
vanim jednotlivych prvki. Analogicky reziduum matice je matice, sestavajici
z rezidui jednotlivych prvki.

Pak ovSem druhé rovnost v (1) plyne z reziduové véty, pokud ukdzeme, Ze
jednotlivé prvky matice H(z) jsou funkce holomorfni se singularitami nejvyse
v bodech spektra A.

To plyne ihned ze vzorce pro vypocet inverzni matice. Je-li naptiklad
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H(Z):(z—a)(zz—d)—bc (Z;d zfa)

Singularity tedy pochézeji z nulovych bodt polynomu (z — a)(z — d) — be,
coz jsou pravé body spektra A. Obecné uzijeme vzorce

C! = (detC)'C,

je

kde C* je tzv. adjungovand matice. Prvek d;; matice C*¢ se rovnd (—1)**/
krat determinant matice, kterd vznikne z C' vynechanim i-tého sloupce a
j-tého Fadku.



Je tudiz i
e

- det(zI — A)

prvky matice (21 — A)%® jsou zfejmé holomorfni funkce - dokonce jsou to
polynomy stupné nejvyse n—1 - a singularity H(z) tedy pochézeji z nulovych
bodt charakteristického polynomu det(z/ — A), tj. pravé bodi spektra A.

Jesté poznamenejme, 7e ne vSechny prvky matice H(z) maji v kazdém bodé
spektra A singularitu - pak je samoziejmé odpovidajici reziduum rovno nule.

H(z) (21 — A)™,

Zbyva tedy ukazat prvni rovnost v (1). K tomu potfebujeme zavést normu
matice. Norma vektoru je definovana jako

Normu matice definujeme jako

EE)
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| A[| := sup

Norma matice ma nasledujici vlastnosti:
L [[Az]| < [|A[l [l]I-
IL [[EA|l = |k[ [|A]l
L |4+ B < A + || BI|.
IV. |AB| < [IA[l|B]]-

V. Jsou-li a;; prvky matice A, je

ngx|aij| <[4l < Z |aij].

ij
Dikaz:

[. Pro x = 0 zjevné, pro x # 0 plyne z definice.

II. Zjevné.



ITI. Uzitim trojuhelnikové nerovnosti pro normu vektoru a bodu I. mame
(A + B)z|| = [[Az + Bz|| < [[Az[| + || Bz|| < [|Al[l|lz]| + |B] [|]]
a zbytek je snadny.
IV. Podobné jako III.

V. Necht e; je vektor kanonické baze a a.; vektor, tvofici j-ty sloupec
matice A. Dle bodu I. je

Al > el = llas ] > o,
z ¢ehoz plyne prvni nerovnost.
Opacnou nerovnost dostaneme takto: Bud FE;; matice s jednickou na
pozici ;; a nulami jinde. Snadno se nahlédne, ze | E;;|| = 1. Uzitim bodt
II. a III. pak mame
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Nyni definujeme pojem konvergence matice: fekneme, ze matice A, konver-
guji k matici A, pokud ||A4,, — A|]| — 0. Vzhledem k bodu V. to je totéz, jako
ze a”
ij — Q;j pro kazdé ij kde a™
;; TeSp. a;; jsou prvky matice A, resp. A.

D A (3)

konverguje, pokud existuje matice A tak, ze S, — A, kde S, znac¢i n-ty
Casteény soucet fady (3). Konetné fikdme, ze fada (3) konverguje absolutné,
pokud konverguje (Ciselnd) fada ), || Ak

Déle fekneme, Ze fada matic

Tvrzeni 1. Pokud fada (3) konverguje absolutné, pak konvergugje.

Diikaz: z absolutni konvergence vyplyva pomoci V., Ze pro kazdé ;; absolutné
konverguje a tudiz téz konverguje fada ), afj. Oznacme jeji soucet a;;. Pak
- opét dle V. - matice A = (a;;) je souctem fady (3).

Disledkem je naptiklad, ze fada, definujici exponencidlu matice, konverguje
(absolutng), nebot ||A*/k!|| < ||A||* /k! (dle IL., IV.), coz jsou ¢leny konver-
gentni fady.




Tvrzeni 2. Necht ||Q| < 1. Pak matice I — Q je invertibilni a plati

o0

-7 => ¢,

k=0

pricem? fada vpravo' konverguje absolutné.

Dikaz: uvedena Fada skutené konverguje absolutng, nebot || Q|| < QI a
|Q|| < 1. Necht S resp. S, je jeji soucet resp. n-ty ¢asteény soucet. Snadnym
vypoctem dostaneme

(I - Q)Sn =1- Qn+1

a limitnim prechodem

(I-Q)S=1,
nebot ||Q"+|| < ||Q|"™" — 0. Analogicky se ukéze, 7e S(I — Q) = I.

Nyni tedy dokazme prvni rovnost v (1). Z holomorfnosti H(z) mimo o(A4) jiz
vime, ze integral nezdvisi na tom, po jaké kiivce spektrum matice obéhneme.
Volme tedy ¢ jako kruznici o poloméru R > ||A||. Dle Tvrzeni 2 je matice
zI — A = z(I — A/z) pro |z| > R invertibilni, tj. zvolend kiivka opravdu
spektrum obiha. Navic mame

o= AF &K Ak
-1 _ -1 _ _
(2 — A)7F = [2(I — A/2)] _;ZZ—_ o
k=0 k=0

a fada vpravo konverguje absolutné. Funkci H(z) umime tedy na kfivce ¢
napsat jako soucin dvou absolutné konvergentnich rad:

H(z)=¢€*(z] — A) ' = (Z Z—T) (Z zf+1> .

n=0 " k=0

Mizeme tedy pronasobit "kazdy s kazdym” a integrovat vysledek ¢len po
¢lenu.? Po integrovani vSak zfistane pouze 2mi krat ¢len u 27!, a ten, jak
snadno nahlédneme, tvoii pravé fada, kterou je definovino exp(A).

Diikaz je dokoncen.

'Klademe Q° = 1I.

2M4me-li byt Gplné pfesni: jde o to, Ze absolutné konvergentni ¢iselnou fadu lze s abso-
lutné konvergentni fadou matic vynéasobit ¢len po ¢lenu, a déle ze absolutné konvergentni
fadu matic lze integrovat ¢len po ¢lenu. Tato tvrzeni opét plynou z analogickych tvrzeni
pro ¢iselné fady pouzitim vztaht sub V.



Aplikace. Exponencidla matice je dilezitd proto, Ze matice exp(At) je tzv.
fundamentalni feSeni soustavy obyc¢ejnych diferencidlnich rovnic

= Az.

UZite¢nost vzorce (1) je v tom, Ze umoziuje spocitat pfimo jednotlivé prvky
exp(At), aniZz bychom museli uréovat Jordaniv tvar A.

Ctenaf, ktery docetl aZ sem, se jisté snadno piesvédéi i o platnosti vztahu
1
exp(At) = — /eZt(zI — A ldz = z res,— {e”(zI — A)7'}.
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