4. ABSTRAKTNI FOURIEROVY RADY.

Definice. Necht @ € R" a 1 < p < 0o. Definujeme pro 1 < p < oo
L) ={f:Q—C: [ jeméfitelna, / |f(@)|P dz < oo}
Q

respektive pro p = oo
L¥Q) ={f:Q— C: fjeméfitelnd a 3C tak, ze |f(z)| < Csv. vQ }

Terminologie: funkce LP integrovatelné resp. esencidlné omezené.
Norma na prostoru LP(£2) se definuje pro p < oo jako

i1, ={ [ |f(x)|”dx}1/p

respektive pro p = oo jako

[fll =if{C>0: |f(z)] <Csv. vQ}

Poznamka. Obecné [|f[|, = 0 implikuje jen f = 0 s.v. a nikoliv f = 0.
Reseni: v prostorech LP povazuji funkce, které se rovnaji skoro vsude, za
totozné. (Napfiklad Dirichletovu funkei a funkci nulovou.)

Dusledek: nemé smysl hovorit o takovych vlastnostech funkce z LP, které se
zmeéni, zménim-li funkei na mnoziné miry nula (napiiklad hodnota v jednom
bodé.) M4 smysl hovorit jen o takovych vlastnostech, které na takové zméné
nezalezi (napiiklad integral pres néjakou mnozinu.)

Lemma 4.1. [Youngova nerovnost.] Nechf a, b > 0 a necht 1 < p, ¢ < oo
splnuji 1—1) + % = 1. Potom ab < %,, + %.

Poznamka. Specilné pro p = ¢ = 2: ab < a?/2 + b*/2.
Lemma 4.2. [Holderova nerovnost.] Necht u(z) € LP(Q2), v(z) € L4(R), kde

1 < p, ¢ < oo spliuji % + % =1 (s umluvou 1/00 = 0). Potom u(z)v(z) €
L' () a
luolly < lull,llvll, -
Lemma 4.3. [Minkowského nerovnost.] Pro p € (1,00) je
[u+ o], < Jlull, + llv]l,-

Disledek. Trojuhelnikova nerovnost pro normu v LP(£2).
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Poznamky.
e V normovaném prostoru X lze hovorit o souctu rady: jsou-li xx € X,
potom = =Y~ xy, pokud s, — x pro n — oo, kde konvergenci chépu dle
normy X, tj.

(Ve >0)(3no € N)[n>ng = ||sn —zl|x <€

kde s, = > _7_, o jsou ¢dstecné soucty.
e Je-li X uplny, pak posloupnost ma limitu <= prave kdyz je cauchyovska.
Pfepsdno pro fadu: Y -, zy konverguje, pravé kdyz
- ]
X

(B.C. podminka konvergence fady v obecném normovaném prostoru.)

e Prostory LP(£2) jsou tplné, viz V. Jarnik, Integralni pocet II, Véta 199, s.
545. Dusledky: plati v nich Banachova véta o kontrakci, lze pouzivat B.C.
podminku k ovéreni konvergence.

e prostor L?(2) m4 dalsi vyhodu: skaldrni soucin.

n-+p

>

k=n+1

(Ve > 0)(3710 € N) (‘v’n > no) (‘v’p € N) [

Definice. Necht X je linedrni vektorovy prostor nad C. Zobrazeni z, y
(r,y) z X x X do C se nazve skaldrni soucin, pokud

(i) je bilinedrni,

(i) (y,2) = (z,y),

(iii) (z,z) >0 a (z,2) =0 <= x=0.

Skalarni soucin pfirozené urc¢uje normu ||z|| = /(z, x).

Plati tzv. Cauchy-Schwartzova nerovnost

(@, y)] < (2, 2)\/(y, )

Dulezity priklad. Na prostoru L?(9) lze definovat skaldrni soucin jako

(u,v) :z/ﬂu(z)@d:p

Poznamky.

e definice je korektni: nevadi neurcenost u, v na mnoziné miry 0.

e integrél konverguje diky Holderové nerovnosti (p = ¢ = 2).

e norma uréend timto skaldrnim souc¢inem je puvodn{ norma v L?((2).

Definice. Prostor se skalarnim soucinem, ktery je tplny vzhledem normé
timto skalarnim souc¢inem urcené, se nazyva Hilbertuv prostor.



Poznamky.

e R" C™ jsou Hilbertovy prostory (kone¢né-dimenziondlni.)

e [%(Q) je Hilberttiv prostor (nekone¢né-dimenzionalni.)

e skalarni sou¢in umozni hovofit o kolmosti, thlech. Hilbertuv prostor je
proto "podobny” prostoru R", i kdyz je obecné nekonecné-dimenzionalni.

Umluva. V dalsim textu H znaéi Hilbertiv prostor, (+,-) odpovidajici
skaldrni souéin a ||| normu.

Definice. Mnozina {z,} C H se nazve ortogonalni (OG) systém, pokud
z, # 0 a (z,,z,) = 0 pro m # n. Pokud navic (x,,x,) =1 (tj. ||z.]] = 1),
nazveme systém ortonormélni (ON).

Poznamky.

e (1,1), (2,-2) je OG, neni ON v R?

e (1,0), (0,1) je ON v R?

e trigonometricky systém {1, sin z, cos z, sin 2z, cos 2z, . .. } je OG v L*(0, 27)
(Lemma 3.1.)

o {z,}je OG ... y, = z,/||z,|| je ON, napf. {\/%, s -}

Definice. Necht X je vektorovy prostor. MnoZina {z,}eca se nazve (al-
gebraickd) baze X, pokud kazdé = € X lze jedinym zpusobem napsat jako
=3 | CkZa,, kde ¢, € R (C).

Necht X je navic prostor s normou. Spocetnd mnoZina {z,}.en se nazve
Schauderova baze X, pokud kazdé x € X lze jedinym zpusobem napsat jako

T =77, iy, kde ¢ € R (C).

Poznamky.
e dim X < 0o ...0obé baze existuji konecné.
e dim X = oo ... algebraickd baze muze byt nespocetnd, pohodlnéjsi je

spocetna Schauderova béze - misto kone¢nych lin. kombinaci ale potiebuji
sumu (= spoc¢etna lin. kombinace.)
e klicova otazka kapitoly: je OG systém Schauderovou bazi?

Véta 4.1. Necht {z,} je OG systém v H, necht z € H je takové, Ze

=77, ey, kde ¢, € C. Potom ¢ = %

Definice. [Abstraktni Fourierova fada.] Necht {z,} C H je OG systém,

necht z € H je libovolné. Radu (formdlni) >°7° cpas, kde ¢ = %,

nazvu Fourierovou fadou prvku z vuci systému x,. Znac¢im F,. Cisla ¢
nazyvam Fourierovy koeficienty.

Poznamka.
e Fourierova fada f(z) € L?*(0,2r) vzhledem k trigonometrickému systému
(dle ptedchozi definice) = Fouerierova rada funkce f(x) ve smyslu predchozi
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kapitoly.
e je vzdy F, = x7 ... klicova otazka.
Véta 4.2. [Besselova nerovnost, Parsevalova rovnost - abstraktni tvar.]

Necht {z,} C H je OG systém, necht z € H je libovolné a ¢;, jsou Fourierovy
koeficienty. Potom

oo

2 2
D lalllal* < lell* (1)
k=1

Specialné, fada vlevo konverguje. Dale, Fourierova tada F, vzdy konverguje
v H (jeji soucet vsak neni nutné z.)
(2) Situace F, = x nastavé pravé kdyz plati

o0

2 2
D lelllanl® = llll*. (2)

k=1
Poznamky.
e (1) ... Besselova nerovnost, (2) ... Parsevalova rovnost.

e srovnejte s Vétami 3.4., 3.5.
e co je F,, ne-li 7 Lze spocitat: jsou-li ap € C' libovolna, pak

N
E apl — X
k=1

kde ¢ jsou F k. prvku x vaéi {z,}. Tedy: F, je nejlepsi mozna aproximace.

2 2 N

+ ) lar — x|zl

k=1

N

E CrTp — T

k=1

Definice. Systém {x,} C H se nazve uplny, pokud plati: je-li x € H takové,
ze (z,x,) = pro Vn, pak nutné x = 0.

Nézorné: nelze najit nenulové z, kolmé na vSechny z, ... nechybi zadna
soufadna osa.

Véta 4.3. [Ekvivalentni vyjadieni uplnosti.] Necht {z,} C H je OG systém.
Pak nésledujici vyroky jsou ekvivalentni:

(1) {} je tiplny.

(2) pro Vx € H plati Parsevalova rovnost.

(3) pro Vx € H plati F, = x.

Dulezity priklad. Trigonometricky systém je tplny v L?(0, 27). Tj., pokud
f(x) € L*(0,27) je kolmé na vsechny jeho prvky ( <= f(z) ma vSechny
Four. koef. nulové), pak nutné f(z) = 0 ve smyslu L?(0,27), tj. f(z) =0
S.V.



Lemma 4.4. Necht f(x) je spojitd v R a 2m-periodickd. Jestlize viechny
jeji F k. jsou nulové, je f(x) =0 vsude v R.

Poznamka.

e Srovnej s vétou: je-li f(z) € C([a, b)) f f(x = 0 pro V¢ € C¢([a, b]),
je f(z) =0V [a,b].

Opakovani. Mnozina A je spocetnd, existuje-li vzdjemné jednoznacné zo-
brazeni A na N (znaceni: A ~ N.)

Nazorné: prvky A lze oc¢islovat prirozenymi ¢isly. Piiklady: N, Z, @) jsou
spocetné, R, C' nespocetné.

Definice. Necht X je prostor s normou. Mnozina M se nazve hustd v X,
pokud

(Vz € X) (Ve > 0)(3y € M) [||lz — yllx <e]

Nézorneé: kazdy prvek X ma libovolné blizko prvek z M.
Prostor X se nazve separabilni, pokud existuje spocetnd M husta v X.

Piiklady.

e 1R je separabilni: M = Q.

e C je separabilni: M ={z€ C: z=a+ib, a,b € Q}.

e H je Hilbertuv prostor a existuje spocetny uplny OG systém {z,} C H
—> H je separabilni.

e specialné: L?(0,2m) je separabilni, obecnéji: LP() je separabilni pro Vp €
[1,00), ale L*°(Q2) neni separabilni.

e pro f(z):(0,1) — C oznac¢ spt f = {z € (0,1) : f(x) # 0} (nosi¢ funkce).
Definuj

H = {f (0,1) - C: Z|f <oo}

z€spt f

Prostor H se skalarnim soué¢inem

(fg):= > fla)glx)

xE€spt fNspt g

je Hilbertuv prostor, ktery neni separabilni. Mnozina {e®}.c(0,1), kde e*(z) =
1 pro x = a a 0 jinde v ném tvofi uplny, ale nepocetny OG systém.

e mnozina {e®} z predchoziho bodu je nespocetnd algebraickd béaze nikoliv
H, ale mensitho prostoru Hy funkci s koneénym nosicem. Nosi¢ funkci z H je
obecné nejvyse spocetny. Dimenze prostoru H (=pocet prvku alg. baze) je
striktné vétsi nez dimenze Hy, kterd je kontinuum (=pocet prvkia R.)



