3. FOURIEROVY RADY.
Definice. Rada funkci

a :
?0 + Z lay, cos kx + by, sin kx|

00
k=1

kde ay, b € R jsou konstanty, se nazyva trigonometricka rada.

Poznamka. Pokud trigonometricka rada konveguje, je jeji soucet 2m-periodickd
funkce. Hlavni otazka této kapitoly: lze naopak kazdou 27-periodickou funkci
napsat jako soucet néjaké trigonometrické rady?

Lemma 3.1.

(1) fozﬁ sinnx = fo% cosnz = 0 pro Vn # 0 celé,

(2) [, sinna cosma = 0 pro Vm, n > 1 celd,

(3) f027r sinnrsinmr = f027r COSNT COSMT = TOmn, (Omn je Kroneckerovo
delta).

Poznamka. Predchozi lemma: funkce {1,sinx, cos x,sin 2x, cos 2z, ...} tvori
ortogonalni systém vudi skalarnimu souéinu (f, g) = f027r f(x)g(x).

Definice. Necht f € £(0,27). Trigonometrickd fada s koeficienty

ao:%/:ﬂf(x)

1 27
ar = — (x) cos kx k>1
0

T
1 21

bk:—/ f(z)sinkx k>1
T Jo

se nazyvé Fourierova fada funkce f. Znaci se F. Cisla ay, by se nazyvaji
Fourierovy koeficienty funkce f.

Poznamky.

e je Fr(z) = f(z) ? Jisté ne vidy ve vsech bodech, nebot ay, by, a tudiz F;
nevidi zmény f na mnoziné miry 0.

o F; je vzdy 2m-periodickd, zkoumanou f tedy také rozsiiime 2m-periodicky.
e je-li f funkce 2m-periodickd, potom f027r f="_f= fj”ﬂ fproVa€eR
e obecnéji, pro f funkci l-periodickou definujeme

S 2 2
Fi(z) = % + Z {ak cos (kax) + by sin (Tﬂkx)]
k=1



kde

l l l
w=7 [ 1@ =7 [ s (%”kx) =7 [ faysin (27%)

(Plati prislusné analogie vysledku této kapitoly.)

e fsuda = by, =0; f licha = a; =0.

e sinova fada: f definovana na (0, ) - rozsitime liSe.

cosinovd fada: f definovana na (0, ) - rozsifime sudeé.

Véta 3.1. Nechf trigonometrickd fada konverguje stejnomérné v [0, 2xr]. Pak

je Fourierovou radou svého vlastniho souctu.

Definice. Funkci f nazveme po ¢astech spojitou v (a,b), pokud existuji
body zp = a < 21 < z3--- < x, = b takové, ze f je spojita v intervalech
(j_1,2;) a navic ma v bodech z; jednostranné vlastni limity.
Funkci nazveme po ¢astech C*, jestlize navic f'(z) je spojitd v (x;_1, ;) a
f'(x) navic ma v bodech z; jednostranné vlastni limity.
Poznamka. Na rozdil od kapitoly 1 neni po ééstech C'! funkce nutné spojité.
Véta 3.2. [O konvergenci Fourierovy fady.] Necht f € L(0,27) je 27-
periodickd a navic po ¢dstech C* v (a,b). Potom pro Vx € (a,b) je
1

Fila) = 5[f(a=) + Fat)]

Specialné Fy(x) = f(z) v bodech spojitosti.

Lemma 3.2. [Komplexni tvar Fourierovy fady.] Necht f € L£(0,2n) je
2m-periodicka. Oznac¢me

1 2 .
Cr = 5o i f(z) exp(—ikx) dx .
Potom (formélné)
Fi(z) = Z cr exp(ikz)

keZ

Navic plati vztahy

Qo
“=3

1 .
ck—§(ak—zbk) k>1



respektive

a0:260
ap = Cp + Cc_p, ]{721
bk = 'i(Ck - C_k) k Z 1

kde ay, by jsou Fourierovy koeficienty f.
Pro n-ty ¢astecny soucet Fourierovy fady Fy,(z) plati

Lemma 3.3. [Integralni tvar F.i.] f € £(0,27) je 2m-periodicka. Potom
n-ty ¢astecny soucet F.7. funkce f je

ffn / D $+Z)d2

kde

sin [(n + %) z}

Dnlz) = 27 sin (5)

se nazyva Dirichletovo integracni jadro.

Poznamky.
e D,(z) = Dp(—2)
ef=1.. Fpx)=1..1=21[" D,(z)=1.

Lemma 3.4. [Riemann-Lebesgueovo.] Necht f € L(a,b). Potom

B
lim/ f(x)sin(tz)de =0 lim/ f(x) cos(tx)de = 0.

t—o0 t—o0

kde (o, ) C (a,b) je libovolny.

Véta 3.3. [Riemannova véta o lokalizaci.] Necht f € L£(0,27) je 2n-
periodické funkce, necht A € R. Potom

Fi(x) = A pron— A
pravé kdyz

/0 [f(z+2)+ flz — 2)] — 2A] Sm[s(lzzz)i)z] dz—0  pron— oo,
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kde § € (0, 7) je libovolné, pevné.

Poznamky. Za jakych okolnosti plati vyrok (*) Fs(z) = f(x)? (Pfedpoklddame,
ze [ je 2m-periodické.)

e f € L'(0,27): (*) nemusi platit pro zddné x

o f e L*0,2r): (*) plati skoro vsude

e f € C(R): (*) nemusi platit vSude (plati skoro vsude podle predchoziho,
nebot f je omezend a tudiz v L2(0,27).)

e f spojitd a navic po ¢astech C: (*) plati pro vSechna x. (Toto jediné jsme
dokézali.)

Definice. Pro (a,b) C R a p € [1,00) definuji
b
LP(a,b) = {f(z): (a,b) — R: f je métitelnd, / |f(x)|P < oo}

Poznamky.

o L'(a,b) = L(a,b)

e (a,b) C R omezeny = L*(a,b) C L'(a,b)

Véta 3.4. [Besselova nerovnost.] Necht f € L?(0,2n) je 2r-periodickd a ay,
by jsou jeji Fourierovy koeficienty. Potom

ag - 2 2 L[ 2

5+Z(ak+bk) < ;/0 |f(x)]”.
k=1

Specidlné: fady > ai, > b2 konverguji.

Véta 3.5. [Parsevalova rovnost.] Necht f € L?(0,27) je 2m-periodickd a ay,
by jsou jeji Fourierovy koeficienty. Potom je ekvivalentni:

(1)

27
/ |f(x)_~7:f,n(l')|2—>0 pro n — oo
0

Poznamka. Tyto vyroky nejsou jen ekvivalentni - za ptredpokladu f €
L*(0,2) oba vzdy plati.

(2) ... se nazyva Parsevalova rovnost

(1) ... tikd, ze Fy,, — f v prostoru L*(0, ).
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Pro obecné [-periodickou funkci ma Parsevalova rovnost tvar
@ = 2 [
P @) =7 [ P
k=1

Poznamka. Pii pocitani prikladi lze pozorovat (f po ¢astech C1):
f nespojité ... ag, by ~ 1/k

f spojitd, ale ne C' ... ag, by ~ 1/k?

fieC ... ay, by ~ 1/K3 etc.

Hypotéza: souvislost mezi hladkosti f a tim, jak rychle ay, by — 0.

Opakovani.

[Weierstrassova véta.] Necht |fi(z)| < ar v I a fada ., a; konverguje.
Potom fada funkei ), fi(z) konverguje absolutné stejnomérné v I.
[Derivovani fady ¢len po ¢lenu.] Necht fada Y, fi(x) konverguje alespor v
jednom bodé z¢ € I a necht fada Y, f/(z) konverguje lokdlné stejnomérné
v I. Potom fada _ fp(z) téz konverguje lokalné stejnomeérné v I. Navic, jeji
soucet je diferencovatelna funkce a

{Z fk(af)} = filz)

vsude v I.

Véta 3.6. [Derivovani trigonometrické fady ¢len po ¢lenu.] Necht ag, by
jsou libovolna ¢isla takova, ze fada

> " k(|ag| + |bk])
k=1

konverguje. Potom fada

% + Z [ak cos kx + by, sin kx]
k=1

konverguje absolutné stejnomérné v R. Navic: jeji soucet f(x) je C'(R) a
zderivovana fada

[ — kay, sin kx + kby, cos k::v]

WE

e
Il

1

konverguje téz absolutné stejnomérné v R a jeji soucet je f'(z).
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Véta 3.7. Necht f(z) € C*(R) je 2m periodickd. Potom pro jeji Fourierovy
koeficienty ay, by plati, ze fada

> k(lax| + |bk])
k=1

konverguje.

Véta 3.8. [Integrovani Fourierovy fady ¢len po ¢élenu.] Necht f(z) €
L0, 27) je 2m-periodickd, necht ay, by, jsou jeji Fourierovy koeficienty. Po-
tom

i 5 +Z —cosk:x%—?smkx}

plati pro Vo € R. Navic Ag =235 %

Poznamky.
e vznikne ”formalné” integrovanim rovnosti

+ Z ay, cos kt + by, sin /{;t}

ao
2
k=1

- ta v8ak za predpokladu véty obecné nemusi platit.



