2. PLOSNY INTEGRAL.

Poznamka. Obecné: integrovani pres k-rozmérné tutvary (k-plochy) v R™.
Omezime se na piipad kK =2, n = 3.

Definice. MnoZina S C R? se nazve plocha, pokud S = p(Q), kde Q C R?
je oteviend mnoZina a ¢ : R? — R3 splituje:

(1) pjeC!

(2) (V) =2 vsude v Q

Dvojice (p,€) se nazyva parametrizace plochy S.

Plocha je jednoduchd, pokud ¢ je prosté a =1 je spojité na S.

Poznamky.

e pozadavek (1) ... plocha je hladk&

e pozadavek (2) ... plocha nedegeneruje napt. v kiivku

e pozadavek ¢! spojité: plocha se nazavinuje - vylucuje situaci, kdy kraj se
dotyka vnitiku plochy

e terminologie predchozi kapitoly: (¢, Q) - plocha, S - geometricky obraz
plochy

Priiklady.

(1) p: * = cosucosv, y = sinucosv, z = sinv, kde (u,v) € Q = (0,27) X
(—m/2,m/2) parametrizuje S... jednotkovou sféru s vyjimkou jednoho ”poledniku”

(2)90 Y=Y, 2=z = Vl_yz_'zz?kde(va)GQ:{(yvz): y2+22<1}

... horni pulka téze sféry

Véta 2.1. [Zadani plochy.|
(1) Necht Q C R? je oteviend mnozina a f(z,y) : Q@ — R je C' funkce.
Potom

graf f = {(z,y,2) : (2,9) €Q, 2= [f(z,9)}
je jednoduchéa plocha.
(2) Necht F(z,y,2): R* — R je C*' funkce. Necht a € R? je bod takovy, 7e
F(a) =0 a VF(a) # 0. Pak existuje ¢ > 0 takové, ze mnozina

Ua,) N {F = 0}

je jednoduchéa plocha.

Poznamka. [Vngjsi soucin.] Pro u = (uy, us, u3), v = (v, ve, v3) vektory v
R3 definuji u x v jako vektor (ugvs — uzva, Usv — ULV3, U1V — Uy ).
Vlastnosti:



o (utw)xv=uxv+wxuv, (au) X v=1ux (av) = a(u x v) (bilinearita)
o uxv=—(vxu) (antisymetrie)

Geometricky vyznam:

e jsou-li u, v linedrné zavislé, je u x v = 0 (a naopak)

e jsou-li u,v linedrné nezavislé, je w = u X v (jednoznacéné urceny) vektor s
témito vlastnostmi:

(1) w je kolmy na rovinu, uréenou vektory u, v

(2) délka w je rovna plose rovnobézniku, uréeného vektory wu, v

(3) vektory u, v a w (v tomto pofadi) tvoii kladné orientovanou bazi, tj.
determinant matice se sloupci u, v, w je kladny.

Vzorce:

e u, v, w € R w- (uxv) = det((u)(v)(w)) (zde - je skaldrni soucin,
((u)(v)(w)) matice se sloupci u, v a w.)

o u, v, U vE€ R kde i = au + bv, ¥ = cu + dv. Potom

o a b
|l x v|| = |det A ||u x v|| A_<c d)

Definice. [Plosny integrél 1. druhu] Necht S je jednoduchd plocha, f(x) :
S — R. Plosny integral 1. druhu funkce f pres plochu S definujeme jako

[ 15 = [[7o 4l low x o] dudo.

Al

Integral vpravo chdpeme jako Lebesgueuv a (¢, 2) je libovolnd parametrizace
S

Ve specialnim ptipadé f = 1 dostaneme plosny obsah S.
Véta 2.2 [Korektnost definice.] Integral 1. druhu nezavisi na parametrizaci.

Definice. Rekneme, ze plocha S je orientovand, pokud existuje spojitd
funkce v(z) : S — R? tak, ze pro Vx € S je v(x) normalovy vektor k
S.

Dvojice (S, ) se nazyva orientovana plocha.

Poznamky.

e normalovy vektor: kolmy na te¢nou rovinu (ta je uréena vektory ¢, ¢,)
e nizorné: rozlisuji "lic” plochy (ve sméru v) a "rub” plochy

e ne vzdy existuje orientace - sféra, torus: ano, Mobiuv list: ne.

e (S,v) je orientovand plocha ... (S, —v) je opa¢né orientovand plocha.



e jednoduché plocha ma vzdy orientaci:

u X Po -
::uocp1 na S
[pu X @0l

Ve smyslu nasledujici definice je to orientace souhlasna s parametrizaci.

Definice. Necht (5,v) je orientovand plocha. Rekneme, ze parametrizace
(0, ) souhlasi s orientaci, pokud

voyp= Pu X v v Q

[ X

Definice. [Plosny integral 2. druhu.] Necht (S, v) je jednoduchd orientovana
plocha, F(z) : S — R3. Plosny integral 2. druhu funkce F' pies plochu S
definujeme jako

LVFwﬁﬁiéﬁﬂmdS,

kde integral napravo chépu jako integral 1. druhu (skaldrni) funkce f(x) =

Poznamky.

e ndzorny vyznam: tok pole F* plochou 5.

e starsi znaceni: dS = (dydz,dzdx, dxdy).

Lemma 2.1. [Vypocet int. 2. druhu.] Necht (S,v), F jsou jako vyse.
Potom

/ F-dgz/[Fogo] (pu X @) dudv = / det(F o ¢, oy, @) dudv,
Sy Q Q

kde (¢, Q) je libovolné parametrizace S souhlasna s orientaci v a (Fog, ¢, p,)
je matice se sloupci F' o ¢, ¢, a ©,.

Definice. Mnozina S C R? se nazve zobecnéné plocha, pokud S = U; SIUT,
kde S7 jsou jednoduché plochy a I" 1ze pokryt koneéné mnoha kiivkami. Navic
pozaduji
SknlUSi#£0 (%)
7k

Priklady.

(1) Sy = {x € R* . ||z|| = 1} je zobecnénd plocha: Sy = S'U S?UT,
kde S1 (severni polokoule) je graf funkce f(x,y) = /1 — (22 +92) na Q =
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{z? +y* < 1}, S? (jizni polokoule) je graf funkce — f(z,y) na Q a T’ (rovnik)
je geometricky obraz x(t) = (cost,sint,0), t € [0, 27].

(2) povrch krychle S = 9{[0,1] x [0,1] x [0,1]} je zobecnéna plocha: S =
U?ZlSj UT, kde S7 jsou stény a I' sjednoceni hran.

Definice. Necht S je zobecnénd plocha, f : S — R, F : S — R3? funkce a
v : S — R3 orientace (tj. spojité pole normal). Plosny integrdl 1. resp. 2.
druhu definuji jako

/Sde:%:/ijdS, resp. /<s,u>F'§:%:/(sj,y)F'd§‘

Poznamky.
e definice je korektni: nezavisi na zpusobu, jimz S rozlozim na S7 a I’
e orientace S nemusi existovat: krychle neméa normalu na hranéch.

Lemma 2.2. Necht a, b jsou vektory v R. Potom

a-a, a-b
det(a«b, b_b>:||a><b||2.

Véta 2.2. [Grammuv determinant.] Necht S je jednoduché plocha, (i, )
jeji parametrizace a f : S — R. Potom

/Sde:/Q(fogp)\/Edudv,

kde

g:det<90u'€0v> @u@v)
Pu* Pu;, Po - Po

je tzv. Grammuv determinant.

Definice. [Diferencidlni operatory.|
1. (laplacién)
Au=3" o R* >R
U= — u:R"—
= 0z}
2. (divergence)

divuzzgzz: u: R — R"

i=1




3. (rotace pro n=2)

Ouy  Ou
rotu = — — —- u: R — R?

01'1 01'2
4. (rotace pro n=3)

811,3 811,2 8u1 8U3 81@ 8U1 . p3 3
0xs 8%’3’ ail,’g 851717 0xy 8352) w i R

rotu = (

Véta 2.3. Plati:

(1) divu = tr (Vu) (pro u : R* — R", tr A je stopa matice)

(2) Au=divVu (pro u: R* — R)

(3) rotu =V x u (pro u: R* — R3)

(4) divrotu =0 (pro u : R — R3)

Definice. Oteviend, kiivkové souvisla mnozina 2 C R™ se nazyva oblast.
Je-li M C R"™ (ne nutné oteviend), fekneme, ze u € C'(M), pokud existuje
Q) D M oteviena takova, ze u € C1(Q).

Necht 2 C R? je oblast, necht 9Q je zobecnéna plocha. Funkci n(z) : $ — R?
nazveme vnéjsi normalou k 0f), pokud pro Vx € S je n(x) jednotkovy vektor,
kolmy na 02, a navic

(30 > 0)(Vt € (0,9))[x + tn(z) ¢ Q]
Zobecnéni: pripoustime, ze n(z) je definovana pouze v 92\ I', kde T" Ize
pokryt kiivkami.

Véta 2.4. [Gauss-Ostrogradského.] Necht ©Q C R? je omezend oblast, 952 je
zobecnénd plocha a n = (ny,n9,n3) je vnéjsi normala. Necht wu, g—; e C(Q)
pro: =1, 2, 3. Potom

ou

dxgz/ un;dS  i=1.2.3.
o0

Véta 2.5. [O divergenci.] Necht Q C R? je omezend oblast, 09 je zobecnénd
plocha a n je vnéjsf norméla. Necht u : R?* — R3 je C*(Q). Potom

/Qdivud)\g,:/mu-nds.



Definice. Necht  C R? je oblast, necht 9Q = (), kde ¢ je kiivka. Funkce
n(z) : 9Q :— R? se nazve vnéjsl normdla k 99, pokud pro Vz € 9Q je n(x)
jednotkovy vektor, kolmy na 02 (pfesnéji na tecnu ¢). Navic n(x) sméfuje
ven z €.

Zobecnéni: dovolime, ze n(z) je definovana v 9 az na konecéné vyjimek.

Véta 2.6. [O divergenci v roviné.] Necht 2 C R? je omezena oblast, necht
0Q = (), kde ¢ je kiivka, a n je vnéjsi normdla k dw. Necht u : R? — R?

je C1(Q). Potom
/diVUd/\gZ/U'ndS.
Q ®

Definice. Kiivka ¢ obihda mnozinu 2 C R"™ v kladném smyslu, pokud ji
obtha proti sméru hodinovych rucicek. Alternativné: plati pravidlo pravé
ruky:.

Véta 2.7. [Greenova.] Necht Q C R? je omezend oblast, necht 9Q = (),
kde ¢ je kiivka, kterd obihd Q v kladném smyslu. Necht u : B> — R? je

C'(Q)). Potom
/rotud/\gz/u-dgo.
Q ®

Lemma 2.7. [Vypocet divergence integralnimi priimeéry.] Necht Q C R? je
oteviend, u : R — R® je C'(2). Potom
1
[div u](zp) = lim ———— / u-ndS  VryeQ.

b X (Blensr)), )

Definice. Jednoduchd plocha S C R? se nazve plocha s okrajem, pokud
existuje parametrizace (¢, Q) takova, Ze ¢ je C', prostd a h(Vy) = 2 dokonce
na Q; O Q. Navic 9Q = (), kde v je jednoduchd uzaviend kiivka.
Mnozina I' = ¢(0f2) se nazyvé okraj plochy S.

Je-1i S navic orientovand a I' = (x), fekneme, ze kiivka y obiha plochu S ve
shodé s orientaci v, pokud (ndzorné feceno): jdeme-li po okraji I' ve smyslu
x s hlavou ve sméru v, mame S po levé ruce.

Véta 2.8. [Stokesova.] Necht (S,v) je jednoduchd orientovand plocha s
okrajem I'. Necht I' = (x), kde x obihd S ve shodé s orientaci v. Nechf
F:R>— R3je CY(SUT). Potom

/(su) [rot F] -dS:/F-dx.

X
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Lemma 2.4. Necht 2 C R" je oblast, F' : Q — R je spojita. Potom je
ekvivalentni:

(1) kiivkovy integral z F' nezavisi v {2 na cesté.

(2) pro kazdou uzavienou kiivku x v Q je

/F-dX:O.
X

Disledek. F': Q — R" md v Q potencial, pravé kdyz [ F -dx = 0 pro
kazdou uzavienou krivku y v €.

Definice. Oblast Q C R? se nazve jednoduse souvisld, pokud plati: je-li x
jednoducha uzaviena ktivka v 2, je mnozina, kterou y ohranic¢uje, ¢asti 2.
Ekvivalentné: kazdou jednoduchou uzavienou kiivku lze v €2 spojité stahnout
do bodu.

Véta 2.9. [Existence potencidlu v R%] Necht Q C R? je jednoduse souvisla
oblast, F': Q — R? je C* arot ' =0 v . Potom F m4 v € potencidl.

Véta 2.10. [Existence potencidlu v R3] Necht Q C R? je oblast, F': Q —
R3je Ct arot F =0 v Q. Nechf navic  m4 ndsledujici vlastnost [*]: je-li x
libovolna jednoduché uzaviena kiivka v €2, pak existuje S C €2 jednoducha
plocha takova, ze (x) je okraj S.

Potom F ma v () potencidl.

Poznamky.

e predpoklad jednoduché souvislosti 2 pro n=2 resp. [*] pro n=3 je pod-
statny

e bez téchto predpokladu podminka rot /' = 0 zaruci existenci potencialu
pouze lokalné

e piedpoklad [*] nen{ totéz co jednoduchd souvislost v R*® (ta se obecné
definuje jinak)

Definice. [k-plocha] Mnozina M C R" se nazve k-plocha (0 < k < n),
pokud M = (), kde Q C R* je oteviend, p je C' a navic h(Vy) = k viude
v Q.

Doplnéni definice: jednobodova mnozina je O-plocha, oteviend c¢ast R" je
n-plocha.

Zobecnény Jakobidn (p: R¥ — R", 1 <k <n)

Jp = /det (V)T - Vg,
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Pro f: M — R definuji plosny integral 1. druhu jako

| rdse= [ fopie.

Poznamky.

e posledni definice zobecnuje fadu predchozich vzorcu/definic (kiivkovy a
plosny integral, véta o substituci, atd.)

e lze vytvorit obecnou teorii, v niz se dokaze “obecnd” Stokesova véta:

Ju = f

kde M je k-plocha, M je okraj M (typicky (k — 1)-plocha), w je tzv. difer-
encialni forma, d je diferencial.

Gaussovu, Greenovu nebo nami dokézanou Stokesovu vétu v R3 lze chépat
jako specialni pripady této obecné Stokesovy véty.



