Dikaz Véty C.

Jednoznacénost: Z vlastnosti 1-4 plynou vsechny znamé vlastnosti funkci
sinz, cosx. Mimo jiné i to, ze tyto funkce tesi v R diferencidlni rovnici
y"+y = 0. Funkce sin s po¢atecni podminkou y(0) = 0, '(0) = 1, funkce cos
s podminkou y(0) = 1, ¢/(0) = 0. To je ale dle Véty 5.3 urcuje jednoznacné.

Existence: Polozme

S(z) = Z(—l)”%, Clz) = Z(—1)n(;”::)!.

(Definice je korektni - tyto fady maji polomér konvergence +o00.) Ukézeme-
li, ze funkce S(x), C'(x) spliuji 1-4, budeme diky jednozna¢nosti opravnéni
psat sinx = S(x), cosx = C(x).

Protoze (viz dikaz Véty E) exp(iz) = iio(i;{”—?k a i?k = (=1)F %L =
(—1)*4, dostavdme velmi uZiteény vzorec

exp(iz) = C(z) +iS(x)

Odtud snadno plyne

C(zx) = %(exp(z@) + exp(—iz)), S(z) = %(exp(ix} — exp(—iz)).
Tudiz .
S(z +y) = 5z (exp(i(z +y)) — exp(=i(z +v))),
zatimco

(exp(iy) + exp(—iy))
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S(z)C(y) + C(x)S(y) = Qli(exp(ix) — exp(—ix)) +
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+ 1(exp(ix) + exp(—iz)) +

5 (exp(iy) — exp(—iy))

7
S pomoci vztahu exp(a + b) = exp(a)exp(b) se ¢tendi sdm presveddd, ze
vyrazy vpravo se rovnaji, a tudiz funkce S(x) spliuje prvni vzorec sub 1.
Analogicky vzorec pro C(x) se dokaze podobné.

Piimo z definice je vidét, ze C(x) je suda, S(x) lichd. Plati tedy 2.

Z véty o derivovani mocninnych fad dostavame S(z) = C(z), C'(z) =
—S(z). Protoze S(0) =1, C'(0) = 1, speciédlné plati vlastnost 4.



Zavedeni cisla m. Lze ukézat, i kdyz je to dost pracné, ze funkce sin, cos
jsou jednoznacné urceny jen vlastnostmi 1, 2 a 4, z nichz lze naopak vyvodit
viechny jejich dalsi vlastnosti (spojitost, derivaci, ale i to, ze jsou periodické.)
Cislo 7 tedy nehraje v této vété zadnou zvlastni roli (podobné jako e ve
Vétach D, E.) Je prosté vhodnou konstantou, znacici polovinu periody téchto
funkei. (Ne zcela neopodstatnény se zdd néazor, ze mnohem vhodnéjsi kon-
stantou by bylo 27, viz: http://www.math.utah.edu/ palais/pi.html )



