1. Piiklad. (a) Dodefinovat spojité = dodefinovat vlastni limitou (ta musi
existovat). Poc¢itejme zkusmo limity ve sméru:

In(1+at?) a
f(t,o):Tﬁi, t—0

In(1 + ¢2
f(o,t):%ﬂ, =0

Tedy jedinymi moznymi kandidaty jsou a = 2 a f(0,0) = 1. Je vSak tieba
ovérit (z predchozich vypoétu to jesté neplyne!), ze

. In(1 + 22% + y?)
lim =1.

(zy)—00) 227 +y?
Uzijeme znamou limitu — 1 pro z — 0 a vétu o limité slozené funkce.
Predpoklady: 2z* + y*> — 0 pro (z,y) — (0,0), ale zéroven 2z + y* # 0
(“vyhybd se” limitni hodnoté) pro (x,y) # (0,0).

In(1+2)
z

(b) Pozor: (x,y) — oo znadl 2 4+ y* — oo, coz neni ekvivalentn{ vyrokum
xr — 00, Yy — Q.
Uzijeme polarni soutadnice x = r cos ¢, y = rsin ¢. Pokud limita existuje za
predpokladu r — oo, zatimco ¢ se méni libovolné, je to hledany vysledek.
Vidime, ze plati

r? < 2r?cos® ¢ 4+ r?sin® ¢ < 2r2.
Tedy

In(1 + 2r?)

o< In(1 + 2r%cos? ¢ + r?sin? ¢)
2

- 2r2 cos? ¢ + r2sin? ¢

IN

— 0 r— 00

Vsimnéte si, ze citatele odhadujeme seshora, jmenovatele zespoda. Posledni
limita plyne napt. z I’'Hospitalova pravidla.

(c) Pocitejme podle definice

2 (0,00 = i < [£(1,0) ~ 7(0.0)] = lim + {% _ 1]

Oz t—0
Pomoci Taylorova rozvoje In(1 + 2) = z — 2%/2 4+ 0(2?) jde o limitu vyrazu

1 22_2222 4
n ! (t;t! +O(t)—1] =—t+o(t) =0 t—0




Tedy f,(0,0) = 0 a podobné se spocitd f,(0,0) = 0.
Pozor: mechanické derivovani (jakozto podilu) nelze v bodé (0,0) pouzit -
jmenovatel je totiz nula.

(d) Dle ptedchoziho je kandidatem na totalni diferencidl nulové zobrazeni.
Je tedy tieba ovérit, ze vyraz

-1

jde do nuly pro (h, k) — (0,0). Inspirovéni predchozimi vypocty vime, ze

1 1 lln(l + 2h% + k?)

1 [In(1+¢?)
|

Vit

Ptepiseme studovany vyraz jako

{VW}{ 1 {1n(1+2h2+k2)_1H

—1] —0 t—0+. ()

Vh? + k2 V2h? + k? 2h? + k2

Druhd slozend zévorka jde k nule diky (*) a vété o limité slozené funkce.
Avsak prvni sloZzens zdvorka je omezena, nebot (pro (h, k) # (0,0))

2h? + k?
1< —— <92,
— h2+k2

2. Priiklad. Hledejme integracni faktor ¢ = ¢(x). Podminka exaktnosti
vede na rovnici

8%/ [qb(x) (:172 — 3y2)} = [qb(x) (z4 + 2$y)}
0

() [* + 2zy] + ¢(z) [42” + 8y]
(z)

(Nehleddm obecné, ale libovolné netrividlni feseni této rovnice.) Po ndsobeni
faktorem mam



Hledany potencial:

(Integrujeme pro pevné y podle z, tedy integracni konstanta obecné zavisi
na y.) Derivujeme podle y a srovndme s rovnici:

ov. 2y o 2y
8—y_5+c(y)_1+x3
d(y) =1

cy)=y+C

Tedy feseni rovnice jsou dana implicitné podminkou g—z — % +y+C=0.
Pozor: pokud bychom piedpoklddali ¢ = ¢(y), dojdeme k rovnici pro ¢'(y),
ktera stéle obsahuje z. Jejim integrovanim tedy ziskdme faktor, zavisly na
x - to odporuje vychozimu predpokladul!

3. Piiklad. Resenim soustavy

0=F,=32>-32
0=F,=2y—2
0=F,=2+4+2-3z

vyplynou podezielé body: A = [1,1,1], B = [2, 1, 4]. Matice druhych derivaci
je

6z 0 -3
V2F(1,y,2) = 0 2 0
-3 0 1

V bodé A je indefinitni (sedlovy bod), v bodé B pozitivné definitni (lokalni
minimum). Volba F'(z,0,0) = 23 ukazuje, Ze extrém neni globalni (funkce je
neomezend shora i zdola.)



