Cvicéeni 86: Najdéte nutné a postacujici podminky pro kompaktnost mnoziny M
v diskrétnim metrickém prostoru)! [M je kompaktni, pravé kdyZ je konecn. |

Cviceni 87: Rozhodnéte, zda je souc¢in dvou kompaktnich metrickych prostori
(P, p), (Q,0) také kompaktni!  [ano]

V nasledujicich ¢tyrech cvicenich sestrojte vzdy vhodné priklady:

Cviceni 88: Najdéte prostor (P, p) a funkci f spojitou na (P, p), ktera neni ome-
zend na P! Prostor (P, p) neni zfejmé kompaktni: Lze najit funkci s analogickymi
vlastnostmi na libovolném nekompaktnim (P, p)?

Cvi¢eni 89: Necht prostor (P, p) neni kompaktni. Sestrojte omezenou spojitou
funkci na (P, p), kterd neni stejnomérné spojitd na (P, p)!

Cvi€eni90: V kazdé oblasti G C R™ lze jeji libovolné dva body spojit lomenou
carou, ktera lezi celd v G. Lze také spojit spojit lomenou carou v G libovolné dva
body z G? [ne]

Cviceni91: Je-li G C R™ oblast a © € G, lze nalézt ke kazdému bodu ¢ € G
lomenou ¢aru kterd ho spojuje s x a kterd lezi celd kromé bodu ¢ v G?  [ne]

Cviceni92: * Seznamte se s konstrukei spojitého zobrazeni f intervalu [0,1] na
¢tverec [0,1] x [0,1] (jde o tzv. Peanovu kiivku). Lze sestrojit f tak, aby bylo
prosté 7 [ne; odpovéd lehce dostaneme pomoci souvislosti |

Vratime se k cvicenim na reSeni diferenciilnich rovnic:

Cviceni93: Zjistéte, zda nasledujici funkce tvori linearné nezavisly systém na R a
sva tvrzeni dokazte:

(a) {1, 22, 2°}, (b) {expz, exp2z, exp3zx},

3

(c) {5, sin®z, cos®z}, (d) {zexpz, z?expz, 23expa},

(e) {sinz, cosz, cos2x}.
[ VSechny systémy kromé (c) jsou nezavislé. |

Cvideni 94: Zjistéte, zda jsou funkce {1, arcsinz, arccosz} linedrné nezavislé na
intervalu [ —1,1]!
[ Funkce jsou linedrné zavislé. |

Cviceni 95: Jsou-li f, g € C(R) funkce, jsou linearné zavislé funkce

(%) fog, I Mgl f5, 7, 9%, 97, max(f,g), min(f,g)?

Jaka je minimalni a maximalni dimenze linearniho obalu vSech funkei () v zavislosti
na volbé f a g? [Jsou; 0 p¥i f =g =0 a6 napi. pror a z°]

Cviceni96: Urcete obecna feSeni rovnic:
y" +4y +4y =0
y' =3y +2y=0
y" — 6y +13y =0
[y(x) = crexp(—2z) + coxexp(—2z); y(x) =ciexpx + caexp2z;

y(x) = c1 exp 3z cos 2x + ¢ exp 3z sin 2z |
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Cvieni97: Reste rovnici 2%y” — xy’ — 3y = 5a?; zkuste funkci f(x) = 1/z!
[y(x) = c12® + ca/x + z*]

Cvideni 98: Urcete obecnd feSeni rovnic:

y/// _+_ 4y// + 13y/ — 0

y(4)_y:y////_y:0

Y ) 4 4y @ 4 53 9y 45y =0

—2z —2z

[y(x) = c1+ cee™?" cos 3z + cge™*"sin3x ; y(x) = c1e” + cae™ " +c3co8 T + cysinz;
y(r) = c1e” + coe 2% + e%(c3 + 4 €08 2 + 5 8in 2) |

Cviceni 99: Urdete feSeni rovnice vy — 3y” + 3y’ — y = 0 vyhovujici podateéni
podmince y(0) =1, 3'(0) = 2, y"(0) = 3. [y(z) =e"(1+2)]

Cviceni 100: Urcete feSeni nasledujicich rovnic, vyhovujici danym podminkam:

y' +4y' +4y =0, y(0)=0, y(1)=0
y' =3y +2y=0, y(0)=2, y'(0)=3

y" — 6y’ +13y =0, y(0) =1, y(27) = exp(67)
y' 4y +3y=0, y(0)=6, y'(0)=10

[y(z) =0; y(z) = expx +exp2z; ...]

Cvideni 101: Naleznéte obecnd feSeni diferencidlnich rovnic:

c1+ (co —22/2 — /3) exp —3z ]
¢1COST + ¢y sinz + z cos ¢ + 2 sinz |

c1+ caexp(x/7) — To? — 98z ]

c1 + caexp(x) — (1/2) expx)(cosz + sinz) |

y" + 3y = 3vexp -3z, [
y' +y=4zxcosz, [
Ty" — 1y = l4x, [
y" — vy =expwsinz, [

Cviceni 102: Najdéte obecné feSeni rovnice

v'+y +y=(x+2°) expz!

exp x

[ (c1 c08(v/3/2)x + co sin(v/3/2)7) exp(—2/2) +
Cviceni 103: Najdéte obecné feSeni rovnice vy’ + 2y’ +y ==

$4 xz
[y(x) = ﬂ+cl+62x+03x2+04x3+ <7 —4x+65>]

Cvifeni 104: Reste rovnice:

($2—m+1)]

2% cos ;!

y' — 6y’ + 9y =25e"sinz, y"' +y =4xcosz,

y" — 4y’ = xe®® +sinx + 22!

[y(z) = (c1+c22) 3% + (dcosz+3sinz) e®; y(r) = cicosx+casinz +x?sine +
+zcosx;y(z) = c1+cae?® +cze™ 2 + (cosx) /5 — 23 /12 — 2 /8 + €% (222 — 32) /32 .]



Cviceni 105: Reseni nékterych typt rovnic lze prevést na feSeni rovnic s konstant-
nimi koeficienty. Tak napt. Fulerova rovnice

2"y + apx" Yy b iy +any =0,

kde a1, aq,...,a, € R, prejde po substituci

z=e', resp. t=logx

na rovnici s konstantnimi koeficienty. Provedte experiment s rovnici
2,11 /
zy" +3zy +y=0.
Popsanym zptisobem snadno naleznete jeji obecné teseni

c1 +cylogx
y:% ci,c2 € R.

Cvideni 106: Reste rovnici
22y 4+ 3zy’ + 5y =0.

[y(x) = (cl cos(2logz) + co sin(2 logx))/x, c1,c2 € R]

Nechali jsme stranou rovnice ,typu ¢y’ = f(x)g(y)“, tj. se separovanymi promén-
nymi. Jimi se budete zabyvat prevazné na cviceni.

Cviéeni107: Casto naleznete ve sbirkdch formulaci tlohy tvaru: ReSte rovnici
(1+y?)dz ==xdy ! S touto konvenci se setkame i dle.

[y(z) = tglog(cz), ¢ > 0.]

Cvigeni 108: Reste rovnici (1 + expz)yy’ = exp !

[y(z) = £(log(c + expx)*)'/2.]

Cvideni109: Reste rovnici (1 + y?)dx + (1 +2%)dy = 0!

[ ,implicitni* popis FeSeni x +y = ¢(1 — zy), c € R.]

Cviceni 110: Najdéte feSeni rovnice y’ sinx —ylogxz = 0, které vyhovuje po¢atecni
podmince y(7/2) = e! Existuje FeSeni vyhovujici po¢atecéni podmince y(mw/2) =17
[y(z) = exp(tg(z/2)), x € (—m, m); ano, y(z) = 1.]

Cviceni 111: Reste rovnici /1 + 42 + yy'vV1+ 22 = 0!
[V1+y2+VIi+22=c¢, c> 2]

Cvideni 112: Naleznéte feSeni rovnice

(2 — 1)y + 2zy* = 0,

které vyhovuje podmince y(0) = 1!
[y(z) = (1 + log(1 — 2?))~"]
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Cvigeni 113: Reste rovnici 4" = 2y3 s pocatecni podminkou y(0) = 1, y'(0) = 1!
[Reseni: y(z) = (1 —z)~1; je nutno véas vyuZit poc¢atecnich podminek. |

Rada rovnic lze prevést na tvar, ve kterém ji snadno rozfesime jako rovnice, které
jsme jiz tesili. S nékterymi se seznamime:

Rovnice s homogenni pravou stranou, tj. rovnice, na jejiz pravé strané je homogenni
funkce proménnych x,y stupné 0. V tom p¥ipadé je f(tz,ty) = t°f(z,y) = f(z,y)
a po déleni z ma prava strana rovnice tvar g(y/z).

Cvic¢eni114: Reste rovnici 2y’ = /22 — y2 + y! Néavod: tpravou piechazime
k rovnici ,v y/z* a prevedeme ji tak na tvar

2
y' = 1—@) +2;
T T

provedeme substituci u = y/z. Pak y' = zu’ + u a rovnice po dosazeni piejde na
tvar zu’ = V1 —u?. [y = xsinlog(cx), exp(—7n/2) < cx < exp(n/2); je tieba
ovéfit, zda neni z = 0 (jako funkce y) FeSenim (neni) a zda funkce y = +x nejsou
feSenimi (jsou). ]

Cviceni 115: Reste rovnici ' = z/y + y/z!

[y? = 2®(c + logz?) ]
Cviceni 116: Reste rovnice
2xy

5220 ) 2zy (2 + y?) = y(y* + 22%) !

(a) ¥ =
[(a) y* = c(y® — 2?), (b) y* = cwexp(z®/y?)]
Cvi¢eni117: Najdéte feSeni rovnice (s pocatecni podminkou)

,yP = 2ay — a?
Y2 4 22y — a2

y , y(l)=-1.

[y(z) = —=]

Rovnice ,typu vy’ = f(ax + by +¢), a,b,c € R, ab # 0¢

Cvic¢eni118: Reste rovnici ¥’ = (z +y — 2)~!! Névod: pouzijeme substituci
u = ax + by + ¢, pfi niz v’ = a + by'; tpravou dostaneme rovnici se separovanymi
proménnymi. V feSeném piipadé u = z+y —2jeuw = 1+9y'. [,implicitné*:
y —c = log|zr + y — 1|. Z vylouceného pripadu u + 1 = 0 dostaneme y = 1 — x
a zjistime, zda neni FeSenim (je); obecné FeSeni lze eventudlné zapsat ve tvaru
cexpy =z +y — 1, c € R. UZvame konvenci o ,,céc¢kach“!]

Cviceni 119: Reste rovnici 4’ = 3z — 2y + 5 s poc¢atecni podminkou y(1) = 0!

[y = (1/4)(cexp(—2z) + 6 +7)]

Cvi¢eni 120: Reste rovnici y' = (z + 2y) 71!

[z+2y+2=3expy]

a1r + by +c1
asT + bay + co
Neni-li splnéna posledni podminka, pak v = asx + bsy prevede tlohu na predchéze-
jici pripad.

Rovnice ,typu y’ = f( ), ag,bg,c, € R, k=1,2 a ajbs — asby # 0¢



Cviéeni 121: Reste rovnici zy’ + 2yy’ — 3y’ + 32 + 3y — 6 = 0! Navod: upravime

rovnici na tvar

3z —3y+6
== ¢ 2y—3#0.
Y 1oy —3 T+2y—3#

V obecnéjsi roviné: pii splnéni podminky o nenulovosti determinantu fesime sou-
stavu rovnic

a1k+b1l+61:0, a2k+b2l+62:0,
a pak provedeme substituci z =t + k, y(z) = u(t) + . Znacime-li @ derivaci u

podle t, je y' = 4, takZe po dosazeni dosp&jeme k rovnici

ait + b1u>

v= f(a2t+b2u

V feSené uloze je f identita (Casty piipad ve , Skolnich alohach“).
[ ReSenim soustavy linedrnich rovnic dostaneme

=3t —3u =3 —3u/t
t+2u 14 2u/t

Po ,snadné ndmaze® 1ze dospét k feSeni ve tvaru

-2
20 + 3% + day — 102 — 8y +9 = coxp (V2arctg (V2 L 7))
l’_

s ¢ > 0. Protoze upravou do typového tvaru jsme vnesli do tlohy dalsi omezeni,

Cvigeni 122: Reste rovnici (z +y —2)dz = (y — 2z — 4) dy !
(22 + 22y — y% — 4z + Sy = (]

Cvideni123: Reste rovnici (z +y + 1)dz = (22 + 2y — 1) dy!
[z +2y+3loglr+y—2|=c]

Cvidfeni 124: Reste rovnice

; 2x—y+1

20 +y—1
_— b =
c—2y+1’ (b) y

Cdr 42y +5

(a)

[(a) 2* —zy +y* + 2 —y = ¢ (b) y* = 2%(c +log z?) ]



