
Cvièení 86: Najdìte nutné a postaèující podmínky pro kompaktnost mno¾iny M
v diskrétním metrickém prostoru) ! [M je kompaktní, právì kdy¾ je koneèná. ]

Cvièení 87: Rozhodnìte, zda je souèin dvou kompaktních metrických prostorù
(P; �), (Q; �) také kompaktní ! [ ano ]

V následujících ètyøech cvièeních sestrojte v¾dy vhodné pøíklady:

Cvièení 88: Najdìte prostor (P; �) a funkci f spojitou na (P; �), která není ome-
zená na P ! Prostor (P; �) není zøejmì kompaktní: Lze najít funkci s analogickými
vlastnostmi na libovolném nekompaktním (P; �) ?

Cvièení 89: Nech» prostor (P; �) není kompaktní. Sestrojte omezenou spojitou
funkci na (P; �), která není stejnomìrnì spojitá na (P; �) !

Cvièení 90: V ka¾dé oblasti G � R
m lze její libovolné dva body spojit lomenou

èarou, která le¾í celá v G. Lze také spojit spojit lomenou èarou v G libovolné dva
body z G ? [ ne ]

Cvièení 91: Je-li G � R
m oblast a x 2 G, lze nalézt ke ka¾dému bodu � 2 G

lomenou èáru která ho spojuje s x a která le¾í celá kromì bodu � v G ? [ ne ]

Cvièení 92: � Seznamte se s konstrukcí spojitého zobrazení f intervalu [ 0; 1 ] na
ètverec [ 0; 1 ] � [ 0; 1 ] (jde o tzv. Peanovu køivku). Lze sestrojit f tak, aby bylo
prosté ? [ ne; odpovìï lehce dostaneme pomocí souvislosti ]

Vrátíme se k cvièením na øe¹ení diferenciálních rovnic:

Cvièení 93: Zjistìte, zda následující funkce tvoøí lineárnì nezávislý systém na R a
svá tvrzení doka¾te:

(a) f1; x2; x5g ; (b) fexpx; exp 2x; exp 3xg ;
(c) f5; sin2 x; cos2 xg ; (d) fx expx; x2 expx; x3 expxg ;
(e) fsinx; cosx; cos 2xg :

[ V¹echny systémy kromì (c) jsou nezávislé. ]

Cvièení 94: Zjistìte, zda jsou funkce f1; arcsinx; arccosxg lineárnì nezávislé na
intervalu [�1; 1 ] !
[ Funkce jsou lineárnì závislé. ]

Cvièení 95: Jsou-li f; g 2 C(R) funkce, jsou lineárnì závislé funkce

(�) f ; g ; jf j ; jgj ; f+; f�; g+; g�; max (f; g) ; min (f; g) ?

Jaká je minimální a maximální dimenze lineárního obalu v¹ech funkcí (�) v závislosti
na volbì f a g ? [ Jsou ; 0 pøi f = g � 0 a 6 napø. pro x a x3 ]

Cvièení 96: Urèete obecná øe¹ení rovnic:

y00 + 4y0 + 4y = 0

y00 � 3y0 + 2y = 0

y00 � 6y0 + 13y = 0

[ y(x) = c1 exp(�2x) + c2x exp(�2x) ; y(x) = c1 expx+ c2 exp 2x ;
y(x) = c1 exp 3x cos 2x+ c2 exp 3x sin 2x ]
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Cvièení 97: Øe¹te rovnici x2y00 � xy0 � 3y = 5x4; zkuste funkci f(x) = 1=x !
[ y(x) = c1x

3 + c2=x+ x4 ]

Cvièení 98: Urèete obecná øe¹ení rovnic:

y000 + 4y00 + 13y0 = 0

y(4) � y = y0000 � y = 0

y(5) + 4y(4) + 5y(3) � 2y0 + 5y = 0

[ y(x) = c1+ c2e�2x cos 3x+ c3e�2x sin 3x ; y(x) = c1ex+ c2e�x+ c3 cosx+ c4 sinx ;
y(x) = c1ex + c2e�2x + ex(c3 + c4 cos 2x+ c5 sin 2x) ]

Cvièení 99: Urèete øe¹ení rovnice y000 � 3y00 + 3y0 � y = 0 vyhovující poèáteèní
podmínce y(0) = 1, y0(0) = 2, y00(0) = 3. [ y(x) = ex(1 + x) ]

Cvièení 100: Urèete øe¹ení následujících rovnic, vyhovující daným podmínkám:

y00 + 4y0 + 4y = 0; y(0) = 0; y(1) = 0

y00 � 3y0 + 2y = 0; y(0) = 2; y0(0) = 3

y00 � 6y0 + 13y = 0; y(0) = 1; y(2�) = exp(6�)

y00 � 4y0 + 3y = 0; y(0) = 6; y0(0) = 10

[ y(x) = 0; y(x) = expx+ exp 2x; : : : ]

Cvièení 101: Naleznìte obecná øe¹ení diferenciálních rovnic:

y00 + 3y0 = 3x exp�3x ; [ c1 + (c2 � x2=2� x=3) exp�3x ]
y00 + y = 4x cosx ; [ c1 cosx+ c2 sinx+ x cosx+ x2 sinx ]

7y00 � y0 = 14x; [ c1 + c2 exp(x=7)� 7x2 � 98x ]

y00 � y0 = expx sinx; [ c1 + c2 exp(x)� (1=2) expx)(cosx+ sinx) ]

Cvièení 102: Najdìte obecné øe¹ení rovnice

y00 + y0 + y = (x+ x2) expx !
h �

c1 cos(
p
3=2)x+ c2 sin(

p
3=2)x

�
exp(�x=2) + expx

3
(x2 � x+ 1)

i

Cvièení 103: Najdìte obecné øe¹ení rovnice y00 + 2y0 + y = x2e�x cosx !�
y(x) =

x4

24
+ c1 + c2x+ c3x

2 + c4x
3 +

�
x2

2
� 4x+ c5

��

Cvièení 104: Øe¹te rovnice:

y00 � 6y0 + 9y = 25 ex sinx ; y00 + y = 4x cosx ;

y000 � 4y0 = xe2x + sinx+ x2 !

[ y(x) = (c1+ c2x) e3x+(4 cosx+3 sinx) ex ; y(x) = c1 cosx+ c2 sinx+x2 sinx +
+x cosx ; y(x) = c1+ c2e2x+ c3e�2x+(cosx)=5�x3=12�x=8+e2x(2x2�3x)=32 :]



12

Cvièení 105: Øe¹ení nìkterých typù rovnic lze pøevést na øe¹ení rovnic s konstant-
ními koe�cienty. Tak napø. Eulerova rovnice

xny(n) + a1x
n�1y(n�1) + � � �+ an�1xy

0 + any = 0 ;

kde a1; a2; : : : ; an 2 R, pøejde po substituci

x = et ; resp. t = logx

na rovnici s konstantními koe�cienty. Proveïte experiment s rovnicí

x2y00 + 3xy0 + y = 0 :

Popsaným zpùsobem snadno naleznete její obecné øe¹ení

y =
c1 + c2 logx

x
c1; c2 2 R :

Cvièení 106: Øe¹te rovnici

x2y00 + 3xy0 + 5y = 0 :

[ y(x) =
�
c1 cos(2 logx) + c2 sin(2 logx)

�
=x , c1; c2 2 R ]

Nechali jsme stranou rovnice þtypu y0 = f(x)g(y)ÿ, tj. se separovanými promìn-
nými. Jimi se budete zabývat pøevá¾nì na cvièení.

Cvièení 107: Èasto naleznete ve sbírkách formulaci úlohy tvaru: Øe¹te rovnici
(1 + y2) dx = x dy ! S touto konvencí se setkáme i dále.
[ y(x) = tg log(cx); c > 0: ]

Cvièení 108: Øe¹te rovnici (1 + expx)yy0 = expx !
[ y(x) = �(log(c+ expx)2)1=2. ]

Cvièení 109: Øe¹te rovnici (1 + y2) dx+ (1 + x2) dy = 0 !
[ þimplicitníÿ popis øe¹ení x+ y = c(1� xy), c 2 R. ]

Cvièení 110: Najdìte øe¹ení rovnice y0 sinx�y logx = 0, které vyhovuje poèáteèní
podmínce y(�=2) = e ! Existuje øe¹ení vyhovující poèáteèní podmínce y(�=2) = 1 ?
[ y(x) = exp(tg(x=2)), x 2 (��; �); ano, y(x) = 1. ]

Cvièení 111: Øe¹te rovnici x
p

1 + y2 + yy0
p
1 + x2 = 0 !

[
p

1 + y2 +
p
1 + x2 = c, c > 2 ]

Cvièení 112: Naleznìte øe¹ení rovnice

(x2 � 1)y0 + 2xy2 = 0;

které vyhovuje podmínce y(0) = 1!
[y(x) = (1 + log(1� x2))�1]
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Cvièení 113: Øe¹te rovnici y00 = 2y3 s poèáteèní podmínkou y(0) = 1, y0(0) = 1 !
[Øe¹ení: y(x) = (1� x)�1 ; je nutno vèas vyu¾ít poèáteèních podmínek. ]

Øada rovnic lze pøevést na tvar, ve kterém ji snadno rozøe¹íme jako rovnice, které
jsme ji¾ øe¹ili. S nìkterými se seznámíme:

Rovnice s homogenní pravou stranou, tj. rovnice, na její¾ pravé stranì je homogenní
funkce promìnných x; y stupnì 0. V tom pøípadì je f(tx; ty) = t0f(x; y) = f(x; y)
a po dìlení x má pravá strana rovnice tvar g(y=x).

Cvièení 114: Øe¹te rovnici xy0 =
p
x2 � y2 + y ! Návod: úpravou pøecházíme

k rovnici þv y=xÿ a pøevedeme ji tak na tvar

y0 =

r
1�

�y
x

�2
+

y

x
;

provedeme substituci u = y=x. Pak y0 = xu0 + u a rovnice po dosazení pøejde na
tvar xu0 =

p
1� u2. [ y = x sin log(cx), exp(��=2) � cx � exp(�=2); je tøeba

ovìøit, zda není x = 0 (jako funkce y) øe¹ením (není) a zda funkce y = �x nejsou
øe¹eními (jsou). ]

Cvièení 115: Øe¹te rovnici y0 = x=y + y=x !
[ y2 = x2(c+ log x2) ]

Cvièení 116: Øe¹te rovnice

(a) y0 =
2xy

3x2 � y2
; (b) 2xy0(x2 + y2) = y(y2 + 2x2) !

[ (a) y3 = c(y2 � x2), (b) y2 = cx exp(x2=y2) ]

Cvièení 117: Najdìte øe¹ení rovnice (s poèáteèní podmínkou)

y0 =
y2 � 2xy � x2

y2 + 2xy � x2
; y(1) = �1 :

[ y(x) = �x ]
Rovnice þtypu y0 = f(ax+ by + c), a; b; c 2 R, ab 6= 0ÿ

Cvièení 118: Øe¹te rovnici y0 = (x + y � 2)�1 ! Návod: pou¾ijeme substituci
u = ax+ by + c, pøi ní¾ u0 = a+ by0; úpravou dostaneme rovnici se separovanými
promìnnými. V øe¹eném pøípadì u = x + y � 2 je u0 = 1 + y0. [ þimplicitnìÿ:
y � c = log jx + y � 1j. Z vylouèeného pøípadu u + 1 = 0 dostaneme y = 1 � x
a zjistíme, zda není øe¹ením (je); obecné øe¹ení lze eventuálnì zapsat ve tvaru
c exp y = x+ y � 1, c 2 R. U¾íváme konvenci o þcéèkáchÿ! ]

Cvièení 119: Øe¹te rovnici y0 = 3x� 2y + 5 s poèáteèní podmínkou y(1) = 0 !
[ y = (1=4)(c exp(�2x) + 6x+ 7) ]

Cvièení 120: Øe¹te rovnici y0 = (x+ 2y)�1 !
[x+ 2y + 2 = 3 exp y ]

Rovnice þtypu y0 = f
�a1x+ b1y + c1
a2x+ b2y + c2

�
, ak; bk; ck 2 R, k = 1; 2 a a1b2 � a2b1 6= 0ÿ

Není-li splnìna poslední podmínka, pak u = a2x+ b2y pøevede úlohu na pøedcháze-
jící pøípad.
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Cvièení 121: Øe¹te rovnici xy0 + 2yy0 � 3y0 + 3x+ 3y � 6 = 0 ! Návod: upravíme
rovnici na tvar

y0 =
�3x� 3y + 6
x+ 2y � 3

; x+ 2y � 3 6= 0 :

V obecnìj¹í rovinì: pøi splnìní podmínky o nenulovosti determinantu øe¹íme sou-
stavu rovnic

a1k + b1l + c1 = 0 ; a2k + b2l + c2 = 0 ;

a pak provedeme substituci x = t + k, y(x) = u(t) + l. Znaèíme-li _u derivaci u
podle t, je y0 = _u, tak¾e po dosazení dospìjeme k rovnici

_u = f
�a1t+ b1u

a2t+ b2u

�
:

V øe¹ené úloze je f identita (èastý pøípad ve þ¹kolních úloháchÿ).
[ Øe¹ením soustavy lineárních rovnic dostaneme

_u =
�3t� 3u
t+ 2u

=
�3� 3u=t
1 + 2u=t

:

Po þsnadné námazeÿ lze dospìt k øe¹ení ve tvaru

2y2 + 3x2 + 4xy � 10x� 8y + 9 = c exp
�p

2 arctg
�p

2
x+ y � 2
x� 1

��

s c > 0. Proto¾e úpravou do typového tvaru jsme vnesli do úlohy dal¹í omezení,
chybí nám je¹tì øe¹ení tvaru x = x(y) ]

Cvièení 122: Øe¹te rovnici (x+ y � 2) dx = (y � x� 4) dy !
[x2 + 2xy � y2 � 4x+ 8y = c]

Cvièení 123: Øe¹te rovnici (x+ y + 1) dx = (2x+ 2y � 1) dy !
[x+ 2y + 3 log jx+ y � 2j = c ]

Cvièení 124: Øe¹te rovnice

(a) y0 =
2x� y + 1
x� 2y + 1

; (b) y0 =
2x+ y � 1
4x+ 2y + 5

:

[ (a) x2 � xy + y2 + x� y = c; (b) y2 = x2(c+ log x2) ]


