Cviceni 62: Zjistéte, zda lze definovat na R metriku rovnosti

p(x,y) :=|arctgx — arctgy|, resp.
p(z,y) := arctg(|z — y)
Je-li odpovéd kladné, zjistéte, zda lze funkci arctg nahradit libovolnou (spojitou)

rostouci funkci (resp. rostouci (spojitou) funkei na intervalu [0, 00), kterd v ma
v pocatku hodnotu 0).

Cviceni63: V R? pro x = [x1,72], y = [y1,y2 | definujeme

p(z,y) == |z1]2 + 222 + V|1 2 + |y2]2,
= ]z — 2|2 + |y1 — 2|2,

pricemz prvni defini¢ni rovnost pouzivame pro pripad, Ze x,y jsou linearné nezavislé
vektory a druhou v p¥ipadé, Ze x,y jsou linearné zavislé (,méfime pres pocatek*).
Dokazte, ze p je metrika na R2. Dostali bychom metriku, kdybychom ,,mé¥ili pies
primku“ ? Zkuste si rozmyslet analogii s kruznici.

Cviceni 64: Ukazte, ze v (P, p) na mnoziné exp(P) vSech podmnozin P lze defi-
novat (Hausdorfovu) metriku predpisem

u (A, B) := sup{max(dist(z, B), dist(y, A)); z € A, y € B}!

Cvideni 65: Ukazte, Ze na linedrnim prostoru (LP) v8ech posloupnosti a = {a},
pro néz »_ |ag| < oo lze definovat normy rovnostmi vy (a) := sup{|ag|; ¥ € Ny} a
vo(a) := ) |ag|. Je mezi témito normami na vzniklych NLP nejaky vztah ?
Cviceni66: Ovéite, Ze na linedrnim prostoru (LP) spojitych funkei C([a,b]), 1ze
definovat normy vy (f) := sup{|f(¢)|; t € [a,b]} a va(f) := fab |f(t)|dt. Je mezi
témito normami na vzniklych NLP nejaky vztah?

Cviceni67: Pokuste se definovat metriku na LP C(R) !

Cvicéeni 68: Dokazte, ze
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je metrika na LP C(R) !

Cviceni69: Je-li M C R™ mnozina vSech bodi, jejichz soufadnice jsou diadicky
raciondlni &sla (jsou tvaru k/2', k € Z, | € N), uréete M, M°, OM!

Cviceni 70: Pfipomenme, Ze jestlize (P, p) je MP, nazyvé se x € P hromadny bod
M, jestlize pro vSechna r > 0 plati pro B(x,r) ={y € P; p(x,y) < r}

Bz, r)\{z} # 0.

Urcete mnozinu M’ v8ech hromadnych bodi M C R, jestlize za M postupné volime
mnoziny N, Q, (a,b), R\ N. Jak lze charakterizovat uzavienost M pomoci M'?
Jakou vlastnost maji body z M \ M'?



Cviceni 71: Dokazte, ze pro M C (P, p) je
M = {z € P; dist(z, M) = 0}!

Cvi¢eni 72: Najdéte v R? disjunktni oteviené, resp. uzaviené mnoziny A, B, pro
néz je dist(A, B) = 0. Pokuste se najit tyto mnoziny tak, aby alespon jedna byla
omezena,!

Cviceni 73: Pro metriky na R

p1(z,y) := |arctgz — arctgy|, a
p2(z,y) == |z —y|

najdéte posloupnost {ay} tak, aby spliovala Cauchyho podminku v pravé jednom
prostoru (R, p1), (R, p2)! Ma néktery z prostori ,vice* otevienych podmnoZin ?
CviCeni74: (x) V ultrametrickém MP (ve kterém plati zesilend trojihelnikova
nerovnost (4’)) ukazte, ze B(z,r) a B(y,r) jsou bud toto’né nebo disjunktni!
Jsou-li By (x,r) a Ba(y,r) disjunktnimi podmnozinami néjaké uzaviené koule o polo-
méru r, je dist(By(z,r), B2(y,r)) = !
Cviceni 75: UkaZte, Ze na souinu (S,w) dvou MP (P, p) a @Q,o0) lze definovat
ekvivalentni metriku pomoci ,rovnosti w = +/p? + 02 “a také pomoci ,rovnosti
w = max(p,0)“! (Nejprve metriky korektnéji popiste!)
Cviceni 76: Najdéte napft. v prostoru C([a, b]) priklad mnoziny, ktera je omezenda
a pritom neni totalné omezend !
Cviceni 77: Je funkce z = {z}} — limzy spojitd na prostorech ¢, resp. ¢?
Cviceni 78: Najdéte posloupnost funkci fr € C(R) tak, aby jeji (bodova) limita
lim fi, byla nespojita funkce!
Cvicéeni 79: Miuzeme v predchazejicim cviceni pozadovat, aby mnozina bodi ne-
spojitosti N(f) byla pFedepsana konecna mnozina K 7
Cviceni 80: (x) Muzeme pozadovat, aby mnozina bodi nespojitosti N(f) byla
Cviceni81: Pro funkci f : x — sgnx, + € R najdéte priklady otevienych a
uzavienych mnoZzin M, pro néz vzory f~1(M) nejsou oteviené a uzaviené mnoZiny !
Cvicéeni 82: Vysvétlete souvislost predchozi tlohy s pojmem méritelné funkce,
zavedenym v TMAT!
Cviceni 83: Sestrojte dvé spocetné disjunktni podmnoziny A, B C R tak, aby byly
husté v R Umite najit takovych mnozin vice (koneéné mnoho, nekone¢né mnoho) ?
Cviceni 84:(x) Pro posloupnost

1( n a )
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s a > 0 jsme nalezli kdysi davno jeji limitu (pfipomente si!). Souvisi tento piiklad
néjak s kontraktivitou zobrazeni ?

Cviceni 85: (x) Zkuste najit posloupnost polynomi, kterd bodové konverguje k
funkci z — |z|. Umite takovou posloupnost najit tak, aby k této funkci konvergovala
stegnomerne?



