Cvicéeni47: Dokazte, ze dané funkce jsou resenimi diferencialnich rovnic:

y(z) = 2?logxz  Fedf rovnici xy" =2,

z(y) =y +logy Fedfrovnici zy” + (v)° — (v')° — ylogy = 0.

Cviceni 48: Ukaite, 7e pro kazdé ¢ € R je funkce y(r) = cx+c(1+c?)~1/? feSenim

diferenciilni rovnice s
—ay +y =y (1+@y)?)

Cviceni49: Popiste obecna teseni diferencidlnich rovnic

y =sinz, ¢ =|z|,

y =tgw, y =exp(-1/z?).

[{y(m) —cost+c;ceR}, {y(xr)=z%sgnz+c;ceR},
{{y(z) = —log|cosz|+ ¢,z € ((2k — V)7 /2, 2k + 1)n/2); c € R} ; k € Z},
{y(z) = c1 + [, exp(—1/t?)dt, z € (0,00);¢1 € R} U

U{y(z) =cz — ff exp(—1/t?)dt, v € (—0,0);c2 € R}

Cvi¢eni 50: Reste rovnici y’ = f(x) pro
() f(z) = (@ + 1)V, (b) fz) = (2® - 1)7V/2.

[Strucngji: y(z) =log (z + /22 +1) +cna R; y(z) =log|z + Va2 — 1|+ ¢, ale
na kazdém ze dvou intervali (—oo, —1) a (1, 00) zvlast!]

Cviceni51: Reste diferencidlni rovnice
y =y, y=1+y!

ly(z) = cexpz; y(z) = —1+cexpz]
Pokuste se vytesit nasledujici dvé dlohy, k nimz namate jesté celé teoretické zazemi
(neni to vSak tézké!):

Cviceni 52: Reste podobnym postupem ,,ad hoc* nelinedrni diferenciilni rovnice
/y/:1_+_y27 ylzl/(3y2)|

[y(z) = tg(z + ¢) ; je delikdtngjsi: viz nasledujici cviceni]

Cvigeni53: Resenimi rovnice y' = 1/(3y?) jsou funkce y(z) = (z + ¢)'/3, a to na
intervalech (—oo,¢) a (¢, +00); FeSeni je v podstaté popsdno kubickymi parabolami
r = y3 + ¢, ale to se vymyk4 popisu, ktery uzivame. Jinak: rovnice y' = —x/y
popisuje oblouky kruznic o stiedu v pocatku, celé kruznice lze popsat pti vhodné
interpretaci rovnici zdr + ydy = 0. ReSeni podobnych rovnic odpovid4 nalezeni
funkce dvou proménnych, je-li déna jeji derivace (diferencial).
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Cvideni 54: ReSte rovnice

(@) y'+2y=dw, (b) z(y —y)=(1+a")expw,
(c) (L+a?)y — 2wy =(1+2")°

cexp(—2z) + 2z —1, (b) exp(z)(log|z| + 2%/2+¢),

(1 2?)(z +c)]

~

: Reste rovnice
(a) 2ay' —y=3z%, (b) 3ay —2y=2’/y’,

(c) y'—xrj_yl =(1+z)"expr, neN.

[(a) y(z) = vz +2%, (b) y®=ca®+2°

(¢) y(x) = (x+1)"(c+expz)]
Na linearni diferencialni rovnice prvniho ¥fadu vede fada (pseudo)praktickych tloh:
poskytuji jednoduché modely pro Siroké spektrum tloh:

[(a) y(x)
() y(=)

Cvicenih

Cviceni 56: Izotop stroncia 2°Sr se rozpada exponencialné podle rovnice 3/ = —ay,
a > 0. Polocas jeho rozpadu, coz je doba, za kterou se z daného mnozstvi rozpadne
polovina, ¢ini 28,1 roku. Urcete a a dobu, za kterou se z 1lkg rozpadne 900 g!
[a =log2/28,1 = 0,025; 93,3 roku |

Cviceni57: Zrychleni lokomotivy, jejiz pocatec¢ni rychlost je vy je piimo amérné
tazné sile F' a nepiimo tmérné hmoté& m vlaku. Pro tah plati F(t) = b — kv(t), kde
b a k jsou konstanty a v(t) rychlost v ¢ase t. Urcete vzorec pro tah v zavislosti na
Case t! [F(t) = (b— kvo) exp(—kt/m) |

Cviéeni 58: Najdéte ortogonalni kiivky ke svazku parabol y = az?, a € R!

[Je to svazek elips, ktery popisuje vztah 22/2 +y% = ¢, ¢ > 0.]

V nésledujicich ¢tyfech cvicenich najdéte feSeni jednoduchych (nelinedrnich) difer-
encialnich rovnic; cviceni ilustruji nékteré jevy, s nimiz se mizeme setkat a které
,hase teorie nepokryva“.

Cviceni 59: Reste rovnici

(+) (v")° = 22(y)* +y = 2z!

[Rovnice (¥) je ekvivalentni rovnici 3 — 2z = 0; jejim feSenim je y(z) = 22 + c.]
Cvideni60: Reste rovnici (y)2 — 1 = 0! [Tato rovnice je ekvivalentni s dvojici
rovnic y' = +1, pFi¢emz @ je jejim FeSenim, pokud vyhovuje alespoi jedné z rovnic
uvazované dvojice. Kazdym bodem [ xg, yo | prochazeji pravé dvé maximalni FeSeni
p(x) —yo = +(x — 20), z ER]

Cviceni 61: Reste rovnici

(*) ) +yly —2)y —xy® = 0!

[Rovnice je ekvivalentni dvojici rovnic 3’ + % = 0, 3y — zy = 0; FeSenim prvni je
y(r) = (x+c) 2 € (~00,—¢c),ceER ay(xr)=(x+c) !, v € (—c,00),ceR,
spolu s trividlnim feSenim y(z) = 0, x € R; feSenim druhé je y(z) = cexp(z?/2),
¢ € R. Funkce @ je FeSenim (x), je-li FeSenim alespon jedné z téchto dvou rovnic.
Vsimnéte si, kolik (maximalnich) feSeni je uréeno podminkou y(xy) = yo pro kazdy
bod [zo,y0] € R?!]



