Priklad 1. Vysettete konvergenci ) a,, kde
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1. krok. VySettime nejprve ) |a,| pomoci podilového kritéria.
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Odsud plyne:
(a) pro |y| < 2 fada ) |a,| konverguje, tj. > a,, konverguje absolutné.
(b) pro |y| > 2 plyne z podilového kritéria |a,| — +00; to odporuje nutné
podmince konvergence (a, — 0), tedy > a,, diverguje.
2. krok. Vysetieme absolutni konvergenci pro |y| = 2. Mame

2" 1 1
2n—27" 2n—-1 n

lan| =

Protoze > 1/n diverguje, vidime, Ze pro |y| = 2 fada )_ |a,| diverguje, tj.
> a, nekonverguje absolutné.

Dikaz fadové rovnosti: musime ovéfit, ze |a,|/(1/n) — ¢, kde ¢ je ko-
necné, nenulové ¢islo. AvsSak
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3. krok. Zbyva zjistit, zda pro |y| = 2 zkoumand fada diverguje, nebo
konverguje (v tom pfipadé ovSem neabsolutné).
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O této rade jiz vime, zZe diverguje.

Proy = -2 je
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Protoze (1 —272")(2n — 1) je zjevné rostouci a jde do +o0, fada konverguje
dle Leibnizova kritéria.

Rekapitulace. Rada 3 a,, konverguje absolutné pro |y| < 2, konverguje
neabsolutné pro y = —2, diverguje pro |y| > 2 a y = 2.



Priklad 2. Najdéte limitu rekurentné zadané posloupnosti:
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0. krok. Predpokladejme, ze b, — b. Potom téz b,, .1 — b. Tedy
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(b—2)(b+3) =0

Tudiz: ma-li b, konecnou limitu, je to bud 2, nebo —3.
Vypoctéme nékolik prvnich ¢lent:

4, 1.20, 2.73, 1.61, 2.30, 1.82, 2.13, 1.92, 2.05, 1.96, ..

Pozorujeme: sudé (liché) ¢leny jsou mensi (vétsi) nez 2, posloupnost sudych
(lichych) ¢lent roste (klesd), limita je 2.

Dokazme postupné tato tvrzeni.

1. krok. Je-li b, > 2, je b, +1 > 3 a tedy b1 < 6/(1+ b,) € (0,2).
Analogicky b, € (0,2) implikuje b, 1 > 2. Protoze b; = 4 > 2, plyne odsud,
ze liché cleny by, 1 > 2, sudé ¢leny by, < 2 pro Vn.

2. krok. Mame
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Tedy nerovnost b, 1 < bo,_1 je ekvivalentni
(bgn_l — 2)(b2n1 + 3) >0

coz plati, nebot by, 1 > 2 pro Vn. TudiZ posloupnost by, _; je klesajici. Ana-
logicky se dokaze, ze b, je rostouci.

3. krok. Posloupnost by, 1 je klesajici, zdola omezena (napf. dvojkou).
Podle véty z prednasky je zaruceno, ze méa limitu - zna¢me ji b. Tedy by, 1 —
b, ba1 — b. Potom
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Odsud b = 2 nebo b = —3. Protoze by, _1 > 0 pro Vn, je b = 2.
Analogicky se dokaze, ze by, — 2.
Protoze sudé i liché ¢leny jdou ke 2, je limita celé posloupnosti 2.
Alternativné. Protoze mame podezieni, ze b, — 2, vyjadifeme reku-

rentné b, — 2
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Z predchozich uvah vime, zZe b, > by = 6/5 pro Vn. Tedy
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boir — 2| = b — 2| < by — 2 = — -
Odsud indukci L\
b, =2| < =] |1 — 2|
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a tedy b, —2 — 0 pro n — 00, coz je hledany zavér.

Priklad 3. Vypocitejte
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proto z Citatele i jmenovatele vytkneme nej-

Reseni. Jde o vyraz typu =,
rychleji rostouci ¢len, tj. n™ resp. (3n)!. Mame
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Ukazme prvni limitu: a,, = @"—:), - wzijeme podilové kritérium:
ane1 (n+1)n+1) (3n)! n+1\" 1 0
— . — . —
nn n 3(3n+2)(3n+1)
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Odsud a,, — 0. Pouzili jsme pfepis (3n+3)! =3(n+1)(3n+2)(3n+1)(3n)!
— e. Druha, treti, ¢tvrta limita podobné.

a znamou limitu (”T“)n
20, () dle véty: je-li b, omezend a ¢, — 0, je b,c,, — 0

Posledni limita Gn)!




