2 1. cvideni

Véta. [Pick et al., 2019, 9.4.1. Véta] (srovndvaci kritérium pro konvergenci Newtonova integrdlu). Necht a € R,
b € R* a necht a < b. Necht funkce ,g : [a,b) — R spliiugi 0 < f(z) < g(x), = € [a,b). Necht ddle je f spojitd na
[a,b) a plati g € N(a,b). Potom f € N(a,b).

Véta. [Pick et al., 2019, 9.4.5. Véta] (limitni srovndvaci kritérium pro konvergenci Newtonova integrdlu) Necht
a € R, beR* anehta<b. Necht f,g jsou spojité nezdporné funkce na [a,b). Jestlize limg,_,;_ g%% € (0,+00),
pak g € N(a,b) pravé tehdy, kdy? f € N(a,b).

Véta. [Pick et al., 2019, 9.4.8. Véta] (Abelovo-Dirichletovo kritérium konvergence Newtonova integrdlu) Necht
a €R, b€R" anehta<b Necht f:[a,b) = R je spojitd a F je primitivni funkce k funkci f na [a,b). Ddle
necht g : [a,b) — R je na [a,b) monoténni a spojitd. Pak plati:

1. Jestlize f € N(a,b) a g je omezend, pak fg € N(a,b).

2. Je-li F' omezend na [a,b) alimg_y,— g(z) =0, je fg € N(a,b).

Vysetrete konvergenci ndsledugicich integrdli (oo € R je parametr):

1 /°° dz /1 10ga: 5 /‘X’x—sinm
“Jo Va¥tsz+3 1-:?:2 " Jo o

5. / IIZSlIliEd:L (i absolutni konvergenci), 6. /2 log(cos z) tan® z dx
0 1+ BE Jo

dx

Naleznéte objemy
4. jednotkové koule, 7. anuloidu.

Visledky a ndvody:

1. Konverguje ; U oo limitné srovname s

8
wlew|

1
2. Konverguje; U 1 vime lim 2
r—>01 T

=1, a proto limitné srovname s 1.

U 0 srovname s logzx a / |log z| < oo zjistime z per partes.
0

3
3. Konverguje pro a € (2,4); U 0 limitné& sroviiame s —.
T

U oo limitn& srovname s z'~2.
. . . ) _ * ginz )
5. Konverguje neabsolutné. Z Abel-Dirichleta vime, ze dz konverguje a
Jo T
®/xsinz  sinz ® _—sinz . o1
( z = ——)dz = ———+— dz snadno konverguje - u co srovnej s —.
o0 \l+4z @ o (Q+22)z e

Nekonverguje absolutné:

(e.¢]

m]smx| et x|s1na:| km
x> 2 _— = .
/0 1+x2 Z/ 14w 2 4 §1+(k+1)27r2 e

6. Konverguje pro o € (—3,1); U 0 limitng srovndme s (1 — cos2)z® ~ 227

o7



1
U g se chové jako daloe )

. Vzhledem k lim cos ¥
S* x z

=]
L 5 —
_ s 3k logy
je tato funkce stejné integrovatelnd, jako funkce —= u

0, tedy pro a < 1.
4 %’/T; Koule vznikne rotact plochy pod grafem funkee y(z) = V1 — 22, « € (—1,1) okolo osy z. Objem je tedy

1
4
V=7r/ (V1= x2)? dngﬂ.
-1
7. 472, Uvazujme anuloid vznikly rotaci kruhu {[z,y] : 22 + (y — 2)* < 1} okolo osy z. Anuloid vznikne jako rozdil

t&lesa vzniklého rotact plochy pod grafem funkce y;(z) = 2 4+ /1 — 22 a funkce yo(z) =2 — V1 — 2.

V:ﬂ/l [(2+\/1*m2)2ﬁ(24\/1~x2)2} dm:167r/1\/1~:c2dm
=1 0
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3 2. cvideni

Véta. [Pick et al., 2019, 9.4.1. Véta] (srovndvact kritérium pro konvergenci Newtonova integrdlu). Necht a € R,
b€ R* a necht a < b. Necht funkce ,g : [a,b) — R splituji 0 < f(x) < g(z), x € [a,b). Necht ddle je f spojitd na
la,b) a plati g € N'(a,b). Potom f € N(a,b).

Véta. [Pick et al., 2019, 9.4.5. Véta] (limitni srovndvact kritérium pro konvergenci Newtonova integrdlu) Necht
a € R, b€ R* a necht a < b. Necht f,g jsou spojité nezdporné funkce na [a,b). Jestlize limy_,p_ %% € (0,400),
pak g € N(a,b) prdve tehdy, kdy# f € N(a,b).

Véta. [Pick et al., 2019, 9.4.8. Véta] (Abelovo-Dirichletovo kritérium konvergence Newtonova integrdlu) Necht
a € R, b€R" anehta<b. Necht f: [a,b) = R je spojitd a F je primitivni funkce k funkci f na [a,b). Ddle
necht g : [a,b) = R je na [a,b) monotdnni a spojitd. Pak plati:

1. Jestlize f € N(a,b) a g je omezend, pak fg € N(a,b).

2. Je-li F' omezend na [a,b) a lim,_,_ g(z) =0, je fg € N(a,b).
VySetiete konvergenci nasledujicich integralt (o € R je parametr):

1.

/oo 1 dz
o Vzlog(l+e?)

Névod/Yeseni: Konverguje, u 0 srovnej s 1/4/x a u oo srovnej s 2/z

o0 2
/ e dx
—00

Navod/¥eseni: Konverguje pro v > 0, pro a > 0 na (—o0, —1] a [1, 00) srovnej s e~*%l nebo limitng srovne;j
s ;}g Pro a < 0 srovnej s 1. Na [—1, 1] je funkce spojita.

/2 Sin( ,1 )da:
0 sinzx

Navod /fefeni: Konverguje. Pouzijte srovnavaci kritérium a |f(z)| < 1.

3
2.

/oo sin(x/ z2 41— m“)dm
0

\T £ PR . ; W Wl % s 1 ~ 1
Névod/feseni: Konverguje pro a > 1, U +oo limitné srovname se s1n(————m+xa) ~& bro a > 0 a pro
a <0 u +oo limitné srovname s 1. To konverguje pro e > 1 a pro a > 1 je funkce u 0 spojita.

1 arccosz
e
o log®(1/z)
Névod/feseni: Konverguje pro o < %, u 0 se chova jako m, a tedy limitnim srovnanim s % konverguje.
U 1 limitn& srovnéme s A1=Z

(I—z)e-

oo
/ (m — 2arctan z)%dz
0

Navod/feseni: Konverguje pro o > 1. U 0 je spojitd. U oo limitné srovname s %,;,nebot’ pomoci 1"Hospitala
zjistime limg oo #M =4,

T
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10.

11.

12.

13.

Naleznéte obsah povrchu jednotkové koule v R3. Navod/¥efeni: S = 4m. Koule vznikne rotaci funkce

b Y
f(z) =V1—12% z.€[-1,1] kolem osy z. Tedy S = 2x [ f+/1+ (f")* = 2Wfi1 V1—22,/1+ (\/1——507) =
om [, 1 da.

o : ;a2 1 4 8 ¥ —_n_ 1 . 3 ﬁ - _1
. Naleznéte obsah plochy mezi grafy funkei % a 1775 Névod /fesent: S = §—5. Zrovnice 5 = 17 dostaneme

1

3= o, Pak S:f_ll<$ - —9”2—2> d = [arctanx~ %} =z

F R : . st T 1P42P 4. 4nP . wogage L 1P42P4 qmP 1 (1\P
Pomoci Riemanova integralu spoctéte lim, 0o — 571, p > 1. Névod /FeSeni: A ﬁ((ﬁ) +I

(%)p + ...+ (%)p) Toto je Riemannovsky soudet funkce x?; a tedy lim = jbl 2P dx = ﬁ.

Bud (X,.A) méfitelny prostor. Rekneme, 7e A € A je atom, pokud pro kazdou B € A plati B C A =
(B = AV B = (). Ukate, 7e existuje o-algebra, kterd méa pouze jediny atom, totiz (.

Navod/feseni: Sta¢ definovat X = (0,1) \ f;’i’ ijzl k277 a A € A, pokud je moZné ha zapsat ve tvaru
(k277, K277 s k, K, j spliwjicimi j € N, k < K, k, K € {0,...,27}.

Pokud o-algebra obsahuje nekone¢ny spotetny systém neprazdnych po dvou disjunktnich mnozin, je nespo-
Cetna. Dokazte.

If a o-algebra contains infinite coutable system of nonempty pairwise disjoint sets, it is uncountable. Prove.

[Rudin, 1977, Sekce 1, Cvi¢eni 1] Existuje nekone¢na o-algebra, kterd ma pouze spocetné mnoho prvkd?

Névod /fefeni: Neexistuje. Bud m4 alespoii spocetné atomd nebo ma pouze koneéné atomti. Pak ukazeme, Ze
do ni pat¥f striktné klesajici posloupnost mnoZin. V obou p¥ipadech existuje spocetny systém neprézdnych
po dvou disjunktnich mnoZin z A. o-algebra obsahujici takovy systém uz musi byt nespocentna.

[Rudin, 1977, Sekce 1, Cvigenf 5] DokaZte, ze mnoZina vSech bodd, v nichZ konverguje posloupnost méfitelnych
funkei, je mé¥itelnd mnozina.

Navod /feseni: Ozna¢me posloupnost funkei f, : X > R, A= {z € X,Ja € R: fp(z) = a pron — +oo}.
7 BC podminky plyne

+00
A= U N o)~ @l <2,

j=1ngeNnm>ng

tedy A je méfitelna.
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4 3. cvifeni
Véta (Zobecnéns Leviho véta). Budle funkce f, : (X, A) — R* mé¥itelné pron € N,
1. Jsou-li fu /* f pron — +ooa [y frdu > —oo, plati [y fudp 7 [y fdp.

2. Jsou-li fr i f pron — +ooa [y fidpu < +oo, plati [y fadu ™\ [y fdp.

Véta (Lebesgueova; o konvergentni majoranté). Bud (X, A, u) prostor s mirou a f,, f mé¥itelné funkce takové,
Ze fn, — f s.v. Necht ddle existuje funkce g € L'(p) takovd, Ze |fn| < g s.v. pro viechnan € N. Pak f € L' (1) a
[ fudp— [ fdu.

Naleznéte lim,,_,o z nésledujicich integralti:

1. fol z™dx, Navod/FeSeni: 0, Z Lebesgueovy véty a 0 < 2™ < x nebo z Leviho.

23
2, foloo lim dx, Navod /feSeni: 0, Z Lebesgueovy véty a 0 < f,, < 17z nebo z Leviho.

3. 01 T7n57 dz, Ndvod/TeSent: 0, Z Lebesgueovy véty a 0 < f, < %

R I—C’Me‘x cos z dz, Navod/¥eSent: 0, Z Lebesgueovy véty a |fn| < e7 2R < e %(z 4 1).

fo nzt sm( > dx, Névod/feSeni: 15; Bodova limita je x”—iﬂ— — 7. 7 Lebesgueovy véty a |fn| <

ot

n
1522 _ 17
nr e xr .

6. [;°e " dz, Navod/Fefent: 1; Z Lebesgueovy véty a f, < 1na (0,1) a f, < e™% na (1,00), nebo z Leviho.

7.0 (H;’E—iw dz, \Iavod/xesem 1; Bodov4 limita je 5 a [;°e™® = 1. Z Lebesgueovy véty a f, < ﬁ na
O,1) 2 fo < ey < pparaem < e ma (Loo).
Spoctéte (za pomoci Heineho véty) limg e F(a) a limg—o4 F(a) pro F(a) = OOO ezer” dx, Néavod/FeSeni: 0
a oo; Pro ap, — o0 a an > 1 plati %";2 < 6_12 co je integrovatelné. 7 Lebesgue a limp—yoo foo e_l‘f:;z =
Jo? limp o0 & IT; =0, a tedy podle Heineho lim, 00 F(a) = 0. Zfejmé e—a@® > 1 s prox < \/_ Tedy f°° el_:_g; >
!
foﬁ m — glOg(\/— n 1) a—>0+ -

[Rudin, 1977, Sekce 1, cvienf 9] Bud (X, A, u) méfitelny prostor, f : X — [0, 400, Jx fdp = ¢ € (0,+00),
a € (0,+00). Ukazte, ze

+ o0, pro a € (0,1),
. oy 4. _
xgﬁloo ang(l+(f/n) Ydji= 4 @, pro a =1,
0, pro a € (1,400).
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5 4. cvideni

Disledek (Levi). Pro 'neza’porné méritelné funkce f, na X plati

/(Z fn> du-Z/fndu

sl

Disledek (Lebesgue). Jsou-li f; méfitelné, Y 22, fi konverguje s.v., a g € LY (w) takovd, Ze | S ", fil < g s.v. pro

vSechna n, pak Y 2, fi € LY(1) a
/<§yadu:§:/ﬂw.
i=1 1=1

Vyjadrete nasledujici integraly jako soucet Fady:

Navod/fesent: 3 °° =1

n=1 p2>

11 e T
/ og(l — ) i,
0 T
o ___xn-i—l

Rozvineme do ) >° ; =£—. Podle Leviho na ) o2 | —f,,

o0
/ °_da,
0 61+1

Rozvineme do 350 ((—1)"ze~("t1)%, Podle Lebesgua

3 3 Y

n=0

Néavod/Fesenf: Y o2 o ((7;_1%;2)

1.p
zP log(x)
A T—}—Zé_ dx, pro p > 0,
Névod /fegent: Zg°(—1)n+1——§(2n i %

Rozvineme do Y72 2P log(z)(—1)"z?". Podle Lebesgua

Z/W—Z/rp )log(

o0

1
———-—<OO
(2n+p+1)2

3
—

. - ) : .
Néavod /FeSeni: &0 +—(l— ; Rozvineme jako
J

o P (_l)ne—nx

1 —e ) — ) = -
og(1— ¢ ™) ~log(1+e7) = 3" —— 4 =L
n=1
Podle Lebesgua
x o9 o0 ,—nz > 9
Z/WSZ/O 2° =32 <o
n=1 n=0 n=1
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1 P 1
/o 1o dx (pro p,q > 0) dux,

) W —1)n
Navod /feseni: »>° (p = q)n;
Z¥ejmé < zP~1) a tedy integral konverguje. Rozvineme do e o(=1)mzPtan=1 Podle Lebesgueovy véty pro

funkce Fy = 30 £,

N N
_ _11 =~ (=z)Netl 2
fnl = —DPgPranl = ppmlo N ) -l 2 1101,
|zgu 'ZJ ) T Sl e e B0,

/Ooo e " cos(v/z) dz.

Navod/feseni: Y ° (- 1)"(2%'

Rozvineme do }~>° ((—1)"e™®

(e ¥ g < o

2;:)!. Podle Lebesgua 307 [ |fnl = Y o0rg [o €™ (;’n), Indukef snadno [;° z"e™® —l
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6 5. cvideni

Véta (Lebesgueova; o spojité zévislosti integrélu na parametru). Budte (X, A, p) prostor s mirou, T metricky
prostor a f: T x X — R funkce. Necht ddle

(i) f(t,-) je méritelnd pro kazdét € T,
(ii) f(-,z) je spojitd na T pro s.v. v € X,

(ili) ezistuje g € L1 (1) takovd, Ze pro vsechna t € T je |f(t,)] < g s.v.
Pak f(t, ) € LY(u) pro vsechna t € T a funkce

F:tH/f(t,-)d,u

je spogitd na T.

U nésledujicich integralt vySetfete pro jakd o konverguji a vySet¥ete spojitost na definiénim oboru:

1.
*° sin(aux
/ sin( 2) i,
0 1 + xr
, s T ; 1 1
Névod/FeSen: spojitéd na R; |f(z,a)| < 155 € L'
2 )
0 ,—ax
/ - dx,
0 1+
Névod /fegeni: spojita na (0, +-00); Pro a € [, 00) je | f(z, a)| < 702" € L.
3
!
/ ——————dz analeznétei lim a lim,
0 2 4 o2 o—00 a—0
Navod/feseni: spojita na (—oo,0) U (0, 0);
Pro |a] > 0 je |f(z,a)| < \/1? =3elLl
Pro a € [1,00) je 1 integrovatelna majoranta a podle Lebesguea a Heineho je
I / ! / " f o / 0=0
im —_— = im —— = =0.
a—oo [q \/3;2_}_042 0 a—>oo\/$2+a2 0
. 1 1 1 1 1 1 1 6—0+
Pr0|a‘§5Jef0szo\/_ﬁ—mzfo\—/ﬂ_ﬁbgé —  0OQO.
4,

)
/ i dx,
0 1+ x@

Néavod /feSeni: spojita na (2,00); Pro a € 2+ §,00) je

fz,a)| < 4 TFeFs Pro@>1
11 pro z < 1.
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o0 ae ax
dr a naleznéte i lim ,
o l+=z a—0+

Névod /feSeni: spojita na [0,00); Pro a € [4, K] je | f(z,a)| < Ke il < Ke %" ¢ L1,

Pro spojitost v 0 zprava musime spo&itat limy—,04 F(a). Substituci y = /ar odhadneme fooo e 27

14z S
foooae_o‘xz f Vae” v —\/—foo o~y BTy,

1 o
1 e
/ i dx,
o logx

Névod /feSeni: spojitd na (—1,00); V 1 lze spojité dodefinovat a u 0 standardng srovname s ](fgx.
Prod <1aa€[—1+4,0] mame |f(z,a)| < z|loTz[ apro a € [0,K] je |f(z,a)| < |log:1:|
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7 6. cvideni

Véta (Zameéna integralu a derivace). Bud' I C R otevieny interval a f: I x X — R funkce. Necht ddle

(i) f(t,-) je meévitelnd pro kazdét € I,

(ii) ezistuje N € A, p(N) =0, takovd, Ze pro vsechna x € X \ N a t € I existuje vlastni derivace a‘—%f(t,m),
(ili) ezistuje g € L1 () takovd, Ze pro viechna x € X\ N ate I, Id%f(t,:cﬂ < glz),
(iv) emistuje to € I takové, Ze f(to, ) € L (1).

Pak f(t,-) € LY () pro viechna t € I, funkce

F;tH/Xf(t,-)du

je diferencovatelnd na I a pro t € I plati
d
F'(t) = —f(t,) du.

Spoctéte nasledujict integraly (pomoci véty o zaméns derivace a integralu). Obor konvergence je u kazdého pitkladu

napsan.
001 —ax? o ,—ax? _ _—bz? S
L / —“6—2—, a>—1; 2. / E—e—, a,b > 0 (Rada: / e =ﬁ)
0 ze? 0 o 0 2
® arct — arctanb o i
3. / i i :v’ a,b > 0 nebo a,b < 0; 4. / e_kzsma:v, k>0, aeR;
0 r 0 €T
5. /2 In(a?sin? z 4 b2 cos® ), a,b > 0.
0
Navody:
1 1) |0
L n(a;— ); ‘ f((;;’a)' = ]xe_(‘”'l)xz <ze ™ proac (—1+ 4, 00).
a

< g7 pro a € (4, 00).

2.\/7b — v/7a; ‘1}‘%;_@, L |t

/Ooo _emaa? _%\/gé F(a,b) = C(b) — v/ma a F(b,b) = 0.

7. a (0f(z,a,b) 1 1
331115; l da ‘:|1+a2m2‘gl+52x2 pro |a] 2 6.
20 1 T
— =" A F®,b)=0.
/0 1+a22?  2a° (5:8) =10
0 k
4. arctan%; lf—(g”f’—)‘ = ‘e“kx cos am‘ < e proa eR.
o0 : e
E _ [ —kg@sinaz — kcosaxjo=e  k .
/0 e ’”cosaacﬁ[e “ e Lzo —maF(O,k)—O.
la| + [b] |9f(z,a,b) 2 a’sin? ¢ 2
o rnleEH, prisen) <2
T da aa?sin?e + Beostzl ~ o L0 lal > 9
F
Substituci tanz = t spoéteme 9F(0,b) ol
da a+b
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8 8. cvideni

Disledek (Fubiniova, véta pro ztuplnénou soucinovou miru). Budte (X, A, u) a (Y,B,v) dva iplné prostory se
o-konecnymi méerami. Pak pro kaZdou funkci f € L*(u®v) plati:

1. funkce fY: x> f(z,y) je méfitelnd na X pro sv. y € Y a funkce fy : y — f(x,y) je mé¥itelnd na Y pro
sv.ze X

2. funkce x — [, f(x,y)dv(y) je mé¥itelnd na X a funkce y — j i
3.

f(z,y) du(z) je meritelnd na Y

/nyfd(“@” /(/ f(z,y) vy ) >:/y(/xf<x,y)du<x)) du(y).

Za pomoci Fubiniovy véty ve dvou dimenzich spoététe

1,..b_ .a oo ,—ax? _ _—bx?
3./ e dzx pro a,b > —1, 5. / E——e——da: pro a,b > 0.
o logz 0

Naleznéte miru nésledujich podmnozin R?

1
L{? <y<o+2}, 2 {y<a 0<y< 5}
T

Spoctéte nasledujici dvourozmérné integraly
4, / (2 + y?) dzdy pro M = {|z| + |y| < 1}, 6. / e~ @ drdy pro M ={0< z < v},
M M
7. / 1:_2 dxdy pro M omezenou mezi kiivkami z =2, y =z a zy = 1,
MY

8. / (VT +y) dedy pro M = {z* 4 y* < z}
M

9 2z 2
1—;// ldydx:/(x—l—Q—xz)dx.
2 —1Jz2 -1
3 il T oo';lg 1 0 q
2.—;f/1dyd:b+/ / 1dyda::/mdaz+/ — dzx
2 1 Jo 0 1z
L b sa b
3. log b+1 / x’—x :// xy:/ 1 :10gb+1,
a+1 J, logx M o Y11 a+1
2 1~z 9 2 ! 2 (1_.3;)3
4.5,4// (z +y)dydm—4/ ((1—1):16 —|————3~—)dac
v [ o [
_ = b — /Ta.
M a 2y
6. —; / / e~ @) dy dz = / e Y(1—-eY)dy
0
2
dydr——/"ﬂ x——)dx
o [, g [#(3)

1 z—z2 ik 1
s.ﬁ;// (Vatydyds=2 [ Vavo—ai=2 [ (1-2)vids
15" Jo J_va=a2 0 0

Navody:
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9 9. cvideni

Véta (Véta o substituéi). Bud' U C R"™ oteviend, ¢ : U — R™ difeomorfismus a f : p(U) — R Lebesgueovsky
meétitelnd funkce. Pak

LLf@xmﬂjwmnmﬁ: 1) dy,

»(U)
md-li jedna strana smysl.

Je-li navic B C p(U) Lebesgueovsky méritelnd mnoZina, plati

[ se@)re@lds= [ 1),
©~1(B) JB

md-li jedna strana smysl.

Spoctéte nasledujici dvourozmérné integraly

dady pro M = {2® + y* < 1},

1
o
MA1—x2—92
1
2./ ———— dady pro M = {2% + 3 < z}.
M \/x? + 32 { J

Naleznéte miru nésledujich mnozin M C R?

3.{(x+y)d <zy, >0, y >0}, 4 {z®+4® <y, >0, y >0}, 5. {2V]z| + V]y| <1},

6. {l<zy<2,y<z<3y}, 7.{y <z® <4y, 2z <y® <3z} .

Navody:

Pol d (T ey,
1. 2m; Pol&rni soufadnice a / < / ) r
o Mo V1I-r?

2
2. 2; Polarni soufadnice a 0 < 2 + y2 <z da0<r<cosep. / (
0

=
2

COSY p dr

ﬁ) de.

1
3. @; Transformace z = rcos?p ay =rsin?ep

transformuje M na 0 < r < sin? pcos? ¢ a Jr = 2rsinpcos p.
B sin? ¢ cos? o
/ (/ 27 sin @ cos ¢ dr) dy = / sin® ¢ cos® ¢ dyp
0 0 0
1 2 .2
4, & Transformace = = rcoss ¢ a y = rsins @

2 2 1 1
transformuje M na 0 < r <sin3 pcos3 g a Jy = gr sin” 3 wcos™ 3 .

3 sin% gocos?zi ) 1 | i >
/ (/ —rsin” 3 gpcos‘ﬁcpdr) dy = —/ sin @ cos @ dp
0 0 3 3 Jo

| =

1 .
5. =; Transformace x = i costp ay=rsintyp

S o

transformuje M N{z >0, y >0} na0<r<1, 0<¢< g a tam Jf:rsin3gocos3<p>0.

LI 3 3 LI 3
4/ (/ rsin® ¢ cos @dr) dgp:2/ sin® @ cos® ¢ dp
0 0 0
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1
6. 3 log 3; Transformace u = zy, v = z neboli z = uv ay = \/@
Y v

1 Brd
transformuje M na 1 <u < 3, 1<v<3atame=2—>O. / (/ —dv) du.
v 1 1 v

2 2
7
7. 1; Transformace u = —, v = Y neboli 2 = Vur? a y = Vulv
Yy &

4, 3
1
transformujeMnal§u§4,2<v<3a.]f:é. / (/ gdv> du.
1 M2

10 10. cvideni

Pomoc{ Fubiniovy véty naleznéte miru nasledujich podmnozin R?
L.{0<z<3,0<y<3,zy<z<1}, 2.{z>0,y>0,0<2z<1-2—y},

3. M omezené plochami z =1 a z = 22 4 y2.

Pomoci Fubiniovy véty spo&téte nasledujici trojrozmérné integrédy
4. / z dzdydz pro M omezenou z =0, y=02=0, y=3az+2=2
M
5. / 22 drdydz pro M = {2? + > + 22 <1, 22 +2 + 22 < 2z}.
M
Pomoci Fubiniovy véty naleznéte miru nasleduji podmnoziny R*

6. {z,y,2,w € [0,1], zy < Z*w}.

Pomoci véty o substituci spoététe nasledujici trojrozmérné integraly

7. / 1 dxdydz pro M = {z? + 9> < z < 1},
M

8. / z drdydz pro M = {z? 4+ y* < 22, 2 € (0,2)},
M

3 7 1422

10. / 1 dzdydz pro M = {(2— Va2 +92)? 4+ 22 < 1}.
M

7 3 pmin(1,3) (1
1. log9 — —; / / / 1dzdy dz =
12 0 JO Ty
L 3ol 3 pioa1
:/ //1dzdydm+ //ldzdydzc.
0 0 Jzy 0 Ty

1
3
—r—

1 iL l1-z 1 Y
2. —; / / / 1dz dy dz
6" Jo Jo 0

1
3 g; z je od 0 do 1 je fez kruh o poloméru v/z : / 7(v/2)? dz.
0

2 2 1
9./ ld:cdydzproMz{y—+f—< },
M 2

Néavody:
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2 3 2z
4. 4; / / / z dz dy dx
0o Jo Jo

59 1 1
5. 180" Pro z € [0, 5] je fez kruh o poloméru v/2z — 22, pro z € [5, 1]

1 2
je Tez kruh o poloméru /1 — 22 : /2 2r(V2z — 22)% dz +/ 2n(v/1- 222 dz .
: 0

Z'LU
/// /1dxdydzdw+
7r

Vélcové soufadnice z = rcosp, y =rsing, z=a, pak Jy =r > 0.

Nj—=

1dz dy dz dw

22w
5
2 pl
x2+y2<z<1transformujinar2<a<1:/ //rdadrdga.
r2
2 r2m
8. 4m; Valcové souradnice / / / ar dr de da.
0

9. Vér?; Upravené valcové soufadnice y = v/2r cos ¢, z=1+/3rsin v, T=a,

o] 2w 1/;;51—
pa = +V6r > 0. " Vor dr dp da .
kJp=6r>0 ! .
- 0

10. 47?; Valcové souradnice dap ( - 7")2 +a? <1, atedy re[1,3].

2m 1- (2 r2
/ / / r da dr dy .
1- (2 7"2
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11 11. cvideni

Spoctéte nasledujici trojrozmérné objemy & integraly
1. L3(M) pro M = {z® + > + 2% < 22, 2* +y* < 2%},

2. Spoctéte 1. jak pies sférické, tak i valcové souradnice},
2 2 2. 9
3. L3(M) pro M = {(m + %5 + = ) < xzy} aa,bc>0,

4. L3(M) pro M = {a(z?® + y*) + 2 < a, z > 0} v z4vislosti na a € R.
5. L3(M) pro M = {(m+y+z)2<y, z>0,y>0, z>0},

6./ Wz gy dedydz pro M = {x >0, y > 1, 2> 1, zyz <1}
M

=, ; U+ v u+v+w
za pouziti substituce x = u, y = , B = ——,
U u+v

Névody:
1. m; Sférické souradnice prevedou 22 +y?+22<22na0<r<2sinya

22+ 9% < 2% na cos? ¢ < sin?¢. Odtud siny >0 a cos? 9 < sin? 1, tedy 9 € (Z, g)

2r p% r2sing
/ / / r2 cos v dr dip dep.
o Jz Jo

2. m; Valcové soufadnice prevedou 2 + y2 +22<2znar’+ad><2a

2%+ y? < 2% na r? < a®. Z prvnf nerovnosti 2a — a® > 0, tedy a € (0,2).

2 2

Dale 7> < min{2a — a2, 0%} a 2a — a® = a® pro a = 1.

2r  prl pra 2 1 pv/2a—a?
/ //rdrdadz/H—/ // rdr da dy .
o Jo Jo o Jo Jo

7b6
; Zobecnéné sférické soutfadnice x = ar cos pcos ), y = brsinpcos,

Ta
5 192

2= crsing a Jy = aber? cos . Podminku prevedu na 0 < 7 < a?br® cos? ¢ cos® 1 sin ¢.
! p

2 a2bcos? pcos3 1 sinp
Odtud sinp > 0. / / / aber? cos v dr dip dvp .
= J_= Jo
2

21 a(1-r2)
4. 00proa<0a / / / r dz dr dy pro a > 0 pies vélcové soufadnice.

1 . . .
5. 66; Zobecnéné sférické souradnice z = ar cos? pcos 1, y = br sin? ¢ cos? 9,

z=crsiny a Jp = 472 cos psin @ cos® Y sin 1 pro ¢,y € (O,g).

2 5 sin? o cos? 1
/ / / 472 cos @sin o cos® Y siny dr dyp dy.

6. g —1; Jakobian vyjde J; = Z x> 0 plyne u > 0,

.
u(u+v)

>1, tedyv>0,zz>1plynew>0azazyz>1plyneu+v+w<1

zy > 1 plyne utv

//1 U/IUU1L+L+m 2u+v——1—-—dudvdw'
u u(u+’U)
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