Necht X je abstraktni mnozina, 2% systém vSech podmnozin X, M¢ = X \ M doplnék
mnoziny M.

Definice. Systém Z C 2% nazveme idedlem (mnozin v X), jestlize
(i) X ¢7
(i) My,....MyeZ = U_ M;ezZ

(iii)) My eZ, My C My = MyeZl

Jestlize navic

(iv) pro kazdou M C X je bud M € T nebo M°® € T

pak Z nazyvame prvoidedl.

Priklady. Pojem idedlu je abstrakci vlastnosti ,,byt mala mnozina“:
(D Pokud X je nekone¢na mnozina, pak Z, = {M C X; M je konectnd } je idedl.
@ Jestlize p je uplnd mira (obecnéji vnéjsi mira) na X, pak

To={M C X; M je métitelnd a u(M) =0}

tvoii dokonce o-idedl — vlastnost (ii) plati i pro spocetnd sjednoceni
@ Obraceneé, je-li Z prvoidedl podmnozin X, muzeme definovat

MecT
V() = 0, CE
1, MeeT

Lehce si rozmyslime, Ze v je konecné-aditivni mira (obecné neni o-aditivni). Ziejmé v
nabyva pouze hodnot 0 a 1 — tzv. dvouhodnotova mira.

Pozorovani. Necht Z je idedl mnozin v X. Potom Z je prvoidedl, pravé kdyz Z je
maximalni ve smyslu inkluze.
Dk. Necht 7 je prvoidedl a necht idedl Z je striktné vetsf idedl. Tedy existuje M € T \Z.
Ovsem M¢ € 7 dle vlastnosti (iv) prvoideslu, tedy také M¢ € Z. Pak ale MUM® = X € T,
a to je spor.
Obréacené, necht Z nenf prvoidedl. Tedy existuje M C X takova, ze M ¢ T a téz M° ¢ T.
Definujme

I={MUM"s M'eZ, M" c M}
Nenf tézké ovérit, ze Z je uzavieno na konetnd sjednoceni a ma i vlastnost (iii). Podminka
M¢ ¢ T pak zarucuje, ze 7 neobsahuje X. O

Tvrzeni 1. Existuje prvoidedl mnozin Z v N, obsahujici vSechny koneéné mnoziny.

DEk. Dle pozorovani vyse staci nalézt maximalni (ve smyslu inkluze) idedl Z O Zg. To je
oviem snadnd aplikace Zornova lemmatu, nebot sjednoceni fetézce (tj. rostouci posloup-
nosti) idedlu je opét idedl.



Disledek. Existuje dvouhodnotova konecné-aditivni mira na N, pro niz jsou vSechny
konecné mnoziny nulové. Tato mira neni o-aditivni, nebot to by znamenalo

L=v(N)=) v({j}) =0

JEN

Nyni zavedeme korespondenci (jednu z mnoha moznych) mezi podmnozinami N a realnymi
¢isly. Pro x € R lze psat

r=|z|]+ Z 27" (1)

kde |z]| je celd ¢ast x. Mnozina

odpovida ,,dyadickému rozvoji“ necelé ¢asti a je urcena jednoznacné s vyjimkou piipadu

typu
o7 l=92 498 904+ |

jichz je spocetné mnoho a tedy nejsou relevantni s ohledem na nasledujici ivahy.

Definice. Necht Z C N je prvoidedl z Tvrzeni 1. Definujme mnozinu

E={xeR; N, €T}

Tvrzeni 2. [Symetrie mnoziny E.] Plati:
1. E a E° jsou vzajemné symetrické vuci bodu x = 1/2.

2. F (atedy i E°) je invariantni vaci posunum o dyadicka raciondlni ¢isla
k
g=) 27" (2)
j=1
Dk. Necht pro dané x € R plati (1) a polozme

y=—lal+ > 2™ ©

kde
{n17n27 ns,... }C == {m17 mo,ms, ... }
Tedy N, = (Ny)¢, neboli z € E pravé kdyz y € E°. Sectenim (1), (3) pak dostdvame

[e.e]

x+y:i2nj+2mj:22j:1

Jj=1 Jj=1



K dukazu druhé ¢asti staci uvazit, ze je-li ¢ tvaru (2), pak N, a N,i, se lis{ nejvyse o
koneéné mnoho ¢lent, a tedy N, € Z pravé kdyz N4, € L. O

Tvrzeni 3. Mnozina FE je spravedliva v kazdém intervalu I, tj.
N(INE)=X(I\E).

DEk. Dle Tvrzeni 2 je E spravedlivd vuci véem intervalim o sttedu 1/2, a také vuci vsem
dyadicky raciondlnim posunum téchto intervalu.
Pomoci téchto lze libovolné piesné aproximovat uz kazdy interval.

Tvrzeni 4. Mnozina E je neméfitelna.
DEk. Podle Lebesgueovy véty o hustoté plati pro kazdou méritelnou M C R
. MM N (g — hyzo+ h))
im
h—0  Mxzg— h,x0+ h)

= XM(SBO)

ve skoro vSech bodech zy € R. Pokud by E byla méritelna, platilo by pro kazdy interval
AMINE)=XI\E)=XI)/2, tj. uvedend limita by byla rovna 1/2, coz je spor. O



