
Nechť X je abstraktńı množina, 2X systém všech podmnožin X, M c = X \M doplněk
množiny M .

Definice. Systém I ⊂ 2X nazveme ideálem (množin v X), jestliže

(i) X /∈ I

(ii) M1, . . . ,Mk ∈ I =⇒
⋃k

j=1Mj ∈ I

(iii) M1 ∈ I, M2 ⊂M1 =⇒ M2 ∈ I

Jestliže nav́ıc

(iv) pro každou M ⊂ X je buď M ∈ I nebo M c ∈ I

pak I nazýváme prvoideál.

Př́ıklady. Pojem ideálu je abstrakćı vlastnosti ,,být malá množina“:
1© Pokud X je nekonečná množina, pak Ik = {M ⊂ X; M je konečná } je ideál.
2© Jestliže µ je úplná mı́ra (obecněji vněǰśı mı́ra) na X, pak

I0 = {M ⊂ X; M je měřitelná a µ(M) = 0 }

tvoř́ı dokonce σ-ideál – vlastnost (ii) plat́ı i pro spočetná sjednoceńı
3© Obráceně, je-li I prvoideál podmnožin X, můžeme definovat

ν(M) =

{
0, M ∈ I
1, M c ∈ I

Lehce si rozmysĺıme, že ν je konečně-aditivńı mı́ra (obecně neńı σ-aditivńı). Zřejmě ν
nabývá pouze hodnot 0 a 1 – tzv. dvouhodnotová mı́ra.

Pozorováńı. Nechť I je ideál množin v X. Potom I je prvoideál, právě když I je
maximálńı ve smyslu inkluze.
Dk. Nechť I je prvoideál a nechť ideál Ĩ je striktně větš́ı ideál. Tedy existuje M ∈ Ĩ \ I.
Ovšem M c ∈ I dle vlastnosti (iv) prvoideálu, tedy také M c ∈ Ĩ. Pak ale M∪M c = X ∈ Ĩ,
a to je spor.
Obráceně, nechť I neńı prvoideál. Tedy existuje M ⊂ X taková, že M /∈ I a též M c /∈ I.
Definujme

Ĩ = {M ′ ∪M ′′; M ′ ∈ I, M ′′ ⊂M}

Neńı těžké ověřit, že Ĩ je uzavřeno na konečná sjednoceńı a má i vlastnost (iii). Podmı́nka
M c /∈ I pak zaručuje, že Ĩ neobsahuje X. �

Tvrzeńı 1. Existuje prvoideál množin I v N, obsahuj́ıćı všechny konečné množiny.
Dk. Dle pozorováńı výše stač́ı nalézt maximálńı (ve smyslu inkluze) ideál I ⊃ IK . To je
ovšem snadná aplikace Zornova lemmatu, neboť sjednoceńı řetězce (tj. rostoućı posloup-
nosti) ideál̊u je opět ideál.
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Důsledek. Existuje dvouhodnotová konečně-aditivńı mı́ra na N, pro niž jsou všechny
konečné množiny nulové. Tato mı́ra neńı σ-aditivńı, neboť to by znamenalo

1 = ν(N) =
∑
j∈N

ν({j}) = 0

Nyńı zavedeme korespondenci (jednu z mnoha možných) mezi podmnožinami N a reálnými
č́ısly. Pro x ∈ R lze psát

x = bxc+
∞∑
j=1

2−nj (1)

kde bxc je celá část x. Množina

Nx = {nj; j ∈ N}

odpov́ıdá ,,dyadickému rozvoji“ necelé části a je určena jednoznačně s výjimkou př́ıpad̊u
typu

2−1 = 2−2 + 2−3 + 2−4 + . . .

jichž je spočetně mnoho a tedy nejsou relevantńı s ohledem na následuj́ıćı úvahy.

Definice. Nechť I ⊂ N je prvoideál z Tvrzeńı 1. Definujme množinu

E = {x ∈ R; Nx ∈ I}

Tvrzeńı 2. [Symetrie množiny E.] Plat́ı:

1. E a Ec jsou vzájemně symetrické v̊uči bodu x = 1/2.

2. E (a tedy i Ec) je invariantńı v̊uči posun̊um o dyadická racionálńı č́ısla

q =
k∑

j=1

2−nj (2)

Dk. Nechť pro dané x ∈ R plat́ı (1) a položme

y = −bxc+
∞∑
j=1

2−mj (3)

kde
{n1, n2, n3, . . . }c = {m1,m2,m3, . . . }

Tedy Nx = (Ny)
c, neboli x ∈ E právě když y ∈ Ec. Sečteńım (1), (3) pak dostáváme

x+ y =
∞∑
j=1

2−nj
+ 2−mj =

∞∑
j=1

2−j = 1
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K d̊ukazu druhé části stač́ı uvážit, že je-li q tvaru (2), pak Nx a Nx+q se lǐśı nejvýše o
konečně mnoho člen̊u, a tedy Nx ∈ I právě když Nx+q ∈ I. �

Tvrzeńı 3. Množina E je spravedlivá v každém intervalu I, tj.

λ∗(I ∩ E) = λ∗(I \ E).

Dk. Dle Tvrzeńı 2 je E spravedlivá v̊uči všem interval̊um o středu 1/2, a také v̊uči všem
dyadicky racionálńım posun̊um těchto interval̊u.
Pomoćı těchto lze libovolně přesně aproximovat už každý interval.

Tvrzeńı 4. Množina E je neměřitelná.
Dk. Podle Lebesgueovy věty o hustotě plat́ı pro každou měřitelnou M ⊂ R

lim
h→0

λ(M ∩ (x0 − h, x0 + h))

λ(x0 − h, x0 + h)
= χM(x0)

ve skoro všech bodech x0 ∈ R. Pokud by E byla měřitelná, platilo by pro každý interval
λ(I ∩ E) = λ(I \ E) = λ(I)/2, tj. uvedená limita by byla rovna 1/2, což je spor. �
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