[ZOPERIMETRICKA NEROVNOST V ROVINE !

1. Formulace tilohy. Necht 2 C R? je ,,rozumnd“ omezend oblast, necht A je jeji obsah,
L je délka hranice. Izoperimetricka nerovnost iika, ze “A je nejvyse rovno obsahu kruhu,
jenz ma obvod L, a rovnost nastava, prave kdyz A je takovyto kruh”.

Totéz lze formulovat jako variacni ilohu: ze vSech ,,rozumnych® mnozin o pfedepsaném
obvodu L ma nejvétsi obsah kruh, piicemz cokoliv, co neni kruh, mé obsah striktné mensi.
Analyticky tvar izoperimetrické nerovnosti je
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2. Volba parametrizace. () ,rozumna“ znaci, ze jeji hranice v = 0 je jednoducha
uzaviend (piipadné zobecnénd uzaviend) kiivka. Ukdzeme, ze existuje parametrizace ¢(t)
takova, ze (1) t € [0,27] a (ii) ||¢'(¢)|] = konst.

Predpokladejme, ze 1(7) : [a,b] — 7 je libovolnd parametrizace. Definuj

=T [ elds  relad

Ziejmeé x(a) = 0, x(b) = 27 a (derivace integralu podle horni meze + vlastnosti parametri-
zace V) X' (1) = [|[¢/(7)]| pro 7 € (a,b). Tedy x(7) zobrazuje [a, b] vzdjemné jednoznacné na
0, 27]. Podle véty o derivovani inverzni funkce (viz 1. semestr) je (x_1)(t) = 1/x'(x—1(¢)).
Definujme ¢(t) := 1(x_1(t)). Ziejmé ¢(t) : [0,27] — v je vzdjemné jednoznacné a z
predchozich vztahu

¢(0) = OO ) = T 2

tedy ¢(t) je hledand parametrizace, pficemz konstanta v bodé (ii) je rovna L/27.
3. Greenova véta. Plati A = — fvydx. Na pravé strané je integral 2. druhu pole F' =

(—y,0), jehoz rotace je 1, coz integrovéno pres €2 dle Greenovy véty da A.

4. Variaéni formulace. Necht ¢(t) = (z(t),y(t)), kde t € [0,27], je parametrizace v =
99, sestrojend v bode 2. Jest (/)% + (v')* = |l¢'(t)||> = L?/4n>. Tedy s uzitim bodu 3
mame
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o —2A= / (@) + (y)? — 2ya’ dt = / (@' +y)* + () —y*dt (3)
m 0 0
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Pottebujeme dokazat, ze ®(x,y) > 0 a pokud je 0, tak nutné (z(t),y(t)) parametrizuji
kruznici.

'Podle éldnku R. Ossermana ” The Isoperimetric Inequality”, Bulletin of the American Mathematical
Society, 84 (1978), s. 1183-5.



5. Fourierova fada. Necht funkce y(¢) ma Fourieruv rozvo]

a, > .
y(t) = 50 i ; ag cos kt + by, sin kt (4)

BUNO predpokladejme navic, ze fozﬂ y(t)dt =0, tj. ag = 0. Toho lze dosdhnout ptictenim
vhodné konstanty, coz neméni ani puvodni tilohu — jde o posun ve sméru y — ani variacni
nerovnost (3) — viz prostiedni ¢len.

Funkce y/(t) ma Fourieruv rozvoj

y'(t) = Z —kay, sin kt + kby, cos kt (5)
k=1

7, Parsevalovy rovnosti vyplyva, ze
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/0 () —y*dt =7 (K*ai + K*b, —a;, — b}) =7 Z(k2 —1)(ai +b7) (6)
k=2

k=1
To je zFejmé nezaporné, a tedy ®(z,y) > 0. Je-li ®(z,y) = 0, pak je vyraz (6) nulovy, tj.
a, = by = 0 pro kazdé k > 2, neboli

y(t) = aj cost + by sint

Muzeme jisté psét (ai,by) = (rcosty, —rsinty) pro vhodné r > 0 a ty redlné, tj. y(t)
rcos(t + tg). Protoze z nulovosti ®(z,y) vyplyva konecéné i nulovost (2/ + y)?, je 2'(t) =
—rcos(t + to), tedy x(t) = o — rsin(t + ty). Jde tedy o kruznici a dukaz je zavrsen.

Poznamka. Nerovnost fo% y? < fOQF(y’)Q, pro y = y(t) spliujict fo%y = 0, dokdzanda v
(6), se nazyva Wirtingerova (téz Poincarého) nerovnost.



