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13. Uvod do dynamickych
systémiu

Zavedme matematicky pojem, ktery se teorie ODR na prvni pohled netyka:

Definice. Dynamickym systémem nazveme dvojici (p,2), kde Q je otevienou
podmnozinou R" a ¢(t,x) zobrazeni R x Q - Q, spliujici dale:

() p(0.0)=z,  Vreq,
(ii) ot p(s,2)) =p(t+s,2),  VoeQ, Vit seR,
(iii) zobrazeni (¢,x) — p(t,z) je spojité.

Na nésledujicim konkrétnim piikladé si ukazme spojeni s teorii ODR:

Priklad 13.1. Méjme systém autonomnich ODR tvaru

' = f(x) (13.1)
s pocatecni podminkou
z(0) = zo. (13.2)

Definujme zobrazeni ¢(t,xo) — z(t), kde x(t) je FeSeni systému (I3.1]) s pocatec-
ni podminkou ([I3:2)). Toto ¢ se nazyva fesict funkce systému [[31] Za vhodnych
predpokladi kladenych na pravou stranu f dosdhneme globalni existence i jed-
noznacnosti, coz implikuje spojitost ¢(-,-).

Pozndmka 13.2. Plati, Ze pro kazdy dynamicky systém (¢, <), kde navic ¢ € C!,
existuje funkce f takova, Ze ¢ je FeSici funkci tlohy 2z’ = f(x).

Predesly priklad a poznamka nam ukézaly, Ze i kdyz je dynamicky systém
obecnéjsi pojem, mé pro nas studovani toho pojmu z pohledu teorie ODR smysl.

Priklad 13.3. Uvazme soustavu ODR s konstantnimi koeficienty tvaru x’ = Ax
s pocéateéni podminkou x(0) = xy, kde A € R™*" je matice s konstatnimi ¢leny.

Pak z predeslych kapitol vime, Ze feSeni této soustavy je tvaru z(t) = et4xy,
tedy zobrazeni ¢ pak vypada:

QO(t, ZU()) = etAxO-

Tento dynamicky systém je linedrni viéi x (coZ obecné pravdou neni).

Definice. Necht (¢, ) je dynamicky systém a mé&jme M c €. Potom mnozinu M
nazveme:

e dUplné invariantni, pokud p(t,x) e M VteR VreM
e pozitivné invariantni, pokud ¢(t,x) e M VYt >0,YVz e M
e negativné invariantni, pokud ¢(t,x) e MVt <0,Vre M

Definice. Necht (¢, ) je dynamicky systém a méjme x4 € Q2. Potom definujeme:



e uplny orbit bodu o jako v(zo) = {¢(t,z0), t € R}
e pozitivni orbit xy jako v*(xg) = {¢(t,x0), t >0}
e negativni orbit xy jako v~ (xg) = {¢(t,x0), t <0}

Definice. Necht (¢,2) je dynamicky systém a mé&jme bod xq € 2. Omega-limitni
mnozinou bodu xy rozumime

w(xg) =={y eQ:: 3t, - o0, p(t,,x0) >y}
Poznamka 13.4. Ekvivalentni definice w-limitni mnoziny:
w(x)={yeQ:Ve>0VT>03t>T:|p(t,z0) —y|<e}

Definice. Necht (¢, ) je dynamicky systém a mé&me bod xg € Q. Alfa-limitni
mnozinou bodu xy rozumime

(o) = {y € Q12 3t > =00, (b, 70) = )

Lemma 13.1. Necht (¢,2) je dynamicky systém a méjme xq € Q. Pak plati:

w(zo) = (7" ((t, z0))

t>0

a(zo) = (7 (¢(t,70))
t<0
Dikaz. Dtkaz provedeme pro prvni rovnost, druha se dokaze zcela analogicky.
Pro diikaz prvni rovnosti ukazme obé inkluze:
»C“  Zvolme libovolné y € w(xy). Podle definice w-limitni mnoZiny existuje
posloupnost ¢, — oo takova, ze p(tx, o) — y. Déle zvolme libovolné 7 > 0. Pro né
dostévame:

Y (p(1,20)) = {p(t, (7, 70));t > 0}
={e(t+T7,10);t >0}

Pro vSechna t; > 7 dostavame, Ze @(tx,x0) € v (@o(7,20)), z CehoZ méme y €
v+ (@(7,x0)). Jelikoz bylo 7 libovolné nezédporné, nalezi y pravé strané dokazované
rovnosti.

»,2° Vezméme libovolné y nalezici pravé strané dokazované rovnosti. Pak
také plati

VkeN:y ey (o(k,z9)).

Vezméme posloupnost {z}52, spliujic z, € 7" (p(k,20)) a |y — 2| < §. Déle z ni
zkonstruujeme posloupnost {¢;}52, spliujici ¢ > k a 2, = ¢(tg,20). Pro k — oo
jdou z;, k y. Jelikoz plati, Ze ¢ — o0, je y € w(xg) podle definice. O

Definice. Rekneme, Ze mnozina M je souvisld, jestlize plati: Existuji-li oteviené
disjunktni mnoziny G, H spliujici M ¢ G u H, pak nutné M n G = & nebo
MnH=g.

Véta 13.1 (Vlastnosti w(xg)). Méjme dynamicky systém (¢,) a bod xg € S.
Potom plati:



(i) w(xo) je uzaviend a uplné invariantni

(ii) pokud navic v*(xy) ¢ K, K c Q je kompaktni, potom je w(xy) neprdzdnd,
kompaktni a souvisla.

Diikaz.
(i)

Podle Lemmatu [[3.1] je w(x) prunik uzavienych mnozin, tudiz w(zo)
je také uzaviena.

Pro libovolné y € w(xg) a libovolné ¢ € R chceme ukézat, ze o(t,y) €
w(xg). Z definice w-limitni mnoZiny existuje posloupnost ¢, — oo tako-
vé, Ze o(ty, o) — y. Pak plati

o(t +t,w0) = o (t,0(tr, 20)) = 0(t,y) € w(mo).
Zde jsme navic vyuzili spojitosti zobrazeni p(t,-).
Volme libovolné posloupnost nezapornych reélnych ¢isel {t;}72, spl-
nujici ¢, — oo. Pak p(tx,x0) € v (xg), coZ je podmnozinou kompak-
tu K. 7 definice kompaktu existuje vybranad podposloupnost ¢, tako-

va, ze ¢(t),x0) = 2, z € K. Jelikoz i podposloupnost ) — oo, je bod
z € w(xp). Mnozina w(xg) je tedy neprazdna.

Pro libovolné t > 0 mame
v+ ((t, 20)) c v (x0) c K = K

Tedy podle Lemmatu 131 je w(xg) uzavienou podmnozinou kompaktu
K, tedy i kompaktem.

Pro spor predpoklddejme, Ze w(xg) je nesouvisld mnozina, tedy existuji
disjunktni oteviené mnoziny G, H € Q) spliujici navic w(xy) c GU H,
Gnw(zy) #@ a Hnw(xg) + @.

Volme body vy, z nasledovné:

yew(zg) NG it Iy > o0, o(t, x0) >y

zew(xg)n H 2 Asp »> 00, p(sg, ) = 2

Navic mizeme BUNO na nalezené posloupnosti klast dalsi podminky:
— o(tp,20) € G, Yk € N,
— @(sk,x9) e H, Yk e N,
— T < Sk <tps1 <Spp1<....

Definujme mnozinu:

U = {p(t,z0); t € [tr, 5]}, keN.

Toto je souvisla mnozina, nebot je spojitym obrazem intervalu. Jelikoz
mnozina 1, protina obé mnoziny G a H, které jsou oteviené a disjunkt-
ni, existuje prvek z mnoziny v, ktery nelezi ani v jedné z mnozin G
a H. Ozna¢ime-li F':=Q~\ (G u H), dostavame:

HTKE(tk,Sk)IIQO(Tk,ZE())EF, VkeN
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JelikoZ prvky (7, zo) nalezi kompaktu K, existuje pro posloupnost
Ty = oo vybrana podposloupnost 7/ = oo, tedy ¢(7/,2¢) = w € w(xy).
Navic, jelikoz je F' doplnék dvou otevienych mnozin, je F' uzaviena,
tedy w € F', coz je ve sporu s tim, ze w(xg) c GU H.

O
Pozndamka 13.5. Predpoklad kompaktnosti ve druhé ¢asti ptedchozi véty je pod-

statny. Uvazme napiiklad ¢(t,z) :=t+x; 1€ Q=R =2’ =1. V tomto pfipadé je
mnozina w(zg) prazdna.

Véta 13.2. Necht (p,Q) je dynamicky systém, Q c R*, xy € Q. Potom mnoZi-
na w(xg) obsahuje pravé jeden bod z, pravé tehdy kdyz plati p(t,z9) — 2z, t - oo.

Duikaz. ,<*  Ziejmé
,=“  Dokazujme sporem. Tedy mame w(xg) = {z}, avSak ¢(t,x¢) # 2z pro
t — oo, tj.

Je>0,3t, > 00 VneN : |p(t,, z0) — 2| > €.

ProtoZe je z € w(xg), existuje posloupnost s, - oo takova, ze pro kazdé n € N plati
lo(sn, o) — 2| < €. Ze spojitosti zobrazeni ¢(-,x¢) plyne, Ze existuje posloupnost
T, = oo takova, ze pro kazdé n € N plati |p(7,,, x9) — 2| = . Oznacme y,, = (75, o).
Pak mé posloupnost {y, } hromadny bod y v kompaktni mnoziné {x € R™, |z —z| =
e}. Tedy y € w(xg), ziejmé y # z, z ¢ehoz plyne spor. O

Poznamka 13.6. Implikace zleva doprava neplati pro nekonecné dimenzionalni
prostory, kde je koule nekompaktni.

Definice. Dynamické systémy (¢, ) a (1, ©) nazveme topologicky konjugované,
pokud existuje homeomorﬁsmuj 1 h:Q - © takovy, ze h(p(t,z)) = ¥(t, h(z)).
Ekvivalentné ¢(t,-) = h=t o tp(t, h(-)).

Poznamka 13.7. Topologicka konjugace zachovava podstatné rysy dynamickych
systémil:

e stacionarni body, periodické orbity

e w-limitni mnoziny, tj. h(w(xzg)) = w(h(xg))

e stabilitu, ...

Definice. Necht (,9) je dynamicky systém. Rekneme, Ze bod zy € Q je ekvi-
librium (singuldrni/staciondrni bod), jestlize p(t,x¢) = xo, Yt € R. Bod zg, ktery
neni stacionarni, nazveme requldrni.

Priklad 13.8. Mé&me dynamicky systém uréeny rovnici 2’ = f(x), f € C!. Pak xq
je stacionarni bod, pravé tehdy kdyz plati f(xzg) =

Véta 13.3 (O rektifikaci). Necht 2 c R™ je otevrend mnoZina, f:Q - R™ funkce
tridy C™, r € N a mé&jyme reqularni bod xq € 2. Potom existuje okoli V bodu x,
okoli W bodu Q € R™ a homeomorfismus g:V — W tridy C" takovy, Ze plati: x(t) je
resent rovnice (1) x' = f(x) ve V, prdvé kdyz y(t) = g(x(t)) je TeSent rovnice (2)
y' =(1,0,...,0)T ve W.

Jingmi slovy, dynamicke systémy (o, V') a (¢, W) jsou topologicky konjugo-
vané, kde @, resp. 1, je fesici funkce pro rovnici (1), resp. (2).

1tj. vzéjemné jednozna¢né zobrazeni, h i h~! spojité



Poznamka 13.9. ¢(t,y) je dynamicky systém urceny (2), tj. ¥ (¢, (y1,--.,Yn)) =
(yl + t7y27 HE 7yn)T‘

Dikaz. Bez Gjmy na obecnosti muZeme predpokladat, Ze soustava (1) spliiuje
zo =0 a f(zg) = (,0,...,0)7, kde a # 0. Obecnou tlohu totiz sta¢i natocit
a posunout a tim ji pfevést na tuto specialni.

Dikaz rozdélime do tii krokt. V prvnim kroku zvolime vhodné zobrazeni G,
ke kterému ve druhém kroku nalezneme inverzi. V poslednim kroku pak ukazeme
zéddanou vlastnost Teseni.

1. krok
Zvolme okoli W c R™ bodu 0 a definujme zobrazeni G:W — R" predpisem
G3(?/17---a?/n)*90(917(0792,---,971))7 (133)

kde ¢ je feSici funkce soustavy (1). Z kapitol 1-4 minulého semestru dostavame,
ze pokud bude W dostatecné malé, bude G dobie definovano a bude t¥idy C".
Pripomenme si par fakti:
0
(-, ) je feseni (1) = Frid f(p) (13.4)
»(0,-) =1d (13.5)

2. krok

Ve druhém kroku ukazme, Ze existuje inverzni zobrazeni G=!. To je dusledkem
otéazky, zda-li je VG(0) regularni. Ovéfme tedy tuto podminku.

0G| @3 0 @32 @33)
= _90(079) = f((p(oug)) = f(O) = (a707"'70)T
8y1 y:O 8t
Prok=2,...,n:
0G| @ 9 @) 0
— = —|¢(0,(0,y2,...,Yn =7 — (0,92, ..., yn)"
ol 5y L2002 un ) |2 (0 )]

=(0,...0,1,0,...,0)"

k-t4 pozice
Dostavame tedy souhrnné:
a 0

vG(0) 01

= o O O

0 0
Dale jesté plati:

G(yla Q) = G(y1707 s O) = Sp(yla Q) = x(yl)
G(0,0) = 2(0) =20=0
Splnili jsme piedpoklady véty o lokdlnim difeomorfismu (tj. véty o inverznim

zobrazeni). Pokud je W dostatecné malé okoli 0, dostavame aplikaci této véty:
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o VV:=G(W) je okoli bodu xy =0
e G:W -V je bijekce

e (G,G1e(Cr, navic det VG #0 ve W

3. krok
Potiebujeme jesté ukazat platnost ekvivalence:
y(t) fest (2) ve W <= a(t) :==G(y(t)) fesi (1) ve V

Ukazme fakticky ekvivalentni tpravy dokazujici ekvivalenci. Bud tedy y(t)
feSenim soustavy (2) ve W. Pak miiZzeme FeSeni explicitné vyjadiit:

1 Y1 (t) =t+ C1
/ O - yQ(t) =C2

0 yn(t) = ¢y,

g[G(y(t))] aat[ (yl(t) (O,yg(t),...,yn(t)))]:
2[<p(t+cl,(0 e,n))] = g—(tml,(o Corerrrn)) =

ot
:f(¢(t+017(07027 ) ( (y1(1), (0, yg,...,yn))) =
g

O

Véta 13.4 (Hartman-Grobmanova). Necht xo je hyperbolicky staciondrni bod,
tj. staciondrni bod, ktery spliuje Re(\) # 0 pro vsechny \ € o(A), kde A :=
Vf(xy). Potom dynamicky systém odpovidagici rovnici ' = f(x) je v okoli g
topologicky konjugovany dynamickému systému rovnice y' = Ay v okoli Q.

Pozndmka 13.10. Z predchoziho vyplyva, Ze ,zajimava“ (ve smyslu nelinedrni) je
dynamika pouze na okoli stacionarnich nehyperbolickych bod.



14. La Salleho princip invariance

14.1 Pripomenuti

P¥ipomerime si nejdiive nékteré definice a véty z minulého semestru (tj. pfednasky
ODR I). Mé&jme systém
' = f(x), [:Q->R" (14.1)

Definice. Stacionarni bod xy se nazyva:

(i) stabilni, pokud plati

Ve>039>0Vt20 :: |2(0) — x| <0 = |2(t) — 0| < €.

(il) asymptoticky stabilni, pokud je stabilni a navic plati
39 <0 2 |2(0) — zo| <) = x(t) = 2o pro t - oo.
Pomocna véta 1 (Linearizovand stabilita). Necht g je staciondrni bod a oznac-
me A=V f(xy). Potom
(i) pokud pro vSechna A € o(A) plati Re <0, pak je xo asymptoticky stabilni.
(ii) pokud existuje \ € a(A), pro které Re\ >0, pak je xo nestabilnd.

Definice. Funkci V(z):U — [0, oo] nazveme Ljapunovskou funkei rovnice (T4.1)),
pokud zg je stacionarni bod, U okoli 0 a pokud

(i) funkce V' je pozitivné definitni, tj. V' je spojitd, V(0) =0, V(z) >0 Vz €
U~ {0}

(ii) funkce t — V' (x(t)) je nerostouci pro kazdé feseni x(t) rovnice v U.

Definice. Orbitalni derivaci funkce V' viiéi systému (I4.1]) rozumime
V()= V() f(x)
pro kazdé x e U.

Pomocna véta 2 (Prvni Ljapunovova véta). Pokud md systém (I£I) v Q Lja-
punovskou funkci, potom bod xq je stabilni.

Pomocna véta 3 (Druha Ljapunovova véta). Pokud md systém (I4.1]) v Q Lja-
punovskou funkci a orbitdlni derivace funkce V' je negativné definitni na U, potom
xo je asymptoticky stabilni.



14.2 La Salleho princip

Priklad 14.1. Méjme nasledujici systém a ptejme se na stabilitu stacionarnich

bodt.

Bod (0,0) je jedinym stacionarnim bodem. Jak je to u néj se stabilitou? Zkusme
pouzit vétu o linearizované stabilité.
2
(0,0) 07 0

Dostavame o(A) = {0}, tedy linearizace ndm nefekne nic. Zkusme najit Lja-
punovskou funkei. Kandidatem je V' = 326 + y2. Ovéfme piedpoklady:

-322, —1)

A= Vlloo = ( pat, 0

e V spojité, V' ((0,0)) =0,V >0 jinak

Podle prvni Ljapunovovy véty dostavame, ze (0,0) je stabilni.

A co kdybychom se ptali na asymptotickou stabilitu? Druhou Ljapunovovou
vétu pouzit nemtizeme, nesplitujeme predpoklad V' < 0 mimo pocatek. Problém
fesi nasledujici véta.

Véta 14.1 (La Salle). Méjme systém o' = f(x), kde f:Q - R?, Q c R" oteviend.
Dadle necht existuje funkce V:Q - RV € CY(Q) takovd, Ze navic V je zdola
omezend. Necht ddle ezistuje | € R takové, Ze Q= {x € Q;V (z) <1} je omezend
a navic V(z) <0 pro kazdé z € Q. Oznacme:

R:={zeQ,V(z)=0}

M:={yeR,v(z) c R}, tj. nejuétsi invariantni podmmnozina R
Potom pro xq € Q je w(xg) podmnoZinou mnoZiny M.

Poznamka 14.2. Omega-limitni mnozina, pro pripomenuti, definovana jako

w(xg) ={z:3t, = 00, 0(tn, o) = 2},
a tvofl v nasem piipadé mnozinu ,hromadnych bodi feseni z xg pro t - oo*.

Dikaz. Méjme bod xq € £, FeSeni x(t) prochézejici bodem g a ozna¢me (¢, xq) =
z(t). Plati, ze LV (2(t)) = V(z(t)) <0, tedy funkce ¢ — V((t)) je nerostouci,
specialné feseni x(t) neopusti (omezenou) mnozinu ;. Jelikoz je funkce V(x(t))
definovana pro hodnoty ¢ az do nekonec¢na a je podle pfedpokladu omezena zdola,
existuje limyo, V(z(t)) =1 ceR.

Tvrdime, Zze V = ¢ na w(xg). Zvolme tedy y € w(xg) libovolné. Z definice
w-limitni mnoziny dostavame existenci posloupnosti ¢, - oo takové, ze x(t,) =
©(tn, o) = y. Ze spojitosti V(t) dostavame, ze V (z(t,)) - V(y) a diky predeslé
limité mame ¢ =V (y).



Chceme ukazat, 7e V; = 0 na w(zo). Vezméme libovolné yo € w(x) a vezméme
feSeni prochazejici timto bodem Z(t) = p(t, yo). Jelikoz je w(xg) invariantni, pou-
zitim Véty 31 dostavame, ze Z(t) € w(xg). Zderivovanim V (Z(t)) = ¢ podle ¢asu
dostaneme V;(i(t)) = 0, specialné pro nulovy &as Vi(yo) = 0. Tedy yo € w(zo),
coz implikuje yo € R. Navic v(yo) c R, tedy yo € M. Jelikoz jsme vybirali yy z €
libovolné, plati pro né w(yy) € M. O]

Priklad 14.3 (Dokonceni). Pro pfipomenuti uvazujeme nasledujici systém
v =—y-2°
y'=a

a vySetfujeme stabilitu bodu (0,0). Pouzijme pravé dokdzany La Salleho princip

invariance. Vhodnym kandidatem na funkci V' je Ljapunovova funkce, v tomto
pripadé tvaru V = 129 + y2. Vezméme ! = 1 a naleznéme mnoziny z Véty 4.1k

M ={V<1}= {%x6+y2 <1}...omezené
R={(z,0)}
M ={(0,0)}

Vezméme (0,b), b # 0. Pak plati, ze x' = —b < 0, z ¢ehoz plyne, ze v((0,0)) ¢ R.
Z Véty T4 pro vSechna xq € Q plyne, ze w(ty) = (0,0). Odsud dle Véty 3.2 plati
o(t,zg) = 0, pro t - oo (tj. 0 je lokalni atraktor).
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15. Poincareée - Bendixsonova
teorie

Tato kapitola se zabyva otazkou existence periodickych feseni v R2. Hilberttv 16.
problém se ptad na pocet izolovanych periodickych feSeni rovnice z’ = f(z), kde
f:R? - R? je polynom. Obecné je toto stéle otevieny problém.

Definice. Jednoducha uzaviena kiivka v v R" se nazyva Jordanova krivka,
existuje-li spojitd parametrizace 1 (t):[0,1] - R” takova, Ze @Z)|[O 1) Je prosté a

7(0) =~(1).
Poznamka 15.1. Jordanova kiivka je topologickd kruznice v R2.

Pomocna véta 4 (Jordanova véta). Necht je v ¢ R? Jordanova krivka. Potom
existugi mnoziny Qq, Qg takové, Ze Q1 Uy UQy = R2, Q; jsou oteviené a souvislé,
)y omezend a €5 neomezend.

Dikaz. Da se najit, napriklad:
e E. Cech - Bodové mnoziny, s. 221

e 1. Cerny - Analyza v komplexnim oboru, s. 138

Znaceni. V celé kapitole uvazujeme rovnici

x' = f(x), (15.1)

kde f:Q2 - R2?, Q c R? je oblast, f e C! (kvili jednoznacnosti Feseni). Bud (¢, x)
prislusny dynamicky systém. Predpokladejme, Ze ¢(t,z) je definovano pro vsech-
na t >0 a vSechna x € ().

Véta 15.1 (Poincaré-Bendixson). Necht p €  je libovolny bod, v+(p) je kompakt-
ni a w(p) neobsahuje staciondrni bod. Potom w(p) =T, kde T je orbit netrividlniho
periodického Tesent.

Definice. Usecka ¥ c Q se nazyvéa transverzdla, pokud pro viechna p € ¥ neni

vektor f(p) nulovy a neni rovnobézny s tseckou X.

Poznamka 15.2. ResSeni protinaji transverzalu ¥ nenulovou rychlosti a vSechna
ve stejném sméru.

Lemma 15.1. Méjme transverzalu ¥ a jeji bod p € ¥. Pak existuje okoli U bodu
p takové, Ze pro vSechna y € U je prinik v(y) n X nU jednobodovy.

Diikaz. Méjme transverzalu ¥ a bod p € ¥. Pouzitim Véty [13.3 o rektifikaci
dostavame existenci okoli U bodu p, okoli V' bodu 0 a homeomorfismus ¢ € C!
tak, Ze pro kazdé Teseni x(t) systémuI5.Ilv U je y(t) := g(x(t)) feSenim systému
y' =(1,0,...,0)T ve V (BUNO U = g"1(V)).
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Reseni y(t) ve V jsou konstantni, obraz transverzaly ¢(X) je spojita kiivka.
Ovsem potiebujeme po ni, aby pro vSechna feSeni y(t) € V' existoval pravé jeden
bod 1 € V' takovy, Ze yo = g(X) ny(t).

Pro libovolny bod py € X nU vezméme vektory a, b tecné po fadé na z(t) a &
v bodé py. Z vlastnosti transverzaly plyne, ze tyto dva vektory generuji rovinu
R2. JelikoZ je g t¥idy alespon C!, je Vg regulérni a tedy obrazy vektort g(a), g(b)
musi generovat rovinu. A jelikoz tyto vektory nemtizou byt linearné zavislé, je
pozadované vlastnost ¢g(X) v dostateéné malém okoli V' zajisténa. O

Poznamka 15.3. Okoli U a V' z predchéazejiciho Lemmatu se nazyvaji flow-bozy,
volné prelozeno jako prutokace.

Lemma 15.2. Bud X c Q transverzdla, p € Q). Potom priseciky v*(p) s mnoZi-
nou Y tvori monotonni posloupnost.

Podrobnéji: Jestlize t1 < ty < t3 spliugi p(t;,p) € ¥ pro kazdé i = 1,2,3, pak
plati prave jedna z ndsledujicich moznosti:

(1) ¢(t1,p) = ¢(ta,p) = (t3,p)
(ii) p(ta,p) lezi na X strikiné mezi (t1,p) a @(ts,p)

Dikaz. Méjme transverzalu ¥ a bod p € Q). Pfedpokladejme, Ze orbit v*(p) protne
transverzalu alespon tiikrat. Pokud by ji protl ménékrat, véta je trividlné splnéna.

Ozna¢me poradé Casy pruseciku v*(p) s transverzalou X jako t1,ts,t3. Pokud
se podivame na tecné vektory k orbitu v*(p) v bodech pruniki s transverzalou,
musi mit stejny smér (z vlastnosti transverzaly). Proto drdha kladného orbitu
musi obkrouzit transverzalu, aby ji mohl protnout také ve stejném sméru. Mohou
tedy nastat dvé situace:

e ©(t1,p) = p(ta,p) - Orbit po obkrouzeni protne transverzalu v bodé t;.
To muze nastat jen v piipadé, ze v*(p) je periodické Feseni (diky jed-
nozna¢nosti feSeni a vlastnosti dynamického systému). Déle pak musi i
©(ta,p) = p(t3,p), tedy nastavd moznost (i) ze zadani.

e o(t1,p) # ¢(ta,p) - Vznikla ndm Jordanova kiivka, tedy souvisld omezena
¢éast roviny ohranicend Casti transverzaly (od ¢; do t5) a ¢asti kladného orbi-
tu bodu p (taktéz od t; do ts). Z jednoznacnosti fesenti jiz orbita Jodranovu
kiivku nemtze protnout, a tedy se nedostane pro casy t > t5 vné krivky.
A jelikoz predpokladame, Ze orbit jesté minimalné jednou protne transver-
zalu, musi lezet prisecik na opacné polopiimce k t5t1, coz je presné moznost
(ii) ze zadéni.

O

Lemma 15.3. Méjme transverzdlu ¥ a bod p € Q. Potom prinik w(p) n ¥ je
nejvyse jednobodovy.

Diikaz. Provedme sporem. Predpokladejme, Ze existuji dva rtzné body v,z €
w(p) nX. Z Lemmatu [I5.0] dostavame existenci vzajemné disjunktnich flow-boxt
U a V pofadé pro body y a z. Z definice w-limitni mnoziny w(p) plyne exis-
tence posloupnosti t,,s, — oo takovych, ze ¢(t,,p) = y a ¢(sn,p) - z. BUNO
predpokladejme, Ze t,, < s, < t,41 < Spy1 pro vSechna n prirozena.
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Pro n velkd miizeme navic pozadovat, aby ¢(t,,p) € U a ¢(s,,p) € V. Pak pro
takové t,, resp. s, existuje blizky bod ¢/ spliujici ¢ (¢!, p) € XnU, resp. s!, spliujici
¢(s!,p) € XnV. Znovu mizeme BUNO predpoklddat, 7e ¢/, < s/, <t ., < s pro
vSechna n prirozena.

To je ovsem spor s Lemmatem [I5.2] nebot priseciky netvoii monoténni po-
sloupnost. O

Diikaz. Véty 15.1
Bud tedy p € 2 a y*(p) kompaktni. Z Véty 3] plyne, Ze w(p) je neprazdni,
souvisla a kompaktni. Vezméme libovolné ¢ € w(p) (mtzeme, nebot je neprazdnd).

V prvnim kroku budeme chtit ukazat, ze ¢ € I', kde I' je néjaky periodicky
orbit. Jelikoz je w(p) invariantni, vime, Ze v(q) ¢ w(p), z ¢ehoZ také plyne, Ze
v*(q) je kompaktni a podle Véty [[3.T]je w(q) nepradzna. Zvolme zg € w(q). Zjevné
je xo € w(p), a tedy podle predpokladu zy neni staciondrnim bodem. Existuje pak
flow-box U a transverzala ¥ takové, ze xy € X nU. JelikoZ xy € w(q), dostavame
existenci posloupnosti t,, - oo, pro kterou p(t,,q) - xo. Pro n velké existuje ¢/,
blizké k t,,, pro které navic ¢(t!,q) € ¥nU. Jelikoz ¢leny této posloupnosti jsou
prvky v*(¢) c w(p), z Lemmatu plyne rovnost ¢(t!,q) = ¢ pro vSechna n
pfirozend, z ¢ehoz dostavame, ze y(q) je periodicky orbit, tj. v(q) =:T.

Ve druhém kroku budeme chtit ukazat, ze w(p) c I'. Provedeme opét sporem.
Necht Z := w(p) \T je neprazdna. Jelikoz je w(p) souvisld, Z a I' nejsou oddélené.
Mizeme tedy naleznout posloupnost p,, € Z takovou, ze dist(p,,I") — 0. Jelikoz je
w(p) kompakt, mizeme BUNO piedpokladat p, — z € I'. Jelikoz je z € w(p), bod 2
neni staciondrnim bodem. Existuje tedy flow-box V' a transverzala X takové, ze
z e X nV. Nalezneme dost velké n, pro které p, € U, z ¢ehoz je prunik v(p,) n 2
neprazdny. Z konstrukce posloupnosti p, mame p, € w(p), z éehoz plyne v(p,) c
w(p). Podle Lemmatu 053] musi platit y(p,) N X = {z}, z ¢ehoz by vyplyvalo
pn € I'; coz je ale spor s konstrukei posloupnosti p,,. O

Priklad 15.4. Rozhodnéte o existenci periodického Teseni:

3 3

¥=r-y-x ¥=0:y=zw-=x
y'=r+y-y’ y'=0:z=y’~y

Jediny stacionarni bod je (0,0). PouZijme vétu o linearizované stabilité:

A:W(O’O):(i_ll)

det \[-A=(A-1)(A-1)+1=X2-21+2

Pocatek je tedy tzv. odpudivy vir (silnéjsi nestabilita, tj. bod, ktery je stabilni
pro Casy jdouci k —o0), z ¢ehoz vime, ze (0,0) neleZi v w(p) pro Zadné p € R2.
Mnozina w(p) tedy neobsahuje zadny stacionarni bod.

Pouzijme Ljapunovskou funkci:

Vo =2% 492
Vf:Qxx’+2yy':2:U(x—y—x3)+2y(l’+y_y?)):
=227 + 2% - 22 - 2y*

13



Vsimnéme si, Ze existuje R > 0 takové, Ze Vf < 0 pro z? + y? = R%2. Oznacme
Q= {(z,y);2% + y? < R?}. Tato mnozina je omezend a pozitivné invariantni (z
ptredeslého). Odsud plyne kompaktnost orbitt. Splnili jsme predpoklady Poincaré-
Bendinxsonovy véty, existuje tedy periodické feseni.

Definice. Rekneme, Ze mnozina Q c R? je jednoduse souvisld, pokud pro kazdou
Jordanovu krivku v c  je jeji vnittek casti 2. Ekvivalentné, kazda Jordanova
kiivka ~ lze spojité stahnout do bodu v €.

Véta 15.2 (Bendixson - Dulac). Necht 2 € R? je oteviend, jednoduse souvisld
mnoZina a f:Q - R? f e Cl. Necht existuje funkce B:Q — R, B € C! takovd,
Ze div(Bf) > 0 skoro vsude v §). Potom rovnice x' = f(x) nemd v Q netrividlni
periodicke reseni. Funkci B nazijvame Dulacovskou funkei.

Dikaz. Dtkaz provedeme sporem. Predpokladejme, ze I' c €2 je netrividlni peri-
odicky orbit. Ozna¢me M := int(T"). Jelikoz je Q jednoduse souvisla, je M c €.
Podle Gaussovy véty plati:

fMdiv(Bf)d:cdy:fF(Bfw)ds

Vezméme libovolny bod z € T'. Teéna orbitu je rovnobézna s f(z), nebot feSeni
rovnice 2’ = f(x(t)) je parametrizaci kiivky I'. JelikoZ je navic podle definice
normélovy vektor v(z) kolmy na teénu, je f(z) kolmé na normélovy vektor v(x).
Pokud f vynasobime regularni matici B, kolmost se nezméni, tedy prava strana
Gaussovy formule je rovna 0.

Argument na levé strané je spojita funkce, tedy existuje z¢ € M takové, ze
div(Bf)(xo) > 0. Existuje pak okoli U(xy) takové, ze div(Bf) > ¢ na U(xg),
U(xo) € T, takze leva strana je nenulova, z ¢ehoz vidime jasny spor s rovnosti
Gaussovy veéty. O
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16. Carathéodoryova teorie

Vratme se k otdzce existence a jednoznacnosti pro tlohu

x' = f(x,1), feC(Q,R"),
Q c R™otevien4.
Tato kapitola se zabyva zeslabenim predpokladt na funkci f. V zakladni teorii
se pozaduje f(+,-) spojitad. OvSem piirozenéjsi pozadavek je f(-,t) spojité a f(z,-)
pouze méfitelna (integrovatelna). S tim pak souvisi, Ze feSeni neni tiidy C!, nybrz
absolutné spojité a ze rovnice je splnéna jen pro skoro vsechna t.

Pozndmka 16.1. Pro C! funkce, respektive pro klasické FeSeni, plati:

2(t) - x(ty) = f: #'(s) ds = f: F((s), ) ds
2(t) = 70 + f: F(2(5), ) ds

Definice. Rekneme, 7e funkce z(t): I — R" je absolutné spojitd (AC), pokud pro
libovolné € > 0 existuje takové § > 0, ze pro vsechna m € N a vsechny disjunktni
intervaly (s;,t;)cl,i=1,2,...,n plati

Yolti—sil <6 = |a(t;) —x(s;)] <e

i=1 i=1

Pomocna véta 5. Pokud z:1 — R je absolutné spojitd, pak z'(t) existuje pro
skoro vsechna t € I, x' € L'(I) a pro vSechna to,t, € I plati

2(t) - x(ty) = ft " 2(s) ds.

0

Pomocna véta 6. Pokud je g € L'(I) a ty € I, pak funkce x(t) := ftz g(s)ds je
absolutné spojita na I a plati 2'(t) = g(t) pro skoro vsechna t € I.

Pomocna véta 7. Necht x je absolutné spojitda. Pak je x i stejnomérné spojitd.

Definice. Mé&me otevienou mnozinu € € R**! a funkci f(z,t):Q - R". Rekneme,
ze funkce f spliiuje Caratheodoryovy podminky, znaceno f € Car(€), jestlize pro
kazdou mnozinu @ c Q tvaru valce @ = B x I, kde I = [a,b] a B € R" uzaviena
koule, plati:

(i) t = f(z,t) je méfitelnd pro vSechna z € B
(ii) =~ f(z,t) je spojité pro skoro vSechna t € [
(i) Jh e LI(I) :|f(x,t)| < h(t) pro vSechna (z,t) € Q
Priklad 16.2. Priklady funkci spliujici Carathéodoryovych podminek:
¢ )= e BO.) > ||

=
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o f(z,t)=A(t)x+b(t) AbelL] (R)

Definice. Mé&jme funkci f € Car(2) a funkci x:1 — R” takovou, ze grafz c Q.
Rekneme, 7ze x je 7eseni v Caratheodoryové smyslu, jestlize:

(i) z e AC(I,R")
(i1) 2'(t) = f(x(t),t) pro skoro vSechna ¢ € I

Lemma 16.1. Méjme funkci f € Car(S2) a spojitou funkci x: 1 — R" takovou, Ze
graf x € Q). Potom:
(i) funkce t — f(x(t),t) je tridy L} (I)

loc

(ii) x(t) je Teseni rovnice x' = f(x,t) v Caratheodoryové smyslu prdvé tehdy,
kdyz x(t) = z(to) + ftz f(z(s),s)ds pro libovolné ty € I.

Dikaz. (i)

Definujme po ¢astech konstantni funkce x,, takové, Ze lim,, . x,(t) = z(t) pro
skoro vSechna ¢ € I nasledujici konstrukci: Vezméme sq,s1,...,s, body déleni
intervalu I a ozname I, = (sk-1,5¢) pro k = 1,2,...,n. Zvolme &, € I
libovolné a polozme x,(t) := 2(&.n) pro t € [sg-1, Sx) pro viechna k € {1,2,...,n}.
Pro zjemnujici se déleni pak ze spojitosti z dostavame z,, = x.

Z druhé podminky v definici Caratheodoryovy funkce, spojitosti zobrazeni
x~ f(x,t), mame:

Ty = s.v. = f(x,(t),t) > f(x(t),t) pro skoro vSechna t € I

Z rovnosti f(z,(t),t) = f(2(kn),t) na I, a z méfitelnosti druhého ¢lenu
na I, ; (prvni podminka definice Caratheodoryovy funkce) plyne méfitelnost prv-
niho ¢lenu na I. A jelikoZ je limita méritelné funkce také méfitelnd, je zobrazeni
t— f(x(t),t) metitelné. Jelikoz je f(xz(t),t) majorizovana podle tfeti podminky
v definici Caratheodoryovy funkce, je funkce t = f(z(t),t) t¥idy L}

loc”

(ii)

,=“  Dle Pomocné véty Bl Reseni () je absolutné spojité diky pomocné Vé-
te ol

L= Jelikoz je funkce s —» f(z(s),s) € L], , je funkce ¢ — ftz fx(s),s)ds
absolutné spojita podle pomocné Véty [6la predchozi ¢asti (i). PFi¢tenim konstanty
absolutni spojitost neporusime, tedy zbyva pouzit druhou ¢ast pomocné Véty

k dokazani kyzené rovnosti. O

Definice. Necht f € Car(2). Rekneme, 7e funkce f je zobecnéné lipschitzovska
vuci proménné z, jestlize pro kazdou mnozinu @) c € tvaru valce () = Bx [ existuje
m(t) e L1(I) takové, ze plati

@t = Fy Dl <m(t) [e -y prosv. tel,Va,yeB
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Véta 16.1 (Zobecnénd Banachova o kontrakci). Méjme spojité zobrazeni ¢: A x
X - X, kde X je Banachiv prostor, A metricky prostor a existuje k <1 splnugici:

lez) —eA )l <k llz-y|  proVAeA Va,yeX
Potom
(i) VAe A Tz(N) e X :t (X)) = (A, z(N))
(ii) zobrazeni \ — x(\) je spojité
(iii) YAe AVyeX i Jy-az(\)] < g ly - o\ y)]

Diikaz. (i)

Bud A pevné, y € X a definujme posloupnost y,, rekurentné vztahem y,, = (A, y,-1)
pro n € N a yq := y. Pocitejme:

[Yns1 = ynll = 10N, yn) = oA Yn-)[ < |yn = Y]
indukeci

<Ry - wol

Vezméme m,n € N, BUNO m > n, a pocitejme:

“ym _ynH < ”ym - ym—1|| + “ym—l - ym—2|| Tt ”yn+1 - ynH <
<S(E™ B2 4 B yn - ol

<ellyr = yoll,
kde jsme polozili € = 372, ki = 1’%, coz je pro dostatecné velkd n libovolné malé

¢islo.

7 predchoziho vyplyva, Ze y, je cauchyovskd, nebot pro m > n je i vyraz
|Ym = Yl libovolné maly, je-li n > ng, kde ng je dostatecné velké piirozené ¢islo a
tedy {y.} je konvergentni. Limitu ozna¢me x(\). Méme:

Yn = z(A)
©(Yn) = Yn-1 > 2(A)
e(yn) = ¢(z(N))
—> z(A) = p(x(}))

Zbyva dokéazat uz jen jednoznacnost. Pro spor predpoklajme, zZe existuji dva
body x,y € X, x #y, pro které plati p(\,z) = p(\,y). Pak plati

|z =yl = oA z) oA y)| <k |z-yl,

a jelikoz je konstanta k ostfe mensi jedné, musi x = y, coz je ve sporu s predpo-
kladem.

(iii)
Z minulé ¢asti, volbou yo = y, dostavame

1
1-k

[ner = wol < 2K y2 = woll < le(A ) -yl
i=0

Ptrechodem n do nekonec¢na pak dostavame

1
o) =yl < = Iy - ¢
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(ii)
Potrebujeme ukazat

Volme v bodé (iii) speciélné y = z(X\g) a A = \,. Pak

1
Je00) = 2] € T2 10) = ¢ (o)) | =
1
= 9 00,7000)) - p( 200D
coz jde diky spojitosti ¢ k nule a tvrzeni je dokazano. O

Véta 16.2. Méjme mnozinu Q =R"x[0,T] a funkci f € Car(S2). Ddle necht plati
Jin(t) € ([0, T]) Vi € [0, 7], Var,y € R™: £, ) ~ Fy, )] < m(t) |z~ ]

Pak existuje pravé jedno teseni ulohy x' = f(x,t) s pocatecni podminkou x(0) = x¢
pro vsechna xy € R™. Toto 1eSent zdvisi spojité na pocdatecni podmince xg.

Diikaz. Pokusme se napasovat na predeslou zobecnénou Banachovu vétu o kon-
trakei. Polozme X := C([0,T'],R") s normou |z := sup,e(or|2(t)| e7**, kde kon-
stanta L > 0 bude urcena pozdéji. Déle definujme ¢:R" x X — X vztahem

plro,2)(1) = w+ [ F(a(s), ) ds.
Pomoci Lemmatu [I6.1] vidime, Ze plati
xr e X je FeSeni < ¢(xg,x) = .
Pokud dokézeme, Ze ¢ je kontrakce, z Véty [[6.1] vyplynou vSechna pozadovand

tvrzeni. Ukazme tedy, Ze ¢ je kontrakce uniformné vici xy. Oznacéme & := ¢(xg, x),
7 :=@(xg,y) pro x,y € X a xy € R". Pocitejme

5(6) = 5(8)] = I (o,2)(8) = a0, ) (1)
| [ fa()syds = [ 1(u(s).s)ds

= [ £(s).5) - F(y(s). ) ds

< [T17(5).9) - Flu(s). )] ds

< [ m(s)lats) - y(s)lds

< fotm(s) l2(s) - y(s)| e el ds
< [ m(s) e -yl e ds

t
I (1) =GO < oyl [ m(s) e ds
0
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Je tireba ukazat, Ze integral vpravo je mensi nez 0,5 v zavislosti na nami
vhodné zvolené dost velké konstanté L a libovolném t € [0,7"]. Pomtizeme si
uvahou z TMI. Pro kladnou konstantu M miizeme funkci m rozdélit na dvé
nezaporné funkce m = my + mo, které definujume nasledovné:

ma(t) =m(t) - M m(t) > M Vit e[0,T]
=0 m(t) <M Vte[0,T]
mo(t) =m(t) m(t) < M Vte[0,T]
- M m(t) > M vt e [0,T]

Z TMI vime, ze pokud je funkce m(t) € L', musi platit
T
Ve>0dMeR :: / myds<e
0

Pokud dosadime ¢ = i, dostaneme souhrnné:

T 1
IM >0,3Imy,me € L';m =mq +my i f my < Z,mg(t) <M
0

Odhadujme:

T T T
/ m(s) eL(s=t) g = f mi(s) eL(s—t) ds+/ ma(s) L (1) g
0 0 0
T T 1
f ml(s) eL(s—t)dssf ml(s)ldss—
0 0 4
T
f m2(8) L(s-t) ds < [ MeL(s t) ds < Mf L(s t) ds
0

_Mf ’dez<Mf L% 4z

=T < 7 coz dosdhneme vhodné velkym L.

Pravé dokazany odhad pouzijme k dokonceni diikazu:

Ti A . 1
e -9l Sle-yl [ sup
te[0,T]

Tt
|2 -3] < Slz -yl

1
= [o(z0,2) = (20, y)| < 5||x -9
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18. Optimalni regulace

18.1 Obecny pripad

' = f(z,u) f[:QxU —-R" QcR"oteviend
z(0) = xg UcR"™(m<n)
U:={u(t):[0,T] - U;méfitelné} ... ,pripustné regulace”

(18.1)

Tato kapitola se zabyva nasledujicimi obecnymi typy tloh:

(i) regulovatelnost: Zda-li existuje pro dané =, a néjaké t regulacéni funkce wu(-) €

(i)

U takova, ze z(t) = 0.

To samé, jako v bodé (i), navic vSak za nejkratsi cas.

(iii) obecnéjsi maximalizace funkcionalu Plu(-)] = g(x(T)) +[OT7’(:1:(t), u(t)) dt.

Mizou nastat tyto varianty:

e x(T) pevné, T volné

e z(T) volné, T pevné

Priklad 18.1.

(i)

1D parkovaci problém: Mame auto s poc¢atecni pozici a rychlosti. Ovladanim
motoru (pomoci funkce u(t)) se snazime co nejrychleji dostat do pozice nula
s rychlosti nula. Tedy prevedeno do rovnic, pohyb auta je dan rovnici

mz" = u, £(0) = g, v(0) = vy, u(t) € [-1,1],

kde m je hmotnost auta, xy pocatecni pozice auta, vy pocatecni rychlost
auta, u(t) regulace tahu motoru. Cilem je najit u(t) tak, aby platilo x(t) =
2'(t) = 0 za nejkratsi moznou dobu ¢.

Investice vs. spotieba: Funkce xz(t) znadi kapitél firmy v case ¢, 2(0) =
pocatecni kapital a v kazdém okamziku se rozhodujeme, kolik z kapitalu
zainvestujeme (u(t)z(t), kde u € [0,1] udava miru novych investic) pro bu-
douci spotfebu a kolik rovnou spotfebujeme ([1 — u(t)]z(t)). Koeficient
vynosnosti investic je k > 0. N&as ptiklad je zadan rovnici 2’ = kru. Snazime
se za ¢as T > 0 maximalizovat spotfebu, tedy funkciondl

PO = [ a(0)(1- (o)) .

18.2 Linearni uiloha

z' = Az + Bu AeR™™  2(t):[0,T] > R"

BeR™™ y(t)eU = L=([0,T];R™) (18.2)

Znaceni. Symbol

t
SL’O—>0
u

oznacuje, ze regulace u(-) pfivede tlohu ze stavu xy do stavu 0 v Case t.
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Definice. Mnozinu
R(t) :=={xo e R": Ju(:) €U, x 5 0}
nazveme oblasti requlovatelnosti v case t.

Lemma 18.1. Bud A € R™" matice a k € Ny libovolnd konstanta. Potom A* €
Lin{I, A, A2 ... An-1}.

Diikaz. Oznacme Z :=Lin{l, A, A2, ... A*"1}. Rozdélme tlohu dle k:
e 0<k<n—1: A¥ € Z z definice Z.

e k =n: Pouzijeme Hamilton-Cayleyovu vétu z linearni algebry znéjici: Pokud
mame charakteristicky polynom ~y(\) étvercové matice A, pak v(A) =0, kde
symbolem (A) mame na mysli polynom

y(A)= A"+ A" v a, At a,,.

Pokud si tedy charakteristicky polynom chytfe rozepiseme a dosadime do
néj matici A, dostaneme:

n-1
Y(A) =det(M - A) = A" = Y ¢; ¥
=0

n—-1
WA =0 = A=Y A
=0
Z posledniho dostavame, ze A" € Z.

e k> n: Pouzijeme indukci. Predpokladejme, ze A* € 7, tj. ze A* = ngol d; Al
Pokud vynasobime tuto rovnici matici A zprava, dostaneme platnou rovnost

n-1
Ak+1 — d~Aj+1.
]ZE) j
Vime, ze j +1 < n a diky predchozim dvéma ¢éstem Ai*l € Z pro j =
0,1,...n-1, tedy Ak+l e Z.
U

Disledek. Meéjme matici A € R™™ a vektor b e R™. Pak pro k € Ny plati
AFb e Lin{b, Ab, A%, ..., A" b}
Definice. Bud A €e R™™, B ¢ R™™  Matici fadu n x mn
K[A|B]:=(B,AB,A’B,...,A""'B)

nazvéme Kalmanovou matici requlovatelnosti.
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Pozndmka 18.2. Mé&me g € R(t). Pro néj nalezneme regulaci u(-) takovou, aby
platilo zy — 0. Regeni rovnice (I82) vyjadiime pomoci variace konstant:

t
0=2x(t) = elag + [ e=)4Bu(s) ds
0

t
xo = — f e~ Bu(s) ds (18.3)
0

Pozndmka 18.3. Zéadrhelem je, ze f(x,u) neni spojita, nebot takovou podminku
na regulaci u(-) neklademe. Pro naSe potfeby ovSem muZzeme pouzit Carathe-
odoryovu teorii, kterd tento problém vyfesi za nas. Proto v dalsim, i kdyz to
nebudeme explicitné psat, tuto teorii budeme hojné vyuzivat.

Specialné, pro xg, u dané je z feseni systému a je jednoznac¢né urceno.

Véta 18.1. Je ddna uloha (I82), t > 0 pevné. Potom R(t) = Lin{g1,92,- -, Gmn},
kde g; jsou sloupce matice [A|B] pro j € {1,2,...,mn}.

Dikaz. Zvolme t > 0 pevné. Nahlédnéme, 7e R(t) je vektorovy prostor. Méj-

me dva libovolné prvky z;,xs € R(t) a regulace uy,us € U takové, ze x; )
ui

a Ty -0 Potiebujeme najit regulaci k bodu ax; + bz, kde a,b € R. VyuZzijme
u2

vyjadfeni (I83]) a linearity integralu:
t t
ary +bry = —a f e~ Buy(s)ds - b[ e Buy(s) ds =
0 0
¢ ¢
=- f e Bauy (s) ds - f e A Bbuy(s) ds =
0 0

= - [Ote_SAB[aul(s) +bus(s)]ds

Hledanou regulaci je regulace v = auy + bus. Tedy R(t) je vektorovy prostor.
Pro dokonceni diikazu nam tedy staci ukazat platnost rovnosti

R(t)* = (Lin{g1,92, - Gmn })*
»2“0 Mé&jme p e (Lin{g1,92,-..,9gmn})*. Pak
pLlg;, 7=12,...,mn,
pLAFY;, k=0,1,...n-1; b; sloupce matice B, i=1,2,... ,m.
Mé&jme xy € R(t) libovolné. Budeme chtit ukdzat, ze pLlzy. Necht mame vhodné

u(-) € L>=(0,t,R™) spliujici (I83). Pak mame:

t t
p-To=p xo=-p" / e Bu(s)ds = - f ple* Bu(s)ds =
0 0

tfoo (_g)k
= —[0 (Z —( ]:‘) pT(AkBu(s))) ds =
k=0

- _ < (_5)k S T ARD: ws d

- Z k‘ Z p K3 u’l(s) S
0 k:O . =1 N——
=rarg

0 pokud k<n-1 (z pfedpokladu)
arg =
570 pokud k >n (pouziti Dusledku za Lemmatem [I8.1])
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,C“: Nechf p e R(t)*. Chceme ukézat, ze pL A*b; pro k < n, kde b; je sloupec
matice B. Zvolme pevné j € {1,2,...,m} alibovolné ¢(-) € L>=(0,¢,R). Definujme
regulaci u(-) po slozkéch nésledovné:

() [#(5) =L B"), pokud i
u;(s) =
0, pokud ¢ # j.

Regulace u(-) je zjevné métitelna. Z (I8.3]) mame
t t
O=p-axo=p'axg=-— f pTe A Bu(s)ds = - f P e b o(s) ds.
0 0 —
=: y(s)

Jelikoz je o(+) libovolna, je integral vzdy roven 0, musi byt y = 0 na [0,77],
tedy i y*) = 0. Z toho vyplyva:

y(s) =p" () = 0=y =0
/() =P (~Ae ) = )= Ay =0
YO =T (D) =y P(0) = (<) AR, = 0

Dusledek. Mnozina R(t) nezdvisi na t > 0.

Diusledek. Rovnice (I82) je globdlné regulovatelna (tj. R(t) = R™ pro kaZdé
t>0), pravé kdyz hodnost matice K[ A|B] je n.

18.3 Pozorovatelnost

' = Ax y = Bx AeR™"

18.4
z(0) = xg BeR™™ (184)

U problému pozorovatelnosti se ptame, jestli znalost y postacuje k jednoznac-
nému urceni feseni x. Typicky y nese méné informaci, je to ,Castecné pozorovani.
Navic byva m < n.

Definice. Rekneme, 7e systém (I8.4) je pozorovatelny na intervalu [0,7] pro
T > 0, jestlize pro libovolné feseni x1, x5 plati

By = Bryna [0,7] = x1(0) = z2(0).

Pozndamka 18.4. Poznamenejme, Ze predchozi definice opravdu fika to, co jsme si
predsevzali v ivodu. Plati totiz

11(0) =22(0) < x1=2oma[0,T] < 3I7€[0,T]:: 21(7) =22(7).
Véta 18.2. Nasledujici turzeni jsou ekvivalentni:

(i) Systém ([I8.4) je pozorovatelny (pro kazdé t>0).
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(ii) Systém x' = ATz + BTu je globalné requlovatelny.
(i1i) Matice K[AT|BT] md hodnost n.

Diikaz. Ekvivalence mezi druhym a tietim tvrzenim je zfejmym disledkem pfe-
deslé Véty [I8.1] Podivejme se tedy na pfipojeni prvniho bodu tvrzeni:

-(i) = =(i1i)  Necht tedy systém (I8.4]) neni pozorovatelny. Existuji tedy
dvé rtizné feseni x; a 3 na [0,t], pro kterd plati Bz = Bxo, avsak x1(0) # 22(0).
Definujme feseni z:(t) := x1(t)—22(t) s nenulovou poc¢atecni podminkou xy = z(0).
Z variace konstant dostéavame

x(t) = ey /-B
d k
Ba(t) = Bethzy =0 / (E)
BAketAxo =0 ‘ .
t=
BAk.’L'O =0
Ty (AT)FBT =0 Vke{0,1,...,n-1}

zo- (BT|ATB|...|(A")"'B") =0

Dostavame, Ze g je kolmé na sloupce matice K[ AT|BT], takZe hodnost této matice
je ostie mensi n.

—(#ii) = (1)  Postupujme pozpatku predeslé ¢asti. Nechf mé& matice K[ AT|BT]
hodnost mensi nez n. Existuje pak nenulovy vektor zy € R" takovy, ze plati:

2IK[AT|BT] = 0

Ty (AT)FBT =0 Vke{0,1,...,n-1}
BAFz, =0 Vke{0,1,...,n—-1}
BA*z, =0 Vke{0,1,...} Lemma [I8]]
Akk
B kf 20 =0 Vs eR
) Akk
> B =0
— R
Be*4zy =0

Tedy x1(s) = €54z je netrividlni feseni systému (I8.4), jehoZ pozorovani skrze B
je nulové, tedy systém (I84]) neni pozorovatelny. O

Véta 18.3 (Lokalni regulovatelnost). Bud V' okoli 0 v R* a U okoli 0 v R™.
Méjme funkci f(x,u):V xU - R*, f je tridy C* a plati f(0,0) = 0. Bud U =
{u:(0,t) - U, meéritelné}. Oznacme A =V,f(0,0) a B=V,f(0,0). Necht (klicovy
predpoklad) K[A|B] md hodnost n. Potom systém

' = f(x,u), z(0) = xg (18.5)
je lokdlné regulovatelny, tj. R(t) obsahuje okoli O pro kazdé t > 0.

Dikaz. Méjme t > 0 pevné.
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1. krok
Nejprve uvazme line4drni tlohu

x' = Az + Bu

18.6
z(0) = xg (18.6)
Jelikoz je h(K[A|B]) = n, je systém (I8.6) podle Véty [I8.1] globalné regulovatel-
ny. Vezméme y1,¥s,...,Y, € R® linedrné nezavislé. K nim diky globalni regulo-
vatelnosti nalezneme uy, us, ..., u, € L([0,t],R™) takové, Ze y; 50 pro kazdé
u;
j=12....n

Uvazme absolutné spojitou funkci z a systém

2" = Az + Bu; skoro vude
2(0) = y;

Diky Vété [16.2 o jednoznacnosti pro Caratheodoryovu tlohu méame z(t) = 0.

(18.7)

2. krok

N v . n v v v ’ .
Méjme A € R™ a polozme u) := 377_; Ajuj. Ozna¢me ) feSeni rovnice

z\ = f(zy,uy) mna [0,¢]

18.8
{L‘A(t) =0 ( )
Definujme funkci ¢: R® — R” pfedpisem () := 2,(0). Pak plati
P(A) =0, (18.9)
u)
zaroven s tim ¢(0) = 0 diky jednoznac¢nosti feseni pfislusné rovnice.
Oznacme
3}
Di t):=
() O\ t=A
Vime, ze:
t
2(7) =m(t)+ [ 1) un(s)) ds
af 1
D;xy(T) = f ——D;z(s) + 5 —u;ds {feC'}
u
Oznac¢me y,(7) := D;x\(7). Pak y,(7) fesi tlohu
YA = Vaf (@, w)ys + Vo f (2r, un)u; (15.10)

ya(t) =0

Jelikoz je f € C!, existuje podle Caratheodoryovy teorie jednoznaéné urcené
feSeni. Pak pro vSechna 7 € [0,t] je funkce A — x,(7) lokalné t¥idy C' na okoli
0 € R", z ¢ehoz plyne

% (aii ) - % (diim(r)). (18.11)
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3. krok

Funkee 1) je t¥idy C! na okoli 0 (=: Up), ukdzeme, ze V1/(0) mé hodnost n. Pak dle
véty o lokdlnim difeomorfismu 1 (Uy) obsahuje okoli 0. Tedy spolu s (I89) dava,
ze systém (I8.0) je lokalné regulovatelny. Ovéfme tedy zbyvajici predpoklad:

V systému (I8.8)) polozme A = 0. Pak je i uy =0 a ), = 0. Dostavame novy
systém

Yo(7) = Vo f(0,0)yo(7) + Vi f(0,0)u; = Ayo(7) + Bu,
vo(r)=v;  {(BD)}

Ovsem pak méame

o 0
0) = 0 = Dz 0) = 0) = i
o, (0= gy ma(0)] = Dixa(0) =30(0) =y
Jelikoz byly vektory y1,va, . . ., y, brany linedrné nezavislé, ma i matice V/(0) =
(y{,Y3,---,yr) plnou hodnost n. .

Casové optimalni regulace s omezenim

' = Az + Bu AeR™™, z(t):[0,T] - R"
(18.12)
z(0) = xg B e R™™, u(t) eld
U={u(0,T) - [-1,1]", méfitelné} ... piipustné regulace

R(t) = {l‘o eR™ :: HUEU,ZL‘O i>O}
R={JR()

t>0

Poznamka 18.5. Dale uvedeme poznatek z funkcionalni analyzy, kterého budeme
opakované vyuzivat. Znéni definice i véty jsou ve skutecnosti obecnéjsi, pro nase
ucely jsou tyto specialni pripady dostacujici.

Definice. Budte u, € L>*(0,t;R"). Rekneme, Ze posloupnost {u,} konverguje

v v *
*_slabé k prvku ug € L*, zna¢eno u, — ug, pokud

fota(s) “Un(s)ds > /:a(s) ~uo(s)ds,

pro kazdou pevnou funkei a(-) € L'(0,¢;R?).

Pomocna véta 8 (Alaoglu). Mnozina U je slabé *-sekvencidlné kompaktni, tj.
pro libovolnou posloupnost {u,} € U existuje vybrand podposloupnost {1, } c {u,}
a proek ug € U takovy, Ze T, — ug v L*>=(0,t;R™).

Véta 18.6. Mnozina R(t) je pro kaZdé t > 0 konvexni, symetrickd, uzaviend a
pro t1 < ty plati R(t1) c R(t2).

Dikaz. Pro ndzornost nasledujicich vah pfipomerime, Ze se xy € R(t) da vyjadrit
jako g = —fot e*4Bu(s)ds, kde u(-) je prislusna regulace k x.
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e Konvexita: Vezméme dvé libovolna TeSeni x1, 2o a prislusné regulace wuy, us

tak, aby 2 0a T 5 0. Hledame regulaci k feSeni A\zy + (1 - N)xg, \ €
ul

[0,1]. Tou je Auy + (1 - )\)u2 diky linearité (I8.3) ukazané vyse.
e Symetricnost: Mé&me zg € R(t), zg 5 0. Pro —x¢ staci vzit regulaci —uq.
uQ

e Uzavienost: Potfebujeme ukazat, ze pro kazdou posloupnost prvki z, €
R(t),x, — x* je také prvek z* € R(t). Uvazme piislusné regulace u,,. Podle
Alaoglua existuje k posloupnosti {u,} podposloupnost {@,}, ktera konver-
guje k prvku u* € U. Jelikoz je e*AB € L1(0,t), plati pak 7, - z*, kde

=~ [ esABu*(s) ds, tedy x( € R(t).

“ . . . “ s t1
e Pro bod zy a cas t; najdeme libovolnou regulaci u; spliujici o — 0. Pro
ul

¢as ty > t; a bod xg pak volime regulaci us tvaru

t t
Uy = {ul € [0, 1]

0 te (tl,tg]

Regulace uy tedy zjevné spliiuje x 22, 0. Jeliko jsme ukézali, ze kazda
u2

regulace ma ve vétSim ¢ase prodlouZeni, plati R(t1) c R(t2) pro t1 < to.
]

Véta 18.7 (o lokalni regulovatelnosti). MnozZina R(t) obsahuge okoli 0 pro kazdé
t >0 pravé tehdy, kdyz hodnost matice K[ A|B] je n.

Diikaz. Implikace zprava doleva plyne z Véty [I8.3l Zabyvejme se opacnou impli-
kaci. Tu dokdzeme nepiimo. Pfedpokladejme tedy, Ze hodnost matice K[A|B] je
ostfe mensi n. Existuje pak nenulovy vektor b € R splnujici

b"AFB =0 Vk=0,1,...,n-1
Pak podle Lemmatu I8k

b"A*B =0 Yk e N,
b'e 4B =0 VseR

Vezméme libovolny prvek 2o € R(t). Pouzijme vyjadieni (I83) zo = - [ e*ABu(s) ds
pro vhodnou u(-) e 4. Pak

t
b'xy=— f bTe A Bu(s)ds=0
0 S———

=0

Jinak Feceno, pro nenulovy vektor b € R” je mnoZina R(t) podmnozinou {ab; a €
R} tedy maximalné (n — 1)-dimenzionalni nadroviny, tedy nemuze obsahovat
n-dimenzionalni okoli 0. U

Véta 18.8 (Globalni regulovatelnost). Necht h(K[A|B]) =n a necht ReA <0 pro
VAeo(A). Potom R =R".
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Pozndmka 18.6. Pokud by specialné platilo Re\ < 0 pro vSechna \ € 0(A), tvrzeni
by pak bylo snadnym dtisledkem predchozi véty. Dodate¢né predpoklady nam
zajistuji asymptotickou stabilitu v 0, tedy bez pomoci regulace se dostaneme
libovolné blizko 0. OvSem z predeslé véty vime, ze mnozina R(t) né&jaké okoli 0
obsahuje.

Diikaz. Budeme postupovat sporem. Pfedpoklddejme tedy, ze R # R” a volme
zo € OR. Jelikoz je mnozina R sjednocenim do sebe vnofenych konvexnich mno-
7in, je i ona konvexni, a tedy existuje te¢nd nadrovina. Bud b normélovy vektor
nadroviny v bodé dotyku zg, b je tedy nenulovy vektor z R". Diky konvexité musi
mnozina R lezet v poloprostoru od nadroviny smérem opac¢nym k vektoru b a pro
kazdé xq € R plati:

b-(xg—20)<0

b-xg<b- 2z Hi=b-z
b-zo< (18.13)

Vezméme libovolny prvek zy € R. Pak plati:

t
Ty = —f e Bu(s)ds
0

t
b-xg=b"xg=- f b e A Bu(s)ds
0 N———
=:v(s) eRY*™ (tj. Fadkovy vektor)
Tvrdim, ze v # 0. Pfedpokladejme, Ze je to identickd 0. Pak je jeji k-ta derivace
také identicka 0, specidlné i v bodé 0: v(¥)(0) = b"(-A)*B = 0, coZ je spor s tim,
Ze hodnost Kalmanovy matice je n.
Zadefinujme novou regulaci:

- 0 v(s)=0
u(s):{ (s) vgs;qto

v
v

[o(s)]

Zjevné patii do pripustnych regulaci. Dale pro ni plati

b-xo =—f0tv(s)ﬁ(s)ds= [Ot lv(s)|ds.

V posledni ¢asti budeme chtit ukézat, ze [;~ |v(s)|ds = oo, coz bude né§ hleda-
ny spor, nebot potom pro t velké plati fot lv(s)|ds > u, coz odporuje nerovnos-

ti (I813).
Divergenci integralu dokadzeme sporem. Predpokladejme tedy, ze je konver-
gentni. Pak je korektni definice ®(¢) := [, v(s) ds. Dale oznacme p(\) charakte-

risticky polynom matice A. Ten je tvaru

p(A) = A" +a X"+ v,

Nad to zavedeme diferencialni operator



Zkusme aplikovat tento operator na vektor v a pak i na funkci ®:

lp( - %)]w» =p( : %)(bB) _
Tk

=b"p(A) eB =0
-0

[— (- %)](@(t)) : [p( - %)] () =0

v(t)
Posledni tadek nam nefikd nic jiného, nez ze ®(t) fesi ODR fadu (n + 1)
s konstantnimi koeficienty. Pomoci pro spatfeni vam bud pouhé piepsani tohoto
radku:

OV (1) + a1 P (1) + ap @V (8) + -+ + a, P () = 0
Charakteristicky polynom matice z této ODR je q(p) = —up(-p). Jelikoz je p(+)
charakteristicky polynom matice A, je Re; >0 pro vSechny kofeny charakteris-
tického polynomu ¢(u). Tedy ®(t) jako feSeni netrivialni (v # 0) musi byt linearni
kombinaci ¢lenti t'ef*i. Dostavame, ze ®(t) je pro t velkd kladné, coz je spor, nebot
plati

0 < liminf | B(t) Stlim[ [u(s)|ds = 0
— 00 —o00 J¢
]

Definice. Regulaci u(-) € U nazveme regulaci typu ,bang-bang* (Cesky ,cik-
cak“ nebo ,bum-prask®), jestlize u;(t) = +1 pro skoro vSechna ¢ a pro kazdé
ie{1,2,...,m}.

Véta 18.9 (Princip bang-bang). Necht xy € R(t), tj. existuje requlace u(-) € U
takova, Ze xg % 0. Pak existuje requlace u(-) € U typu bang-bang takovd, Ze

t
Ty — 0.
Definice. Necht X je vektorovy prostor, K c¢ X konvexni podmnozina. Bod ¢ € K

nazveme extremdalnim, jestlize ¢ nelze napsat jako %(az +y), kde z,y e K, x + y.
Ekvivalentné vyjadfeno, mnozina K \ {c} je konvexni.

Priklad 18.7. Naptiklad v mnoziné tvaru krychle jsou extremalnimi body vSechny
vrcholy, v mnoziné kruhu je to celd kruznice.
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Pomocna véta 9 (Krejn-Milman). Necht X je lokdlné konvexni vektorovy pro-
stor a bud K ¢ X neprdzdnd, konvexni a kompaktni mnoZina. Pak K obsahuje
extremadlni bod.

Diikaz Vety 18.9. Oznacme
K = {u(") eU; 29 - 0}.
Mnozina K je podprostor prostoru L*(0,¢;R") s *-slabou topologii.

1. krok
Splnéni predpokladii Krejn-Milmanovy véty:
e K je neprazdna.

e K je konvexni. Pro ug,u; € K vezméme linedrni kombinaci u, = au; + (1 -
a)ug, a € [0,1] a diky (I83)) a linearité integralu mame u, € K.

e K je kompaktni. Vezméme u, € K. Podle Alauglovy véty existuje u € U
takové, Ze u, — u (BUNO u,, ted zna¢i vhodnou vybranou podposloupnost
Up), tj.

t t
f a(s)u,(s)ds - f a(s)u(s)ds  pro kazdou a € L*(0,t;R™)
0 0

t t
xo= - f e B u,(s)ds - xg = - f e~ A Bu(s)ds
0 0
eL1(O,t)

Tedy v e K.

Z Krejn-Milmanovy véty dostavame existenci extremalniho bodu 4 mnoziny K.

2. krok

Ukazme, ze @ je typu bang-bang. Pro spor pfedpokladejme, Ze neni. Pak existuje
i€{1,2,...,n} a F c{0,t} mnozina kladné miry takova, ze Vs e E : |[u;(s)| < 1.

Tvrdim navic, Ze k ¢ > 0 existuje £ ¢ F mnozina kladné miry takové, Ze
VseE:|u;(s)] < 1-e. RozepiSme mnozinu E:

E={se0,0):fui(s) <1} = U{s € (0,) ¢ [ui(s)] < 1 - %}

neN

=F,
|| = Tim |F)|

Pak musi existovat index ng > 0 takovy, Ze |F,,| > 0. Polozme tedy ¢ = nio,

E = F,,. Zvolme v € U spliwjici v(s) = (0,...,0,¢(s),0,...,0)7, kde o(s) je
H'f—/
méfitelné zobrazeni (0,¢) - R spliiujici podminky:

e p(s)=0prose(0,t)\E
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e o(s)<e,p(s)20proseE
o [pebip(s)ds=0

Tato funkce existuje, nebof jde o kolmici na funkce e=s4b; v L2(E;R), co? je
Hilbertiv prostor. Pak

t t
f e A Bu(s)ds = f e~ b p(s) ds = ﬁ e *ip(s)ds = 0
0 0 B

Dale vezméme wuq, uy € U nasledovneé:

® Uy =UA+V

® Uy =U—V

Jsou uy, ug € K? Zjevné u;(t) € [-1,1]™, nebot @ < 1-¢ na E a |p| < . Pak uZ jen

t t t
- [ Bus)ds == [ e B uts)ds— [ e A Bleo(s))(s)ds = 20+ 0= 2o
0 0 0

Déle plati, Ze uy # us, nebot v # 0. Pak plati @ = $(u; + uz). Oviem to je spor
s predpokladem extremalnosti . O

Véta 18.10. Necht xg € R. Potom existuji t* <t a u* €U tak, Ze x i» 0 at* je
minimalni cas.
Diikaz. Oznacme t* := inf{t > 0;x¢ € R(t)}. Tato mnozina je neprazdnd, zdola

omezena, tedy infimum existuje a je nezdporné. Z definice infima existuje po-
sloupnost casii ¢, € R, ktera shora konverguje k t*. Jelikoz jsou vsechny ¢, € R,

existuje ke kazdému regulace u,, € U takové, ze x, Z—”> 0. BUNO existuje ¢as T >0
takovy, Ze pro kazdé n plati 0 < t* <t, <T. Polozme U, =0 mna (t,,7). Je vidét,
ze pro kazdou regulaci u,, plati xg Lo

Pouzitim Alaogluovy véty ziskéz\%me existenci regulace u* € U spliujici u,, -

v . ; v t il s
u*. Potfebujeme ukazat, ze v — 0. Pocitejme
u*

T
X =-— f e *A Bu,(s) ds
0

*

tn
= - / e A Bu,(s) ds - / e *4 Bu,(s)ds -0
0 *

Integrand druhého integralu je omezena funkce, miizeme tedy tento integral od-
hadnout vyrazem Klt, — t*|, ktery jde k 0 pro ¢, — t*. Déle je funkce e 4B
tiidy L', diky ¢emuz a z definice w*-konvergence plati celkové

t*
rg ——> — e A Bu*(s)ds.
tn—t* 0
U
Dusledek (Vét 18.9 a 18.10). Necht xg € R. Pak existuje ¢ast* a requlaceu(-) €U

typu bang-bang takové, Ze tj> 0 a cas t* je minimdlns.
u

31



Véta 18.11 (Pontrjagintv princip maxima). Necht u*(-) €U, necht x t—> 0, kde

t* je munimalni cas. Pak existuje h € R™, h # 0 takovy, Ze

hTe *ABu*(s) = %nlaf] h'eABn  pro s.v. s € (0,1°) (PM)
ne[-1,1]™

Poznamka 18.8. Tato véta je podobného razeni jako Lagrangeovy multiplikatory
ze zakladniho kursu analyzy. Ta nam fika pouze o nutné podmince pro extrém.
Pouzitim této podminky na konkrétni pripad ziskdme casto kone¢nou mnozinu
moznych extrémi, ze kterych pravy prvek nalezneme naptiklad dosazenim. Stejné
tak budeme tuto vétu pouzivat k hledani ¢asové optimalnich regulaci.

Dikaz. Klicovym krokem je pozorovani, ze xg € OR(t*). Dokazme sporem. Pted-
poklddejme tedy, Ze xq lezi uvniti. Volme rtizné body 1, s, ..., 1 € R(t*) ta-
kové, aby g € int co {x1,xs, ..., T, 1}. Ke kazdému z; existuje regulace u;(-) e U

takova, ze x; 2, 0. Oznacme Z;(t) prislusné trajektorie. Zvolme § > 0 malé, aby
w

xg € co {T1(0),72(0),...,Tns1(0)}. Jinymi slovy jsme se po prislusnych feseni po-
sunuli o ¢as § bliz k 0, tedy vime, Ze 7;(d) c R(t* - §). Jelikoz je R konvexni,
musi zg € R(t* —0), coz je spor s minimalitou ¢*. Tedy xy opravdu musi leZet
na hranici.

Méjme tedy bod xy € OR(t*). Jelikoz je tato mnozina konvexni a uzaviena,
existuje opérna nadrovina (ze stejného divodu, jako v dikazu Véty [I8.8]), tedy:

JgeR", g#0::g-(x1-1) 20, Va;eR(t")

Vyjadiime tyto dva body a dosadime do predchozi nerovnosti.

t*
xo = —f e Bu*(s)ds
0

t*
xry=-— f e * Bu(s)ds pro vhodné u(-) el
0
t?('

= gTe*AB[u*(s) —u(s)]ds >0 (INT)

Podminku (PM]) dokdzeme sporem. Piedpokladejme tedy, Ze existuje métitel-
nd mnozina F c (0,t*) s kladnou mirou, pro kterou plati:

Vse Edn,e[-1,1]" :: g"e A Bu*(s) < g"e **Bn,
Definujme novou regulaci:

oy u*(s) s¢FE
u(s)—{ns sek

D4 se ukazat (je to vSak obtizné), Ze je tato regulace métitelna, tedy ze u(-) €

U. Dale rozepisme (INT):

t*
0< f gTe*ABu*(s) —u(s)]ds = f gTe A Bu*(s) — gTe 4 Bn,ds
0 B

Jelikoz pocitame posledni integral pfes mnozinu E, musi byt integral ostfe men-
si 0, coz je ve sporu se zbytkem radku. O
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18.4 Obecny Pontrjaginiv princip maxima

18.4.1 Pontrjagin s pevnym casem

' = f(x,u) U ={u:(0,T) -» U méfitelné}
z(0) = xg f:R™™ > R
P[u()] = g(a:(T)) + fOT'r’(:L’(s),u(s)) ds g:R" >R
riR™™ - R
(18.14)

Problém (nazyvan Meyertuv) tkvi v maximalizaci operatoru Plu(-)], kde u € U,
T >0 pevné déno, x(7T") neni urceno.

Definice. Pro tlohu (I814) dale definujme

o hamiltonian
H(z,p,u) =p" f(x,u) +r(z,u)

e adjungovanou ulohu

(pT),:_v H(x,p,u)
o w9, or

Pi= "o Z Sl

0

Véta 18.12 (Pontrjaginova s pevnym casem). Necht je u*(-) lokdlni maximum
Mayerova problému a x* odpovidajici Teseni ulohy (I8I4). Potom existuje AC
funkce p*:[0,T] - R™ fesent adjungované rovnice

[(p*)"]) = -Va H(z",p",u")

ADJ
P = V. g (T) A7)
takové, Ze pro skoro véechna t € (0,T) plati
H(z"(t),p"(t),u"(t)) = TQE%XH(fE*(t),p*(t),n)- (PM)
18.4.2 Pontrjagin s pevnym koncovym bodem
' = f(x,u) U = {u:(0,00) > U méfitelné}
#(0) =20 SR~ R (18.15)

P[u()] = fot* r(z(s),u(s))ds r:R™™ - R

Véta 18.13 (Pontrjaginova s pevnym koncovym bodem). Necht je u*(-) lo-
kdalni minimum ulohy (I8IH) a x* odpovidajici Teseni. Potom ezistuje Tesent
p*:[0,t*] = R"™ a konstanta q € R takovd, Ze pro skoro vSechna t € (0,t*) pla-
t7

[((p*)') = -V, H(z*,p*, u*),
H(x*(t),p"(t),u"(t)) = rgglxﬂ(x*(t),p*(t)m)-
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Navic plati

H(z"(t),p"(t),u"(t)) =0,
kde H(x,p,u) =p" f(x,u)+qr(z,u)
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19. Bifurkace

' = f(x,u)  x(t) e R”

19.1
e R...bifurka¢ni parametr ( )

Bod (xg, o) je bod bifurkace, pokud pro p = pg nastdva podstatnd zména
chovani feseni v okoli bodu zy. Podstatnou zménou myslime zménu poc¢tu a/nebo
typu stability stacionarni bodii.

Bifurkacni diagram:

19.0.3 Zakladni typy bifurkace
Priklad 19.1.
(i) 2’ = p—a? — typ sedlo - uzel (viz Obr. 19.0])
(i) o' = pxr— 22 =x(pu — x) — typ transkritickd (viz Obr. [9.2))
(iii) 2’ = po — 23 = z(pu - 22) — typ vidlickova (viz Obr. 19.3)

Pozndmka 19.2. Z ptedchozich ptiklada vidime, Ze kazdy bod bifurkace (g, 1)
je stacionarni bod splijici 9, f (o, pto) = 0 (kvili zméné stability v tomto bodé).

Pozndmka 19.3. Pokud plati f(xg,puo) # 0, je pro parametry u blizké pg také
f(xg, ) # 0, tudiz chovani feSeni je diky Vété 133 o rektifikaci stéle stejné. Tedy
v bodé (zo, ito) nedochazi k bifurkaci.

Definice. Bod xy € R™ nazveme hyperbolickym staciondrnim bodem rovnice x’ =
h(x), jestlize h(xg) =0 a navic Re\ # 0 pro vSechna A € 0(A), kde A = V h(xg).

Poznamka 19.4. Pokud je xy hyperbolicky stacionarni bod, pak lze urcit stabilitu
pomoci vét o linearizaci.

Lemma 19.1. Bud p(z) = Zf:o a;jz*J polynom a Ay,...,\; € C jeho koteny.
Uvazme polynom p(z) = Z?:o a;jzk=3. Potom

k
Ve>030>0Vj:|a;—a;j|<d = koteny p(z) lezi v | JU(N;,e).
=1

Obrazek 19.1: sedlo - uzel
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Obrézek 19.2: transkriticka

Obrézek 19.3: vidlickova

Obrazek 19.4: zAdna bifurkace
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Véta 19.1. Méjme funkci f(x, p): R - R™ tridy C* na okoli bodu (0,0) a necht
xo = 0 je hyperbolicky staciondrni bod rovnice x' = f(x,0). Potom existuji kladné
konstanty §, A takové, Ze pro kazdé e U(0,0) existuje pravé jeden hyperbolicky
staciondrni bod x(p) € U(0,A) rovnice x' = f(x,u). Navic x(p) md stdle stejny
typ stability a funkce p— x(p) je tridy CL.

Diikaz. Tuto vétu dokdzeme aplikaci véty o implicitné zadanych funkei (VIF) ze
zakladniho kurzu matematické analyzy. Ovéime predpoklady:

e f(z,pu)eC
e f(0,0)=0
e V.f(0,0) = A regularni (ReA 0 VA eo(A))

Pak podle VIF existuji okoli V' bodu pg a okoli W bodu xy takova, ze pro kazdé
€V existuje pravé jedno x € W s vlastnosti f(x,u) = 0, tedy ekvivalentné
x =x(u). Funkce u(+) je také tiidy Ct. Okoli V', W odpovidaji pFislusnym okolim
ze zadani.

Zbyva dokazat hyperbolicita. Zkoumejme linearizovanou stabilitu. Oznac¢me
p, charakteristicky polynom matice V, f(x(u), ). Pro pr - 0 se koeficienty cha-
rakteristického polynomu p,, bliZi koeficienttim charakteristickému polynomu ma-
tice A. Pak podle Lemmatu [19.1] se k sobé blizi i kofeny polynomu a jelikoz jsou
realné hodnoty kotfenti jednoho polynomu nenulové, musi totéz platit i pro kofeny
druhého polynomu. O

Poznamka 19.5. Z poznamky [19.3] a Véty [19.] plyne, Ze nutnou podminkou bi-
furkace je pfitomnost nehyperbolického stacionarniho bodu.

Lemma 19.2 (O vydéleni). Bud k € N a méjme funkci h(x,\) € C* spliugici
h(0,)) = 0 lokdIné na okoli bodu (0,0). Pak existuje funkce H(xz,\) € C*! na okoli
bodu (0,0) takovd, Ze h(x,\) = xH(x,\) a navic plati:

H(0,0)=0,h(0,0) pro k> 1

0.H(0,0) = 3 02,h(0,0)

ONH(0,0) = 92,h(0,0) pro k> 2
1
02, H(0,0) = gai’mh(0,0) pro k>3

Diikaz. Zadefinujme funkci H vztahem
1
H(z,\):= f O.h(ox,\)do.
0
Ovérme spravnost definice, tedy podminku ze zadani:

cH(z\) = Alxﬁxh(ax,k)da _ folﬁoh(a:c,)\)da
= B, A) = h(0,\) = h(z, \)
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Integrand je spojity, integruje se pres omezeny interval, mame tedy konstantni
integregrovatelnou majorantu. Muzeme tedy zaménovat parcialni derivace a in-
tegral. Pocitejme:

1
H(0,0) = fo 9,h(0,0) do = 9,h(0,0)
1
0, H(z, \) = f 82 h(ox, \)o do
0

1 1
0,H(0,0) = f 2. 1(0,0)0 do = 92, h(0,0) f odo =
0 0
1
=35 agmh'(o7o)
2
Analogickym derivovanim dospéjeme ke zbylym vztahtm. O
Véta 19.2. Méjme funkci f:R? - R tridy C? na okoli bodu (0,0) € R%2. Necht
dale platt
f(070) = 07 amf(()?O) = 07
0,f(0,0) #0, 92.(0,0) 0.
Pak rovnice x' = f(x, ) md v bodé (0,0) bifurkaci typu sedlo-uzel.
Dikaz. Aplikujme VIF na funkci f(z, ). Ovéime predpoklady:
o fe(?
e £(0,0)=0
e V,.f(0,0)#0

Existuje tedy C? funkce x — p(x) z okoli U(0,6) do U(0,A) pro vhodné kladné
konstanty §, A, kde grafem p(z) jsou FeSeni rovnice f(x,1) = 0 na U(0,0) x
U(0,A). VySetfeme prubéh p(z):

%f(x,u(x)) = On [ (z, u(2)) + O f (2, p()) ' (2) = 0

! _ 8mf(0,0)_
KO =5 70.0) "

(@) = () + 208, (@) (@)
08, P () (1 ()2 + 0 () (2) = 0

" 02,./(0,0)
' (0) = - +#0
Tedy p(x) ma extrém v bodé (0,0), ovSem konvexita se nemeéni. To odpovida
bodu bifurkace sedlo-uzel. O

Véta 19.3. Méjme funkci f:R? - R tridy C? na okoli bodu (0,0) € R%2. Necht
dale platt

£(0,0)=0 f0,p)=0  VueU(O,9)
9:£(0,0)=0 9,.f(0,0) =0
92.(0,0) 0 92,f(0,0) %0

Pak rovnice x' = f(x, ) md v bodé (0,0) transkritickou bifurkaci.
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Dikaz. Potfebujeme popsat f(x,u) = 0. Diky Lemmatu [19.2] si miZzeme zjedno-
dusit dlohu tim, Ze se budeme snazit popsat F'(x,u) = 0, kde F' € C! je funkce
spliujici f(x, ) = xF(x, ). Aplikujeme VIF:

o F(x,u)eCt
o F(0,0)=,/(0,0)=0
e 9,F(0,0) = 2, £(0,0) #0

Pak existuje C! funkce x — u(x) z okoli U(0,6) do U(0,A) pro vhodné kladné
konstanty d, A, kde grafem pu(x) jsou feSeni rovnice F'(xz,u) = 0 na U(0,9) x
U(0,A). VySetfeme prubéh p(z):

P () = 0. (, 1(r)) + 0 F (o () (1) =0

C9,F(0,0) _ 302,f(0,0)
9,F(0,0)  92,f(0,0)
V tomto pripad€ se netrivialni feseni p(x) opét dostane do bodu (0,0), ovSem
zde nemé extrém, tedy pokracuje do protilehlého kvadrantu. SloZzenim s feSenim
w(z) = 0 dostavame bifurkacni diagram transkritické bifurkace. O

w'(0) = £0

Véta 19.4. Méjme funkci f:R? - R tridy C3 na okoli bodu (0,0) € R2. Necht
dadle plati

fO,p)=0 VueU(0,6)
8,/(0,0) =0
02,£(0,0) #0

£(0,0)
92.f(0,0)
0;..(0,0)
07 (0,0) #

0
0
0
0

Pak rovnice x' = f(x, ) ma v bodé (0,0) vidlickovou bifurkaci.

Diikaz. Slouc¢ime zde postupy z predeslych dvou dikazt. Nejdiive si pomtzeme
Lemmatem [19.2] misto pfimého popisu f(z,u) = 0 se podivame na F(z,pu) =0,
kde F' € C? je funkce spliwujici f(z,p) = 2F(x, ). Aplikujeme VIF:

o F(x,u)eC?
o F(0,0)=0
o 9,F(0,0) = 0, £(0,0) 0

Pak existuje C? funkce x — u(z) z okoli U(0,d) do U(0,A) pro vhodné konstan-
ty d,A, kde grafem p(x) jsou FeSeni rovnice F'(z,u) = 0 na U(0,9) x U(0,A).
Vysetfeme pribéh p(x):
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gl IO\ ™~
4 \\ v"/ c///é\\\\ \‘ /// N \\\ \

\ ~ \\\\\/ // T //
(a) p<0 (b) p=0 (¢) >0

Obrazek 19.5: Ztrata stability linearni soustavy

%F(l’, () = 0uF(x, () + 0 F(x, p(x))p’ () = 0

0, F(0,0)  303,/(0,0)
aHF(O7O) ) @%Mf(O,O) )

1'(0) =

dd—;F(af, (@) = 02, F (2, u(x)) + 207, F (2, u(2) ' (2)+
+ O P (@, 1(2)) (1 (2))? + 0, F (, (@) " () = 0
M,,(O) _ a%mF(Ov 0) _ 2 8:c:v:vf(070)

- = #0
8MF(070) aguf(ovo)

V tomto piipadé se netrividlni feSeni p(z) opét dostane do bodu (0,0), zde
mé extrém, tedy pokracuje do sousedniho kvadrantu. Slozenim s feSenim p(z) =0
dostavame bifurkacni diagram vidlickové bifurkace. O

19.0.4 Hopfova bifurkace

Podivejme se na motivacni priklad k této teorii.

Priklad 19.6. Méjme nasledujici systém a prozkoumejme chovani feseni.

' =pxr -y 4 - u -1
Y=+ py AL w

o(A) = {ni)

Podivejme se na chovani feseni v zavislosti na parametru u:
e ;< 0: stabilni poc¢atek, viechna feseni do néj miif (viz Obr.
e 4 = 0: periodickd TeSeni kolem pocatku (viz Obr.
e 1> 0: nestabilni pocatek, vSechna feSeni mifi z néj (viz Obr.

Véta 19.5 (Hopfova bifurkace). Méjme funkci f(x,y,pn):R? x R — R? tridy C?
na okoli bodu (0,0,0) splriugici £(0,0,u) = (0,0). Méjme systém:

(y) = Fayon) (19.2)

40



Oznacme A, = V., f(0,0,1) a o(A,) = {a(p) +w(p)}. Predpoklddejme, Ze a,w €
C?, a(0) =0, a’(0) # 0, w(0) > 0. Pak existuji kladné konstanty 0,A a C! funkce
aw— pu(a); (0,0) > (-A,A) takovd, Ze pro véechna a € (0,0) existuje netrividlni
periodické teseni (19.2) prochdzejici bodem (x¢,yo) = (a,0) pro p = p(a).

Diikaz. Kvtli oznaceni vlastnich c¢isel matice A, mizeme BUNO piedpokladat,
ze systém (19.2) je ve tvaru

o' =a(pr-w()y+ fHey,m),  [f1=00%+y?), (193
y' =w(pwz+a(wy+ fP(z,y,p), |7 =02 +9).
Prevedeme do polarnich soutradnic:

x =rcosf
y=rsinf
' cosf — 0 sinf = arcos 0 — wrsin @ + f1(r,0, 1)

' sind + 0 cosd = wrcosd + arsind + f2(r,0, 1)

= ar+f cosf + f2sinf (19.4)
=:R(r,0,u1)
r0 = wr—flsinf + f?cosd
==7"Q(7’797M)

r'=ar+ R(r,0,u) R=0(r?)
0=w +Q(r,0,u)  Q=0(r)

Uvazme ted p blizko 0 a r velmi malé. Pak plati nasledujici odhady:
e w(p)>iw(0)>0  {w(0)>0}
e |Q| < iw(0) {w nezavisi na r, Q) ano}

Dosazenim do (I9.4) dostavéame 6’ > 1w(0) > 0. 6 je rostouci funkce, tedy i prosta.
Mizeme provést zaménu za ¢asovou proménnou (tj. t < 0(t)). Mame také r =

r(6).

dr +
rht S e o A e
= (%+g)(l—w‘1Q+(w‘1Q)2—...):
= &(M)'r + P(r,0, 1) P=0(r%)
w(p)
Ozna¢me A = a/w:
% =A(p)r+ P(r,0,p) (19.5)
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Vlastnosti:

P(0,0,1) =0 {P=0(r*))} (VL1)
0,P(0,0,1) =0 {P=0(r%)} (VL2)
07, P(0,0,1) =0 {VL2)} (VL3)
P je 2m-periodickd vuci 0 {Q, R, P zavisi na cosf,sin 6}

A(0)=0 {z ptedpokladi na a,w} (VL4)
N(0) = ZI(((?)) #0 {z ptedpokladi na a,w} (VL5)

Klicové pozorovani: Najdeme periodické FeSeni systémt (19.3) nebo (19.4))
pravé tehdy, kdyz je r 2m-periodické feseni (I9.5), tj. »(0) = r(27). Oznacéme
7 =7(0,a, ) jako Feseni (I9.5]) s pocateéni podminkou 7(0) = a. Dale na chvili
zafixujeme u systému (9.5 vSechny slozky kromé proménné 6, podle které fesime
tuto diferencialni rovnici. Aplikujme tedy variaci konstant:

r'=Ar+ P(0) /e
(re™?) = P(0)e™’,

0
r(0)e ™ =a+ f e P(s)ds,
0
Pozadovand rovnost r(27) = r(0) = a je ekvivalentni:

2
0=a(l-e?W?m) 4 f e s P(f(s,a, 1), s, 1) ds .
0

h(ap)

Vlastnosti:

7(0,0,1) =0 {diky jednoznaé¢nosti feseni}, (VL6)
9,7(6,0,10) = 0. (VL7)

Uzijme Lemma[19.21 Chceme vyloucit a = 0, coz je pocatek, tj. trividlni periodické
feSeni. Ovéfme predpoklady:

o he(C?
e h(0,p)=0  {(VLG)}
Existuje tedy H(a,u) € C* spliujici h(a,n) = aH (a,p) a plati:
o H(0,0) = 9,h(0,0)
e 0,H(0,0)=02,n(0,0)

Cilovym krokem je aplikace VIF na H v okoli bodu (0,0). Ovéfme pfedpo-
klady VIF":

o He(l
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2
Ouh(a, ) = (1 - e M2y 4 f e MUY P(#(s,a, 1), 5, 1) 0t (s, a, 1) ds
0

H(070):8ah(0a0):0 {(M),(M)}

2 = ! “A(p)2m
Qwh(a,,u) =2\ (pn)e (w)2m

2
+ f —)\'(,u)se”\(“)s@rP(f(s,a,u), a, (1)0,7 (s, a, p)+
0
+ e_)\(u)sagrp(f(& a, ,LL), S, :u)aa'f(& a, /,L)a“TA(S, a, 'u)+
+ 6_)\(M)883ﬂp(72($, a, ,LL), S, ,u)aaf(sa a, :u)+
+ e M0, P(#(s,a, 1), 5, 1) 0i, (s, a, 1) ds

9,H(0,0) = 87,h(0,0) = 27A'(0) # 0
{(VL2), WL3), (VLI), (VLE), (VL) }
Tedy aplikaci VIF dostdvame existenci 0,A > 0 a C! fce takové, Ze a

w(a); (=6,0) - (-A,A). Dvojice (a,u(a)) je jediné feSeni H(a,p) =0 v (-0,9) x
(-A,A). O

Véta 19.6 (2. Hopfova véta). Necht jsou splnény predpoklady Hopfovy Véty (193],
necht navic

Ag = V,,£(0,0,0) = ( 0 _6"0)

wo

Potom existuje hladka (obecné nelinedrni) zaména soutadnic takovd, Ze v poldr-
nich souradnicich md systém tvar

v =dur +ar® + O(r°)
pricemz pro r, . mald muzeme cleny pdatého a vyssich radu zanedba@. Navic d =
a’(0) a
1
_fl 1 2 2 1 (g1 1
16a = f:rzz + fzyy + XY + yyy + w_ol: my(fmm + yy)

L2 F2 12 = FhafR+ F, 12, ] celé v bodé (0,0,0). (19.6)

yy

lzanedbat v tom smyslu, Ze pivodni systém se chové kvalitativné stejné jako rovnice ' =

dpr + ar®, pokud a # 0
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