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0. ABSOLUTNE SPOJITE FUNKCE

V celém textu I je interval libovolného typu.

Definice 1. Funkce x : I — R" se nazve absolutné spojitd, znacime x € AC(I), jestlize pro
kazdé € > 0 existuje 6 > 0 takové, Ze pro libovolné disjunktni intervaly (a;,b;) C I plati

> lai—bif <6 - > 1f(a) = fbi) <e (1)
Funkce = se nazve lokdlné absolutné spojitd, znac¢ime x € ACo.(I), jestlize x € AC(J) pro

kazdy kompaktni interval J C I.

Tvrzeni 1. Necht x € AC(I). Potom 2’ je definovina skoro vsude v I, ndlezi do L*(I) a
x(te) — x(ty) = fttf x'(s)ds pro vechna ti, to € I.

Tvrzeni 2. Necht h € L'(I), to € I. Potom funkce x(t) := ft

1, 1(s) ds ndlezi do AC(I); navic
x’ = h skoro vsude.

1. CARATHEODORYHO RESENT

V celém textu Q C R™! je oteviend mnozina s body (t,z2) € R x R*, U = U(zg,d) je koule v
R™, Q(to, o) = Q(to, z0; 9, A) je véalec Ul(tg,d) x U(zg, A) v R*L. Pro funkce z = x(t) : I —
R™ znaéfme graf x = {(t,x(t));t € [} C R*L,

Definice 2. Rekneme, Ze funkce f(t,x) : Q@ — R™ spliiuje Carathéodoryho podminky, znacime
f € CAR(RY), jestlize pro kazdé (to,xo) € Q existuje vdlec Q(to,xo;9,A) C Q a funkce m €
LY (Ul(to,0)) tak, Ze

(i) pro kazdé x € U(zg,A) je funkce f(-,z) méfitelnd v U(to, )
(ii) pro skoro kazdé ¢t € U(tg,0) je funkce f(t,-) spojitd v U(xg, A)
(iii) |f(¢,z)| < m(t) pro skoro vSechna ¢ pro vSechna = v Q(tg, zo;d, A)
Definice 3. Necht f € CAR(Q). Funkce z : I — R™ se nazjvd redenim rovnice

7 = f(t, ) (2)

v Q ve smyslu Carathéodoryho, jestlize graf x C Q, x € AC\oc(I) a plati ' (t) = f(t,z(t)) pro
skoro viechna t € I.

Lemma 3. Necht f € CAR(Q), = : I — R"™ je spojitd funkce a graf x C Q. Potom funkce
tes f(t,z(t)) je v Li (I).

loc

Dukaz. Lokélni existence integrovatelné majoranty plyne z Carathéodoryho podminky (iii)
a spojitosti x. Dokazujeme méfitelnost: necht z,, jsou po éastech konstantni funkce takové,
ze x, — x. Potom funkce f(-,z,(-)) jsou méfitelné a konverguji s.v. k f(-,z(-)) dle Ca-
rathéodoryho podminek (i) respektive (ii). O



Lemma 4. Necht f € CAR(Q), = : I — R" je spojitd funkce a graf z C Q. Potom x je
resenim (2) ve smyslu Carathéodoryho, pravé kdyz

()~ a(t) = | " f(s,(s)) ds (3)

pro vSechna t1, to € I.

Dukaz. Diky Lemmatu 3 je pravé strana dobie definovand pro vSechna (kone¢nd) t1, to. Obé
implikace plynou pak ihned z Tvrzeni 1 a 2. O

Véta 5 (Peano). Nechtf f € CAR(R), necht (to,z9) € Q. Potom emistuje x rteseni (2) s
pocdateéni podminkou x(ty) = xg, definované na néjakém I = U (to,0).

Dukaz. V situaci Definice 2 ozna¢me X = C([tg — 6,t0 + 6]) N {z(to) = wo} N {grafz C

Q(to, x0;9,A)}. Ziejmé X je neprazdnd, konvexni a uzaviend podmnozina prostoru C([ty —
0,to + d]). Definujme operator T : x — & predpisem

z(t) = x0+ tt f(s,z(s))ds t € [to—0,t0 + d] (4)

Potfebujeme zarucit, aby T (X) C X, z ¢ehoz neziejmy je pouze pozadavek na graf , a k

tomu ticelu staci pripadné zmensit § > 0 tak, aby ftiojs m(t)dt < A.

Funkce z T(X) jsou stejné omezené a diky majorizaci |Z(t1) — Z(t2)] < fttf m(t)ds i stejné
spojité. Podle Arzelo-Ascoliovy véty je T (X) relativné kompaktni v X a koneéné podle Schau-
derovy véty zde mé T alespon jeden pevny bod, coz je diky Lemmatu 4 hledané feSeni. [

2. ZOBECNENA PICARDOVA VETA

Véta 6 (Zobecnénd Banachova véta). Necht A, X jsou metrické prostory, X je tiplni a
neprdzdny. Necht ® : Ax X — X je spojité vici X pro kazdé x pevné. Necht (klicovy predpoklad
suniformnd kontrakce®) existuje k € (0,1) takové, Ze

@A, 2) = @A y)lx <klle—ylx VA€ zyeX. (5)
Potom
(i) pro kazdé \ € A existuje prdvé jedno x(\) € X takové, ze ®(\,x(N)) = x(N)
(ii) zobrazeni \ — x(\) je spojité
Gii) s — eW)llx < (1= )"y — 8 p)llx pro A€ A, y € X

Dukaz. (i) Definujme funkce z,, : A — X jako zo(A) =y, zp41(N) = (A, z,(N)), kde y € X
je libovolné. Indukei pro kazdé n > 1 plyne z (5)

l20(X) = 2n-1(Nlx < 6" Hlar(A) = zoMN)llx = 6", ) — yllx.

Odtud pro kazdé m > n

lem) = 2aMllx < D2 a0 =2 Wlx < Y- #12A )~ yllx
j=n+1 j=n+1 (6)
= )12\ y) — yllx-

2



Tedy posloupnost z,(A) je (pro kazdé A pevné) cauchyovskd. Ozna¢me x(A) jeji limitu.
Piechodem v definici x,,11(\) plyne, Ze x(\) spliuje zddanou rovnici. Jednoznacénost je opét
dusledkem (5). Specidlné x(\) nezdvisi na vychozi volbé y.

(iii) Staci volit n =0a m — oo v (6).

(ii) Pro y = z(Xo) a A = \,, déva jiz dokdzany bod (iii)

1
11—k

[2(X0) — 2(An)lx < [2(X0) = @(An, (X))l x = ﬁ‘|‘b()\o,$(}\o)) = ©(An, 2(0))lx-

Tedy A\, — Ag implikuje x(A,) — z(\g) diky spojitosti & vuci A. O
Véta 7 (Zobecnéna Picardova véta). Necht I C R je omezeny interval, 11 je metrickyj prostor
a f=f(t,z,p): I x R" x II — R™ spliuje nasledugici:

1. f(+,-,p) € CAR(I x R™) pro kazdé p € 11 pevné

2. existuje m € LY(I) takové, ze |f(t,z,p) — f(t,y,p)| < m(t)|x — y| pro skoro viechna
t €I pro vSechna z, y € R", pe 1l

3. zobrazeni p — ftt) f(s,z(s),p)ds je spojité z I1 do C(I), pro libovolné pevné ty € I a
zeC(I)

Potom: pro kazdé o € R™, tyg € I a py € 11 existuje pravé jedno x € AC(I) Teseni rovnice
¥ = f(t,z,po), x(to) = xo. Toto Teseni zdvisi spojité na xo a py v ndsledujicim smyslu:
Ton — To @ Pon — Po implikuje x, = x v I, kde x,, respektive x jsou Teseni prislusnd k zoy,,
Pon TESpektive k xq, po.

Diikaz. Budiz to € I pevné.! Aplikujeme Vétu 6 na A = R* x II a X = C(I), kde ® je
zobrazeni

t
(xo,po,x(+)) = a0+ | f(s,2(s),po) ds.
to
To je dle predpokladu spojité vuci (zg,po) pii pevném z(-). Klicovy predpoklad uniformni

kontrakce (5) ovéffme pro specidlni volbu normy ||z||y = supse; |z(t)|e =%l kde L > 0
uptesnime nize. Ozna¢me & = ®(xq, po, x), § = P(x0, po,y). Potom

[2(t) —g(t)] = |/t f(s,2(s),p0) — f(s,y(s),po) ds| < \/t m(s)|z(s) — y(s)| ds|

t
<l —yllx| [ mis)ets ! ds).
to

Tedy |2 = gl x < kllz = yllx, kde

t
K =sup | m(s)els—tol=lt=tol) ds|.
tel to

V integrandu je s vzdy mezi tg a t, tudiz

s — to| — [t — to] = —|t — s| < 0.

'Volba normy nize z4visi na tomto to. Nen{ tedy jasné, zda miizeme to téz zahrnout do prostoru parametri
A. Dostal bych tak jednou ranou i spojitost vuéi to.



Oznatme? my(s) = m(s)X{m>m}(s), ma(s) = m(s)Xgm<my(s). Diky Lebesgueové vété lze

volit M > 0 tak velké, ze [;m; < 1/4. Potom

t
{ ml(s)eL(‘S_to‘_ﬂ—tOD ds{ < /ml(s) ds < i
to I

Naproti tomu

t 0
! mg(s)eL(‘S*tO‘*“*to‘) ds! < M/eLtS| ds < 2M/ e L' ds' = <
I 0

to

2M 1
L 4’
volime-li L > 8M. Odsud k < 1/2 a dukaz je hotov.

3. MAXIMALNI RESENT

Definice 4. Reseni z : I — R™ rovnice (2) se nazjvd mazimdlni v Q, jestlize nemd Zddné
netriwvidlni prodlouzent (tj. definované na strikiné vétsim I O 1 ).

Pokud f € CAR(Q) a Q je oteviend, pak feseni z lze prodlouzit za koncovy bod b intervalu
I, préave kdyz (i) b < oo, (ii) existuje limy_,,_ x(t) = xo € R™ a (iii) (b,z9) € Q. Uvedené
podminky jsou ziejmé nutné. Ze jsou postacujici, plyne z lokélni existence feSeni a moznosti
feSeni nalepovat. Specialné maximalni feSeni je vzdy definovano na otevieném intervalu.

Veéta 8. Kazdé reseni md alespori jedno mazximdlni prodlouzend.

Diikaz. Necht (z,(a,b)) je feSeni. Sestrojime maximalni{ pravé prodlouzeni rekurentnim po-
stupem takto: klademe (zg, (a,bp)) = (z,(a,b)) a jako (x,+1, (a,bp41)) volime vzdy takové
prodlouzeni, ze by, +1 > (b, +08,)/2, kde 3, je supremum vsech pravych krajnich bodu moznych
prodlouzeni feseni (x,, (a,b,)). V piipadé, ze 5, = +oo, volime b, 41 > b, + 1.

Tvrdime, ze limitn{ feseni (z,(a,f)), kde 8 = lim, b, = sup, b,, je maximalni. Sporem:
netrividlni prodlouzeni (Z, (a, 8 + 0)) je vzdy i prodlouzenim (z, (a,b,)) a tedy B, > B + 6;
avsak pro b, dosti blizké 8 se podminky volby b, 41 dostavaji do sporu s tim, ze b,+1 < . U

Poznamka. Zddrhel konstrukce maximdlniho reseni spocivd v nutnosti vybirat pokracovdni v
(potencidlné nespocetné) mnoha bodech vétvend, coz se standardné prekondvd pomoci Zornova
lemmatu, tj. axiomu vibéru. Uvedeny dikaz vystacéi se spocetnou verzi AC. Je-li zaruéena
jednoznacnost vesent, nepotrebujeme ani to, nebot mmoZina viech prodlouzeni je uz nutné
fetézec (tj. linedrné usporadand).

Véta 9 (O opusténi kompaktu). Necht f € CAR(Q), Q C R je oteviend, necht (x,1I) je
mazimdlni resent rovnice (2) v Q. Necht K C Q je kompakini mnoZina takovd, Ze (to, z(to)) €
K pro néjaké ty € I. Potom existuje t; >ty v I takové, Ze (t1,x(t1)) ¢ K a podobné existuje
to < tg v I takové, Ze (to,x(t2)) ¢ K.

Diikaz. Ozna¢me I = (a,b) a predpoklddejme pro spor, ze graf & = T(4y,p) 1ezi v K. Funkce
7’ je lokdlné a tedy diky kompaktnosti K i globalné integrovatelnd na omezeném intervalu
[to,b). Odtud Z m4 kone¢nou variaci a tudiz i vlastni limitu xg = Z(b—). Ziejmé (b, zg) € Q
a dle Pozndmky za Definici 4 lze & prodlouzit za bod b, coz je spor. U

2xa je charakteristickd funkce mnoziny A.



4. JEDNOZNACNOST

Lemma 10 (Gronwall). Necht u € C(I), p € L*(I) jsou nezdporné a ty € I, ¢ > 0 takové,
Ze plati:

t
u(t) < c+ | / p(s)u(s) ds| pro vsechna t € I. (7)
to

Potom

t
t) < cexp (‘ / p(s) ds‘) pro vSechna t € I.
to

Diikaz. BUNO se omezime na ¢t € I N [ty,00), tj. absolutni hodnoty kolem integralil lze
vynechat. Ozna¢me pravou stranu (7) jako ®(¢). Potom

(1) = plt)ult) < p(t)B(t)

a rutinnim vypoctem (integracni faktor — ovSem ve tfidé AC funkci) dostdvame ®(t) <
®(0) exp(ftt) p(s)ds), pro vsechna t € I N [tg,00). Protoze ®(0) = ¢ a u(t) < ®(t), je dukaz
hotov. O

Lemma 11. Necht prov € AC(I), p € L*(I), p > 0, plati

V()| < p(t)|v(?)] pro s.v. t € 1. (8)

Potom

lu(t)] < |v(to)| exp ‘/ ds‘ pro vSechna to, t € 1. (9)

Dukaz. Pro pevné tg € I mame (rovnost diky Tvrzeni 1)

o(0)] < lu(to)] + [o(t) — v(to)] = [o(ta |+\/ 5)ds|
< |u(to)| + ‘/ |ds‘ pro vSechna t € I

a stac¢i aplikovat Lemma 10 s u(t) = |v(¢)|, ¢ = |v(to)]. O

Definice 5. Rekneme, Ze rovnice (2) md v Q vlastnost lokdlni jednoznacnosti, jestlize pro
kazda dvé tesent (z, 1), (y,J) v, spliugict x(tg) = y(to) pro néjaké to € INJ, existuje § > 0
takové, ze x =y na I N JNU(ty,0).

Rovnice md vlastnost globélni jednoznacnosti, jestlize x(tg) = y(to) pro néjaké to € I N J
implikuje x =y na celém I N J.

Ziejmeé globalni jednoznacnost implikuje lokalni jednoznacnost; pojmy jsou vSak ve skutec¢nos-
ti ekvivalentni. Sta¢i uvazit, ze mnozina R = {t € I N J; x(t) = y(t)} je uzaviend a oteviena
(za predpokladu lokdln{ jednoznacénosti) zaroven; tedy R # () uz implikuje R=1nNJ.

Definice 6. Funkce f(t,z) : Q@ — R™ se nazve lokdlné zobecnéné Lipschitzovskd vici x,
jestlize pro kazdé (to,xq) € Q existuje vilec Q(tg,z0;0,A) C Q a funkce | € LY (U(ty,0)) tak,
zZe |f(t,x) — f(t,y)] < I(t)|x — y| pro skoro vSechna t pro vsechna z, y v Q(to, zo; 0, A).



Véta 12. Necht f € CAR(Q) je lokdlné zobecnéné Lipschitzovskd vici x. Potom rovnice (2)
md v Q vlastnost lokdlni (a tedy téz globdlni) jednoznacnosti.

Diikaz. Necht (z,I), (y,J) jsou feseni a z(tg) = y(to) =: zo pro néjaké ty € I N J. Necht 4,
A a l(t) jsou jako v Definici 6. BUNO navic § > 0 je tak malé, ze grafy x a y, zizené na
I=InJnU(t,0), lezi v Q(ty, z0: 6, A).

Oznacme v(t) = x(t) — y(t). Potom [v/(t)] < I(t)|v(t)| pro s.v. t € I a zévér plyne ihned z
Lemmatu 11. O

Definice 7. Nezdpornd, neklesajici funkce w : [0,00) — [0,00) se nazve zobecnény modulus
spojitosti funkce f = f(t,z) vzhledem k x v Q, jestlize pro kazdé (to, o) € Q existuje vdlec
Q(to,20;0,A) C Q a funkce k € LY(U(tg,0)) tak, Ze |f(t,z) — f(t,y)| < k(t)w(|z — y|) pro
skoro vsechna t pro viechna x, y v Q(to, zo; 9, A).

Veéta 13 (Osgood). Necht funkce f = f(t,x) md (lokdlné) zobecnény modulus spojitosti w

vzhledem k x takovy, Ze
T ds
—— =0 (10)
0 w(s)

pro kazdé n > 0. Potom rovnice ' = f(t,x) md vlastnost (lokdlni) jednoznacnosti.

Diikaz. Necht z, y jsou TeSeni na [to, o+ 0] a z(tg) = y(tg). Oznaéme u(t) = |z(t) — y(t)|. Pro
AC funkce plati |z(t)|" = 2/(t) sgn(z(t)) skoro vsude, tedy u'(t) < |2/(t) — v/ (¢)| < k(t)w(u(t)).
Pro libovolné € > 0 mame

u(to+) ] o to+o
t)dt
/ i:/Lg /k(t)dt (11)
wly) +¢ w(u(t)) +e

0 to to
Integraly nalevo se rovnaji, nebot jsou pifristkem C! resp. AC funkce G(y) = [ dy/(w(y)+e)
resp. G(u(t)) v piislusnych mezich. Nyni posleme ¢ — 0+. Pokud u(tp+9) > 0, jde leva strana
do 400 diky (10) a Leviho vété, coz je pii pevném 6 > 0 napravo spor. O

Poznamka. Predchozi véta ziejmé zobecriuje obvyklou vétu o jednoznacnosti (Véta 12, w(s) =
s). Zdroven vsak ddvd optimdlni kritérium, jak je zrejmé z ndsledujiciho.

Tvrzeni 14. Necht w : [0,n] — [0,00) je neklesajici a spliuje

T ds
/0 w < 0 (12)

Potom rovnice ' = w(x) md netrividlni Feseni s pocdteéni podminkou z(0) = 0.

Diikaz. Oznaéme G(y) = [J ds/w(s) pro y € [0,n]. Zfejmé w(s) > 0 pro s > 0, tedy G(y)
je rostouci. Funkce = := G 1, definovand na [0, G(n)], je téz rostouci a 2'(t) = 1/G'(z(t)) =
w(x(t)). O



5. SPOJITOST RESICI FUNKCE

Necht f € CAR(Q) a necht rovnice (2) md v Q vlastnost lokéln{ (a tedy globdlni) jedno-
znacnosti. Definujme 7esici funkci ¢ predpisem o(t,tg,z9) = =(t), kde z(-) je mazimdlni
feSeni rovnice (2) s pocatetni podminkou x(tg) = to. Zfejmé ¢ je korektné definovdna na
néjaké podmnoziné R x Q a ¢(to, to, z9) = xo pro kazdé (tg,zg) € Q.

Lemma 15. Necht Q = Q(to,x0;8,A) a m(t) jsou jako v Definici 2; navic

to+0
/ m(t)dt < AJ3 (13)
to—9

Necht = je vesend, definované na U(ty,d), x(tg) = zo a necht (y,J) je maximdlni resend,
spliugict |y(t') — z(t')| < A/3 pro néjaké t' € (to — d,to +9). Potom J obsahuje [ty — 0, to + ]
a |y(t) — xo| < A pro vSechna t € [ty — 6,10 + 9.

Diikaz. Ukazme nejprve, ze |y(t) — x| < A pro vSechna t € J N [ty — d,to + §]. Sporem: necht
t” >t je nejmensi takové, ze |y(t") — x| = A. Tedy |y(t) — xo| < A pro vSechna ¢ mezi ', ¢
a tudiz

[y(t") = mol < ly(t") —y(E)] + ly(t') — 2(t)] + [ (t) — ol

= [ g @]+ [y(t) - 2(t)| + | / 2(t) di]

t/

to+0
<2/ m(t)dt + A/3 < A
to—9

— spor. Ovsem y musi dle Véty 9 opustit Q, tedy J D [tg — 8,1 + J].
]

Lemma 16. Necht f € CAR(). Potom rovnice (2) md v Q vlastnost lokdlni jednoznacnosti,
prdve kdyz md vlastnost lokdlni spojité zdvislosti na pocdteéni podmince.

Dukaz. Lokalni spojitou zavislosti na pocateéni podmince rozumime, ze ke kazdému reSeni
(x,I) aty € I existuje U(to,d) C I takové, ze pokud x,, jsou Feseni na U (tg, ) a z,(t') — z(t')
pro alespon jedno pevné t' € U(ty, ), pak uz x, = x na U(t,9).

Implikace zprava doleva: je-li y(t) libovolné feseni, spliujici y(to) = z(to), pak BUNO dle
Lemmatu 15 je y definovédno na celém U(tg,d). Vyuzitim predpokladu (s volbou t' = tq,
x, = x) plyne zéveér trividlneé.

Obracené muzeme opét diky Lemmatu 15 predpokladat, ze graf z,, C Q(to,zo;d, A). Stejné
jako ve Vété 5 obdrzime relativni kompaktnost posloupnosti z,, v C([tg — 0,9 + d]). Pokud
Tn A2 x, vybrali bychom podposloupnost tak, ze x; = & # x. Protoze vsak dle predpokladu
zi(t") = (') = x(t'), dostdvdme spor s jednoznacnosti. O

Véta 17. Necht f € CAR(Q), kde Q C R™! je oteviend. Necht rovnice (2) md vlastnost
lokdlni jednoznacnosti. Potom tesici funkce je spojitd a jeji definiéni obor je oteviend mnozina.
Dodatek: zobrazeni ,,poédteéni podmince prirad maximdlni interval existence veseni” je zdola
polospojité.



Diikaz. Necht (t1,to,z0) € D(p), necht z(t) = @(t,to,xo) je pifslusné maximdlni FeSeni,
definované na intervalu (a,b) D [tg,t1]. Mnozinu {(¢,z(t)); t € [to,t1]} 1ze diky kompaktnosti
pokryt koneénym systémem Carathéodoryovskych valeu Qr = Qg (g, (7%); 0k, Ak), k < N.
BUNO predpoklddejme, ze 79 = tg a v = t1, Qr_1 N Qk # 0 a také ze

; mk(T) dr < Ak/?) (14)

kde klademe Ij, = [1} — O, 7% + O]. Oznaéme pro jednoduchost y(t) = (¢, t), ;). Potom
ly(to) — 2(to)] < |2 — ol + [z (to) — x(ty)| < Ao/3

pokud (¢, z() je dost blizko (tg,zo). Dle Lemmatu 15 je y definovéno alespoil na Iy a
graf y|7, C Qo. Diky odhadu |y/| < mg zde méme

t
ly(to) — =(to)| < [y(to) — y(to)l + |20 — x(to) < | [ mo(s) ds| + [at — o] = 0.
to
pro (¢4, () — (to,x0), a z Lemmatu 16 plyne, ze dokonce y = = v Ij. Specidlné y(t") — z(t")
v néjakém t” € Iy. Zietézenim téchto tivah dostdvame, ze y = x dokonce v ¢ € [tg—dg, t1+IN]-
Odsud zfejmé

p(t1, o, 20) — @(t1, to, w0) = y(t) — (ty) + x(ty) — z(t1) — 0

pro (t}, 0, z() — (t1,to, xo), coz je dokazovand spojitosti . Také nahlizime [to—do, t1 +An] X
Iy x U(z(tg), A") C D(p) pro vhodné A’ > 0, tj. otevienost D(yp).
Zdola polospojitosti v ,,dodatku* rozumime: je-li (maximéln{) fesen{ = definovéno na (otevie-
ném) I a K C I je kompakt, pak libovolné dost blizké (maximdlni) feSeni y je definovéno
alespon na néjakém (otevieném) J O K. Coz také vyplyva z dokdzaného.

]

6. DIFERENCOVATELNOST RESICI FUNKCE

Pro tucely této sekce predpoklddejme, ze f = f(t,z) je lokdlné lipschitzovskd na (oteviené)
Q c R"*! Dle ptedchoziho je fesici funkce ¢ = @(t,tg, ) spojitd na D(p). Snadno se
nahlédne, Ze ¢ je dokonce lokdlné lipschitzovska. Pro snazsi znaceni se vyrazy tvaru p(t, to, zo)
implicitné omezuji na hodnoty (t,tp,x9) € D(p). Tedy jde o pruniky s otevienou mnozinou
(Véta 17), coz specidlné neméni nic na méfitelnosti.

Lemma 18. Necht A C Q je mnoZina miry nula, necht ty je pevné. Potom pro skoro v§echna
x € R™ plati, Ze (t,(t,to,x)) ¢ A pro skoro vSechna t.

Dukaz. Staci uvazit, ze
{(t, 2);0(t, 10, 2) € A} = {p(to, 7,y); (T,y) € A} (15)

Mnozina vpravo mé miru nula (lipschitzovsky obraz nulové mnoziny); dle Fubiniho véty jsou
x-skoro vSechny fezy nulové podmnoziny R. O



Véta 19. Necht ty € R je pevné. Potom pro skoro vsechna xog € R™ takovd, Ze (to, o) € €,
plati, Ze u(t) = g—i(t,to,xo) je definovdno pro skoro vSechna t a w € R™ libovolné a spliuje
,,rovnici ve variacich “

u' =V, f(t,z(t))u, u(tp) = w (16)

kde z(t) := p(t,to, o).

Diikaz. Necht tg € R je pevné. Necht A C Q je mnozina bodu, kde ¢(-,tg,-) nebo f nenf
diferencovatelna. Dle Rademacherovy véty ma A nulovou miru a dle Lemmatu 18 pro s.v.
xo plati, ze u(t) = g—f)(t,to,mo) je definovéno pro s.v. t (pfi libovolném w) a téz A(t) :=
V. f(t,Z(t)) je definovdno pro s.v. t.
Oznac¢me y(t) := ¢(t,to, z9o + hw). Potom (dle Lemmatu 4)

y(t) —a(t) _ ylto) —a(to) Ff(5,9(9) — fls,2(9)

s (17)

h h o h

pro kazdé t. Pro h — 0 jde prvni ¢len k u(t), druhy ¢len je roven w a integrand ve tfetim ¢lenu
jde k A(s)u(s) pro s.v. s. Z lokdln{ lipschitzovskosti f snadno plyne stejnomérna omezenost
integrandu, a lze tedy pouzit Lebesgueovu vétu. Dostavame

u(t)=w+ [ A(s)u(s)ds (18)

to

pro s.v. t. Tedy u(t) ma AC reprezentanta, ktery je zaroven (jedinym) fesenim rovnice (16),
opét dle Lemmatu 4. O

Disledek 20. Je-li f = f(t,x) tridy C', je %%(t,to,xo) definovdno pro vSechny hodnoty
argumenti — a je opét TeSenim rovnice ve variacich (16).

Dukaz. Oznacme u(t) feseni (16); vime jiz, ze u(t) = g—f)(t, to, o) pro skoro vsechny hodnoty
argumentu. Ovsem Z(t) a tedy A(t) zavisi na téchto argumentech spojité; totéz plati pro a(t)
diky Vété 7. Zavér je nyni pifimych dusledkem nésledujicitho lemmatu. O

Lemma 21. Necht f(x) je lokdlné lipschitzovskd na oteviené Q@ C R™; necht existuje spojitd
funkce g(x) takovd, Ze V f(x) = g(z) skoro viude. Potom f(z) je C' a Vf(x) = g(z) vsude.

Diikaz. Bez Gjmy na obecnosti lze predpokladat, ze @ je omezend krychle, na niz je g(z)
stejnomeérné spojitd. V piipadé m = 1 mame (s ohledem na Tvrzeni 1) f(z1) — f(z2) =
f:ff g(x)dx pro vSechna z1, x2 € Q; tedy f'(x) = g(x) vSude a je spojitd. Pro m obecné
ukazme, ze

of
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véude (a tedy je spojitd) v Q. Piseme-li # = (z1,y) € R x R™!, je podle Fubiniho véty
pro y mimo nulovou N C R™~! (19) v platnosti pro skoro véechna 1, a tedy pro viechna
x1 dle piipadu m = 1. Pro yp € N nésledné volime y,, ¢ N takova, ze y, — yo. Protoze
aa—mfl(-,yn) = ¢g1(-,yn) a prava strana jde stejnomérné ke g;(-,yo), plati (19) i pro y = yo a

dikaz je hotov. O

(z) = g1(x) (19)



7. LINEARNIT ROVNICE
Obecnou linedrni rovnici rozumime
¥ = A(t)z + b(t) (20)

kde A(t) : I — R™™ab(t) : I — R™. Jsou-li A(t) a b(t) lokdlné integrovatelné, je prava strana
zjevné Carathéodoryovska, dokonce zobecnéné lokéalné lipschitzovska, tedy lokalni existence
a jednoznacnost je zarucena. Podstatnym rysem linedrnich rovnic je vSak globdlni existence
feSeni.

Véta 22. Necht A(t) € LL _(I), b(t) € L} (I), kde I C R je otevieny interval. Potom pro
kazdou pocdtecni podminku x(tg) = g, kde ty € I, existuje prdvé jedno teseni rovnice (20),
definované na celém 1.

Dukaz. Oznacme €2 = I x R™. Dle Vét 8, 12 existuje pravé jedno maximalni feSeni, definované
na (otevieném) intervalu J C I. Necht ty € [a, 3] C I je libovolny kompaktni interval.

Oznacme jesté m(t) = ||A(t)]|, ¢ = |zo| + ff |b(t)| dt, C = cexp (ff m(s)ds). Plat{

[z(t)] < e+ t m(t)|x(t)] dt (21)

a tedy |z(t)] < cexp | ftt) m(s) ds| pro kazdé t € [a, 3], dle Lemmatu 11. Dle Véty 9 existuji ¢,
ty € J takova, ze ty < tg < t1 a (t1,z(t1)) a (to, (t2)) nelezi v kompaktu K = [a, 8] x U (zq, C).

Protoze vsak |z(t)| < C pro vSechna o < ¢ < 3, je nutné t; > f3, to < a. Protoze [a, 5] C I je
libovolné, plyne odtud J = 1. U

Poznamka. Analogickou dvahou dostdvdme globalni existenci pro rovnici (2), pokud f €
CAR(I x R™) a plati odhad |f(t,z)| < a(t)|z| + b(t) pro néjaké a(t), b(t) € Li (I).

loc

Véta 23. Necht b(t) € L (I), A € R™" je konstantni matice. Potom Teseni rovnice

loc

' = Az + b(t) (22)

splniuge ,
z(t) = et 4%(t)) +/ et =) 4p(s) ds (23)

to

pro libovolnd tg, t € 1.

Dukaz. Ekvivalence (22) a (23) se provadi rutinnim vypoétem, ovem s odkazem na Tvrzeni 1
a 2. Je také tfeba pozorovat, ze integrand na levé strané (23) je lokalné integrovatelny. O
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