verze 7. ledna 2021

13. UVOD DO DYNAMICKYCH SYSTEMU.

Definice. Dynamickym systémem rozumime dvojici (¢, Q2), kde ¢ = p(t,z) : R x Q2 — Q je
zobrazeni, spliujici

(i) ¢(0,2) = x pro Yz € Q
(i) (s, o(t,x)) = @(s+t,x) proVs,t e R, x € Q
(iii) (t,x) — p(t,x) je spojité

V uvedené definici mtze byt €2 libovolny topologicky prostor; nas vSak budou zajimat vyluéné
hladké dynamické systémy v 2 C R"™.

Piiklad. Je-li Q C R” oteviend, f = f(z) : Q — R" tifdy C!, pak ¢(t,z0) := x(t), kde
x = x(t) je feSeni ulohy

' = f(z), z(0) = xo (1)

je dynamicky systém tiidy C'. Tento piiklad je kanonicky v tom smyslu, ze naopak kazdy
hladky d.s. v R™ vznikne jako ,,fesici funkce* jisté rovnice typu (1).

Definice. Necht (i, Q) je dynamicky systém. Mnozina M C ) se nazve
e pozitivné invariantni, jestlize ¢(¢,z) € M pro Vt > 0, x € M
e negativné invariantni, jestlize ¢(t,z) € M pro Vt <0, x € M
e (uplné) invariantni, jestlize p(t,x) € M proVt e R, x € M
Pro zp € M déle definujeme
e pozitivni orbit v (zg) = {@(t, z0); t > 0}
e negativni orbit v~ (zg) = {¢(t,x0); t < 0}
e (dplny) orbit v~ (z0) = {p(t, 20); t € R}

Jednoduché pozorovéni: pozitivni/negativni/iplny orbit je pozitivné/negativné/tuplné inva-
riantni. Mnozina M je pozitivné/negativné/diplné invariantni, pravé kdyz pro kazdé zo € M
je 71 (xo) resp. v~ (wo) resp. y(xg) casti M.

Definice. Necht (¢, Q) je dynamicky systém. Definujeme w-limitni mnoZinu bodu xy €
jako
w(zg) = {y € Q; It, = 400 t.2. Y(tn, o) — Y}

Podobné definujeme a-limitni mnozinu jako

a(zg) ={y € Q; I, — —o0 t.2. ¢(tn,z0) = y}

Poznamka. Lehce se nahlédne, ze

y € w(zo) <= (Ve>0)(VTI'>0)(3t>1T) [|y —o(t,z0)| < 5},
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tedy
y €N\ w(zg) < (Fe>0)(3IT>0)(Vt>1T) [|y — o(t,x0)| > E:|,

neboli w(zp) obsahuje v tomto smyslu pravé vSechny body, které jsou vyznamné pro ¢(t, z¢)
pro velka ¢ > 0.

Lemma 13.1. w(zg) = ;507" (@(7,20))
Poznamka. Piipomenme, ze mnozina M je souvisld, jestlize neexistuji disjunktni oteviené

mnoziny G, H takové, ze M C GUH, piicemz M NG # 0, M NH # 0. Dale plati, ze interval
je souvisla mnozina, a spojity obraz souvislé mnoziny je opét souvisla mnozina.

Véta 13.1. [Vlastnosti w(zg).] Necht (¢,Q) je dynamicky systém. Potom

1. w(zp) je uzaviend a invariantni
2. je-li v (xg) relativné kompaktni, je w(zg) neprazdna, kompaktni a souvisla.

Véta 13.2.1 Necht (¢,) je dynamicky systém. Potom:
1. w(zp) = {z}, prave kdyz ¢(t,x9) — z, pro t — 400

2. obecngji, pro K C Q kompaktni plati: () # w(zg) C K, pravé kdyz dist(¢(t, zo), K) — 0
pro t — +o0.

Definice. Dynamické systémy (¢, Q) a (1, ©) nazveme topologicky konjugované, jestlize exis-
tuje homeomorfismus h : Q — © takovy, ze h(p(t,x)) = ¥(t,h(x)) pro kazdé t € R, x € Q.
Ekvivalentné ¢(t,-) = h—_1 o 9(t, h(-)) pro kazdé t.

Poznamka. Topologickd konjugace zachovava podstatné rysy dynamickych systému: sta-
cionarni body a jejich stabilitu; periodické orbity; w-limitni mnoziny, ...

Véta 13.3. [O rektifikaci.] Necht f(x) je C! na okoli xp € R", f(zo) # 0. Pak existuje V
okoli xg, W okoli 0 € R™ a difeomorfismus ¢ : V — W takovy, ze x(t) je FeSeni rovnice (1) ve
V, prave kdyz y(t) = g(x(t)) je feSeni rovnice

y=1. (2)

ve W. Jinymi slovy, dynamické systémy urcené rovnicemi (1) a (2) jsou na piislusnych okolich
topologicky (dokonce C') konjugované.

Poznamka. Predchozi véta znamen4, ze dynamika na okoli nestaciondrnich bodu neni piilis
zajimava. Nésledujici (jiz tézsi) véta fikd, ze na ani na okoli staciondrnich hyperbolickych
bodu nevznika zajimavé (tj. nelinedrni) dynamika.

Pfipomenme, Ze staciondrni bod rovnice (1) se nazyva hyperbolicky, jestlize Re A # 0 pro
kazdé X\ ve spektru A = V f(zo).

Véta 13.4.%2 [Hartman-Grobmanova.] Necht f(z) je C! na okoli xg, kde xg je hyperbolicky
staciondrni bod rovnice (1).

Pak existuje V okoli xg a W okoli 0 € R™ takova, ze dynamické systémy, urcené rovnicemi
(1) na V respektive ¢y’ = Ay na W, jsou topologicky konjugované.

'Dikaz viz cviceni.
2Bez dikazu.



14. LA SALLEHO PRINCIP INVARIANCE.

Piipomenime, ze pro C! funkci V :  — R definujeme orbitdini derivaci (vzhledem k fesenim
rovnice (1)) jako

Vi(z) = VV(x Z 8%

Plati: V; < 0 v Q, pravé kdyz pro libovolné fesen{ z(t) rovnice (1) v Q je t + V(x(t))
nerostouci funkce.

Véta 14.1. [La Salle.] Necht (¢, Q) je dynamicky systém, uréeny rovnici (1). Necht existuje
V(x): Q — R tifdy C!, zdola omezeni, £ > 0 takové, ze

Q={xeQ; V(z) <t}
je omezend a nechf koneéné Vf <0 v Q. Oznacme déle

R={z € Qy; Vf:o}
M ={y € R; v(y) C R}

Potom pro kazdé z¢ € Qp je w(xg) C M.

Komentaf. M je nejvétsi invariantni podmnozina R. Zavér (s ohledem na Vétu 13.2. vyse)
k&, ze kazdé feSeni v 2y se blizi k M pro t — +oo. V aplikacich ¢asto M je jednobodova a
La Salle zarucuje asymptotickou stabilitu v situacich, kdy nelze pouzit ani princip linearizace,
ani Ljapunovskou funkci.

15. POINCARE-BENDIXSONOVA TEORIE.

Tato kapitola se zabyva vyluéné hladkymi, rovinnymi dynamickymi systémy. Pfesnéji feceno,
plati nasledujici

Umluva. V celé kapitole 2 C R? je oblast (tj. oteviend, souvisld mnozina), f(z) : Q — R2
je tifdy C! a ¢ = ¢(t, ) je dynamicky systém, pifslusny k rovnici (1). Predpokldddme, Ze
©(t, z) je definovano pro kazdé ¢t > 0 a = € Q.

Opakovani. Mnozina v se nazve krivka, jestlize v = 1([a, b]), kde 9 je spojité a prosté v [a, b].
Pokud v je spojité v [a,b], prosté v [a,b) a 1(a) = (), nazyva se v = ¥([a,b]) Jordanova
krivka.

Ziejmé (periodicky) orbit, presnéji mnozina {p(t,zo); t € [a,b]} je (Jordanova) kiivka.

V roviné plati Jordanova véta: je-li v C R? Jordanova kiivka, pak disjunktné R? = Q3 UyUQs,
kde €; jsou oblasti, €)1 je omezend, (2o je neomezena.

Definice. Usecka3 ¥ C Q se nazyva transverzdla, pokud pro kazdé p plati, ze vektor f(p)
neni rovnobézny se X.

Néazorné: feseni protinaji transverzalu pod nenulovym thlem (a nutné v tomtéz sméru).
Ziejmé kazdym nestacionarnim bodem lze vést néjakou transverzalu.

3Tj. kiivka s afinni parametrizaci.



Lemma 15.1. Nechf ¥ C Q je transverzala, p € 3. Potom existuji ¢ D U okoli bodu p a
&islo A > 0 takové, ze kazdé feseni, spliiujici 2(0) € U: (i) neopusti U v zadném case |t| < A,
a (i) protne ¥ NU v néjakém case |t| < A/2

Poznamka. Klicovou ideou piedchoziho lemmatu je konstrukee tzv. ,,flow-boxu*, coz je (C!-
deformovany) ,,obdélnik*“ obsahujici p, jehoz hranici tvoii dvojice fesSeni (protinajicich ¥) a
dvojice transverzél (rovnobéznych se ).

Lemma 15.2. Necht ¥ C  je transverzdla, necht p € Q. Potom pruseciky 71 (p) a %
tvor{f mnoténni posloupnost. Podrobnéji: pokud ¢ < to < t3 a p(t;,p) € X, tak bud (i)
o(t1,p) = (ta,p) = p(ts3,p), nebo (ii) bod (te,p) lezi striktné uvniti dsecky s krajnimi
body ¢(t1,p) a ¢(t3, p).

Lemma 15.3. Necht 3 C Q je transverzéla, necht p € 2. Potom w(p) N Y obsahuje nejvyse
jeden bod.

Véta 15.1. [Poincaré-Bendixson.] Necht pro p € Q je v*(p) relativné kompaktni v  a necht
w(p) neobsahuje stacionarni bod. Potom w(p) =T, kde T je orbit (netrividlniho) periodického
feSeni.

Véta 15.2. [Bendixson-Dulac.] Necht Q C R? je navic jednoduse souvisld a necht existuje C*
funkce B(z) : 2 — R takova, ze div(Bf)(x) > 0 skoro viude v . Potom rovnice (1) nemé v
Q (netrividlni) periodické feSeni.

Véta 15.3.% Necht ¢ dynamicky systém v  C R? mé nejvyse koneény pocet stacionarnich
bodt. Potom pro kazdé p € Q je w(p) bud (i) jednobodovd, nebo (ii) periodicky orbit, nebo
(iii) koneénd mnozina staciondrnich bodu + sjednoceni orbitu, tyto body spojujicich.

16. CARATHEODORYHO TEORIE.

V celém kapitole I je interval libovolného typu.

Definice. Funkce x : I — R"™ se nazve absolutné spojitd, znac¢ime =z € AC(I), jestlize pro
kazdé e > 0 existuje 6 > 0 takové, ze pro libovolné disjunktnd intervaly (a;,b;) C I plati

Z’az‘—bz‘\ <4 = Z\f(ai)—f(bz‘)\ <e (16.1)

Funkce x se nazve lokdlné absolutné spojitd, znatime x € ACoc(1), jestlize z € AC(J) pro
kazdy kompaktni interval J C I.

Tvrzeni 1. Necht x € AC(I). Potom z’ je definovéna skoro viude v I, ndlezf do L'(I) a
x(te) —x(t1) = fttf x'(s)ds pro vSechna t1, ty € I.

Tvrzeni 2. Necht h € L'(I), tg € I. Potom funkce x(t) := fti) h(s) ds nélezi do AC(I); navic
2’ = h skoro vsude.

Znaéeni. Q C R""! je oteviend mnozina s body (¢t,7) € R x R?, U = U(z0,) je koule v R",
Q(to, m0) = Q(to, z0;0,A) je valec U(tg,d) x U(wg, A) v R™™1. Pro funkce z = x(t) : I — R”
znacime graf x = {(t,z(t));t € I} C R**L.

Definice. Rekneme, ze funkce f(t,z) : © — R™ spliuje Carathéodoryho podminky, znacime
f € CAR(Q), jestlize pro kazdé (tg,xg) € Q existuje valec Q(to,zo;d,A) C Q a funkce
m € LY(U(ty,6)) tak, ze

4Bez dukazu.




(i) pro kazdé x € U(xzg, A) je funkce f(-,x) méfitelna v U(to, )
(ii) pro skoro kazdé t € U(tg,0) je funkce f(¢,-) spojitd v U(xg, A)

(iii) |f(t,z)| < m(t) pro® skoro véechna t pro viechna x v Q(to, zo;d, A)

Definice. Necht f € CAR(R2). Funkce z : I — R" se nazyvd feSenim rovnice

' = f(t,x) (16.1)
v Q ve smyslu Carathéodoryho, jestlize graf x C Q, x € AC\,(I) a plati 2'(t) = f(t, z(t)) pro
skoro vSechna t € I.
Lemma 16.1. Necht f € CAR(Q), z : I — R" je spojité funkce a graf x C Q. Potom funkce
tes f(t,z(t)) je v Li (I).

loc

Lemma 16.2. Necht f € CAR(Q), z : [ — R" je spojita funkce a graf x C Q. Potom z je
fesenim (16.1) ve smyslu Carathéodoryho, prave kdyz

to
x(te) —x(t1) = f(s,z(s))ds (16.2)
t1
pro vSechna t{, to € I.

Poznamka. Na zakladé uvedené integralni formulace se (analogicky ke klasické teorii) muze
rozvinout teorie AC (,,Carathéodoryho®) feseni: lokélni existence, podminky jednoznaé¢nosti,
maximélni feSeni, spojitd zavislost na pocateéni podmince, atd. Zde se omezime na jistou
variantu Picardovy véty, zahrnujici dokonce globalni existenci a spojitou zavislost na datech
rovnice.

Véta 16.1. [Zobecnénd Banachova véta.] Necht A, X jsou metrické prostory, X je uplny
a neprazdny. Necht ® : A x X — X je spojité vuci A pro kazdé z pevné. Necht (klicovy
predpoklad uniformni kontrakce) existuje k € (0,1) takové, ze

@A\, z) =2\ y)llx <kllz—ylx  VAEA z,y€X. (16.3)
Potom
(i) pro kazdé X € A existuje prave jedno z(\) € X takové, ze ®(\, z(N)) = z(N)
(ii) zobrazeni A — x(A) je spojité

(it) [ly — =(Vllx < (1= ) ly— S y)lx proVA € A,y € X

Véta 16.2. [Zobecnéna Picardova véta.] Necht I = [0, 7] je omezeny interval, IT je metricky
prostor a f = f(t,z,p) : I x R" x II — R"™ spliiuje nésledujici:
1. f(-,+,p) € CAR(I x R™) pro kazdé p € II pevné

2. existuje £ € LY(I) takové, ze |f(t, z,p) — f(t,y,p)| < £(t)|z — y| pro skoro viechna t € T
pro vSechna z, y € R", p € II

5Frize ,,pro skoro viechna t pro véechna . .. “ znamen4: existuje N mnozina miry nula takové, Ze pro viechna
t ¢ N, pro viechna . ...



3. zobrazeni p — f(f f(s,z(s),p) ds je spojité z II do C(I), pro libovolné pevné ty € I a
zeC()

Potom: pro kazdé zy € R™ a py € II existuje préavé jedno = € AC(I) FeSeni rovnice 2’ =
f(t,x,po), (0) = xo. Toto feseni zdvisi spojité na xy a pg v nasledujicim smyslu: xg, — xg a
Pon, — po implikuje x,, = x v I, kde x,, respektive x jsou feSeni piislusnd k xg,,, po, respektive
k Zo, Po-
Poznamka. Predpoklad 2 uvedené véty muzeme nazvat zobecnénou lipschitzovskosti f(t, z,p)
vudi .
Ptiklad. Linearni rovnice

2 = A(t)z + b(t) (16.3)

kde A(t) : [0,T] — R™™ b(t) : [0,T] — R"™ jsou L! funkce. Zfejmé predpoklady Véty 16.2.
jsou splnény (volme £(t) = ||A(t)||). Pravou stranu b(t) € L'(0,T) lze zahrnout do prostoru
parametru II.

17. STURM-LIOUVILLEOVA TEORIE.

Budeme se zabyvat rovnici
() + () +a()z =0,  tel, (1)

s okrajovymi podminkami

c1z(a) + cap(a)a’(a)
c3z(b) + cap(b)2’ (b) =

Predpoklady platné v celé kapitole : I = [a,b] je omezeny, uzavieny interval, p(t), r(t), q(t)
jsou spojité, navic p(t), r(t) > 0 v celém I; vektory (c1,c2) a (cs3,¢4) jsou nenulové.

0, (2a)

Poznamka. Uloha je ,,prezadana“: netrividlni feSeni bude existovat jen pro jisté hodnoty A.
Piiklad. Rovnice 2"/ + Az = 0, ¢ € [0, 7], okrajové podminky z(0) = 0, z(r) = 0. Netrividln{
fesen{ existuji pouze pro A = k2, k € N.

Pozoruji : piislusna feseni uy = sin(kt) maji na vnitiku intervalu pravé k£ — 1 nulovych bodu,
a tvoif tiplny OG systém v L2(0, 7). Odpovidajici vlastni ¢isla A\ = k%2 — oco. Ukézeme, Ze
tento zaveér plati obecné:

Véta 17.1. Existuje posloupnost A\ < Ay < .-+ < A\ — oo takova, ze (1), (2a), (2b) ma
netrividing feSeni pravé kdyz A = A\; pro néjaké k. Tato feSeni ux maji k — 1 nulovych bodua
v (a,b). Navic tvoif tiplnou OG bézi prostoru L2(a,b), tj. Hilbertova prostoru se skaldrnim
soucinem

b
(& y)r = / (D) (t)r(t)dt. (2)

Poznamka. Reseni chdpeme v Carathéodoryho smyslu, piesnéji feceno: x(t), p(t)z(t)’ €
AC(I), rovnice splnéna skoro vsude v I.

Pohled z FA. Definujeme operator
&L 9(L) - L)
= (p2') + qw



kde
2(Z) = {z € AC(I); p(t)a’ € AC(I); a plati (2a), (2b) }
Potom (1) lze psat jako
Lx+ Iz =0

tj. jde o dlohu na vlastni ¢isla operdtoru .£. Véta 17.1. je tedy (jednim z fady) zobecnéni
znamé véty z LA : je-li A symetricka matice, pak vlastni ¢isla jsou pouze redlnd a z vlastnich
vektoru lze stvorit OG bézi.

Lemma 17.1. Necht (£(t),n(t)) : I — R?\ {(0,0)} jsou spojité. Pak existuji spojité p(t) :
I — (0,00) a ¢(t) : I — R takové, ze £(t) = p(t) cos p(t), n(t) = p(t)sin¢(t), t € I. Funkce p,
¢ ziskaji i dodatecnou hladkost (napi. AC' nebo C*) funkef £, 7.

Priiferova transformace. Substituci £(t) = p(¢t)2/(t), n(t) = x(t) prevedeme (1) systém

§'=—(r(t)+aq(t)n
p(t)y =¢

Polérni soufadnice (viz Lemma 17.1) £(t) = p(t) cos ¢(t), n(t) = p(t) sin ¢(t) vedou na

=0 (p(lt) () + q<t>>) cos $sin 3)
= i cos? T sin?
o = i cost 0 (D) + g(0)sin? o (1)

Klicovy fakt: rovnice (4) pro ¢ (,,faze®) nezavisi na p (,,amplituda“), kterd nds nezajim4.
Transformace okrajovych podminek : BUNO lze predpokladat, ze

(c1,¢2) = (cosa, — sin o) (c3,¢4) = (cos B, —sin ) (5)

a lehce si rozmyslime, ze (2a) resp. (2b) je ekvivalentni ¢(a) = a + Ir resp. ¢(b) = S + k.
Konetné BUNO I =0a«a € [0,7), 8 € (0, n]. Shriime: nalezeni netrividlniho feseni ilohy (1),
(2a), (2b) odpovidé nalezeni feseni ¢ rovnice (4), spliujici
¢(a)
¢(b)

pro vhodné k celé, kde ¢isla «, S splnuji (5).

a, (5a)
B+ km (5b)

Lemma 17.2. Ozna¢éme ¢(t, \) fesici funkei rovnice (4) s pocateéni podminkou (5a), pro
dané \. Potom:

1. A= ¢(b, \) je rostouci, spojita
2. ¢(b,\) = 00, A = o0

3. ¢(b,\) =0, A\ - —oc0

Dausledek. Prvni ¢ast Véty 17.1 (existence Ak, ug; pocet nulovych bodu uy.)

Znaceni. Az do konce kapitoly A znaéi ¢isla z predchozi véty a wui néjakd k nim piislusnd
netrividlni feSeni. Ortogonalita uy (tj. druha ¢ast Véty 17.1) plyne ihned z nasledujiciho:



Lemma 17.3. Operator .Z je symetricky, ma pouze redlna vlastni ¢isla a vektory piislusné
k riznym vlastnim ¢éislim jsou kolmé vzhledem ke skaldrnfmu soucinu v L2(a, b).

Lemma 17.4. Necht u, v jsou linearné nezdvisla reseni (1) (s libovolnymi okrajovymi podmin-
kami). Potom existuje nenulové ¢ tak, ze

utv't—u't?}t:L t € |a,bl. 6
(B)v'(t) — ' (t)v(t) o0 [a,b] (6)
Lemma 17.5. Necht \ # )\, pro kazdé k. Necht h € L?(a,b). Potom rovnice
(p()2"))" + (r(t) + a(t))z = r(t)h(t), (7)
spolu s okrajovymi podminkami (2a), (2b) ma prdvé jedno feseni w(t), které 1ze vyjadiit jako
1 t b
w(t) = — <v(t)/ u(s)h(s)r(s)ds + u(t)/ v(s)h(s)r(s) ds)
¢ a t

Zde u(t) resp. v(t) jsou libovolnd netrividln{ feseni (1), spliujici (2a) resp. (2b), a ¢ = p(uv’ —
u'v) je konstanta z Lemmatu 17.4.

Greenuiv operator. Necht A # )\, je pevné. Potom ve smyslu piedchoziho definujeme
operéator ¥ : h(t) — w(t). Lze psat:

b
w(t) = / Ga(t,s)h(s)r(s) ds, t € [a,b], (8)

kde |
Gt s) = {c”(t)“(’”)’ o<t (9)

Lu(s)u(t), s>t
Terminologie: 9 : L2(a,b) — 2(£) nazyvame Greeniv operdtor operator tlohy (7), (2a),
(2b). Je oviem %), = (£ + Ar)~1, neboli resolventa L.

Lemma 17.6. Operdtor ¥, je kompaktni (na L2(a,b)), symetricky, a % (uy) = Af’;\k pro
kazdé A # Ap.

Lemma 17.7. Je déno h € L?(a,b). Uloha
(p(®)a"))" + er(t) + () = r()h(t), (10)

spolu s okrajovymi podminkami (2a), (2b) ma feSeni, pravé kdyz (h,ui), = 0. Za tohoto
predpokladu maji vSechna jeji feseni tvar auy + w, kde

w(t) = = <v(t) / tuk(s)h(s)r(s) ds + up(t) /t bv(s)h(s)r(s) ds> ; (11)

Cc

zde v je néjaké feseni (10) s nulovou pravou stranou (s libovolnymi okrajovymi podminkami),
linedrné nezavislé od uy, a konstanta ¢ = p(upv’ — ujv) pochazi z Lemmatu 17.4.
Poznamka. V feci FA jsme dokdzali: £+ Ar je prosty, pravé kdyz je ,,na“. Obecnéji Rng(.£+
Ar) = (Ker(.f + )\r))J‘, OG doplnék v prostoru L2(a,b). Zbyva: funkce uy tvoif wiplnou bazi
L3(a,b), coz je ekvivalentni tvrzeni, ze S = {0}, kde

S={heLa,b); (hup), =0, Vk=1,2,...} (12)

Tvrzeni z FA. Nechf H je Hilberttv prostor, necht T : H — H je kompaktni, symetricky a
T # 0. Pak T' m4 aspon jedno nenulové vlastni &islo.

Lemma 17.8. Zvolme X # A, Vk. Potom %\ (S) C S a je-li S # {0}, pak &) # 0 na S.



18. OPTIMALNI REGULACE
V této kapitole studujeme rovnice tvaru
o' = f(z,u),  2(0) =z (1)
kde f(z,u): QxU = R" QCR", U CR"™ au=u(t) je pripustnd requlace, tj. prvek
U={u:[0,T] = U; u je méfitelna }

Je obvyklé (ackoliv teorie to nevyzaduje), ze m < n, tj. dimenze regulace je mensi nez dimenze
celého systému. Typické problémy:

1. pro jaka xo, t > 0 existuje u(-) € U tak, ze z(t) = 0 (regulovatelnost)?
2. taz otdzka, navic pro minimélni ¢ (¢asové optimélni regulace)

3. obecnéji: najit u(-) takové, aby funkciondl

byl maximélni. Varianty: ¢ > 0 libovolné, pfedepsana koncova podminka na x(t) (Ma-
yeruv problém); nebo t = T' pevné dané, zatimco x(7") neni uréeno (Bolzuv problém).

18. I. Linedrni uloha — regulovatelnost, pozorovatelnost.

Uvazujeme nejprve linedrni problém

2’ = Az + Bu, x(0) = mo,

u(-) e = L>(0,T;R™). @)

kde A € R™™ " B € R™™ jsou matice. Z (Carathéodoryho) teorie plyne, ze pro kazdé wu(-)
existuje jediné feseni, dané navic vzoreckem (variace konstant)

¢
z(t) = eag + / =94 Bu(s) ds.
0
Definice. Rekneme, ze regulace u(-) pfivadi pocateéni stav zo do 0 v ase t, jestlize pifslusné
feseni spliuje x(t) = 0. Znacime x %) 0. Mnozinu
(-
R(t) = {wo € R™; Ju(") €U t.7. 20 % 0}
(-

nazyvame oblasti requlovatelnosti v ¢ase t.
Kli¢ové pozorovani. Z predchozi formule plyne, Ze pro tlohu (2) nastava xg L 0, prave
kdyz . v
xo = —/ e *ABu(s) ds. (KP)
0



Definice. Kalmanovou matici rozumime matici typu n X mn

K(A,B) = (B,AB, A’B,...,A""1B)

Lemma 18.1. Pro kazdé [ > 0 celé je A' € Lin{I, A, A%, ... A1},

Véta 18.1. Pro tlohu (2) je pro t > 0 libovolné R(t) = Lin{gi,...,gmn}, kde {g;} jsou
sloupce Kalmanovy matice (A4, B).

Disledek. Uloha (2) je (globalné) regulovatelna (tj. R(t) = R™ pro kazdé t > 0), praveé kdyz
K(A, B) ma hodnost n.

Definice. Systém

¥ = Az, x(0) = x,
y = Bx

(3)

se nazve pozorovatelny (skrze veli¢inu y = Bx), jestlize plati: jsou-li 21, xo FeSeni, pro kterd
Bz = Bxg na néjakém netrividlnim intervalu [0, ¢], pak uz nutné x;(0) = x2(0).

Véta 18.2. Necht A € R™™", B € R™*" jsou ddny. Potom je ekvivalentni:
1. systém (3) je pozorovatelny skrze y = Bx
2. systém 2’ = ATz + BTu je globalné regulovatelny

3. hodnost (AT, BT) je n

Poznamka. Predchozi véta tvrdi, ze ,,pozorovatelnost“ a ,,regulovatelnost® jsou v urcitém
smyslu dudlni pojmy. Nasledujici véta je typickym piikladem principu linearizace: fesitelnost
linedrni dlohy implikuje lokaln{ fesitelnost (hladké) nelinedrni tlohy.

Véta 18.3. [O lokdlni regulovatelnosti.] Necht f(0,0) = 0, f(z,u) je C' na okoli (0,0) a
necht U (tj. obor hodnot ptipustnych regulaci) obsahuje okoli 0. Necht linearizovand tiloha,
tj. (2) pro A =V,f(0,0), B =V,f(0,0) je globdlné regulovatelna.

Pak tloha (1) je lokédlné regulovatelna (tj. pro kazdé ¢ > 0 obsahuje R(¢) okoli nuly).

18. 1. Zpétnd vazba, stabilizovatelnost.

Ptejme se, zda lze regulaci volit automaticky, tj. ve formé zpétné vazby u = F(z). Takovy
systém urc¢ité nebude regulovatelny v koneéném ¢ase (to by odporovalo jednoznaé¢nosti feseni);
muze vSak byt (asymptoticky) stabilni.

Odpoved je opét skryta v Kalmanové matici a dostaneme opét vysledek globalni pro linedrni
problém a vysledek lokdlni pro hladky, nelinearni problém.

Lemma 18.2. Matice

50 51 57172 ﬁnfl
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m4 charakteristicky polynom p(\) = A" — E;:& B;N. Specidlné: volbou f3; lze docilit libo-
volného tvaru spektra o(A).

Véta 18.4. Je-li systém 2/ = Ax + Bu regulovatelny, pak existuje F' € R™*" takové, ze
0(A+ BF) = {\i,..., A}, kde \; € R jsou dédna libovolné. Specialné, linearni zpétnou
vazbou tvaru u = Fx lze zarucit (exponencidlni) asymptotickou stabilitu.

Véta 18.5. Necht jsou splnény piedpoklady Véty 18.3. Pak existuje F' € R™*™ takové, ze
systém 2/ = f(x, Fz) je v poc¢dtku lokdlné asymptoticky stabilni.

18. III. Casové optimdind requlace linedrni wlohy.

Nyni se budeme zabyvat opét linearni dlohou, le¢ pouze s omezenymi hodnotami ptipustné
regulace:
7' = Ax + Bu, z(0) = o,
u() eUd ={u:[0,T] = [-1,1]"; méfitelné }

(4)

kde opét A € R™" B € R™™ jsou matice. Symboly xg AZ)% 0 a R(t) maji tyz vyznam
ul-

jako v sekci I vyse a ovsem plati klicové pozorovani (KP). Zaméiime se na problém ¢asové
optimélni regulace. Budeme potiebovat dva hlubsi vysledky z FA:

Tvrzeni 1. [Banach-Alaoglu.] Mnozina piipustnych regulaci v (4) je x-slabé sekvencidlné
kompaktni v L*°(0,T;R™). Tj. pro kazdou posloupnost {u,} C U existuje podposloupnost
{@,} a funkce u € U takova, ze i, — u v L>®(0,T;R™), tj

/M Ay (¢ dt—)/M

pro libovolnou pevnou funkei M (t) € L1(0,T; R™).

Poznamka. 7 formule variace konstant si snadno rozmyslime, ze konvergence u,, — u impli-
kuje z,,(t) — x(t) pro piislusna feseni bodoveé v [0, 7.

Tvrzeni 2. [Krein-Milman.] Je-li K kompaktni, konvexni, neprazdnd podmnozina lokélné
konvexniho topologického prostoru X, pak K = ¢o(ext K), kde ext K jsou extremalni body
K. Specialné K obsahuje extremalni bod.

Bod a € K se nazve extremalni, jestlize neexistuji xz, y € K takové, ze v #y aa = (x +y)/2.
Ekvivalentné: a je extremalni v K, pravé kdyz K\ {a} je konvexni. Symbolem ¢6(M ) rozumime
uzaver konvexniho obalu M.

Véta 18.6. Je déna tiloha (4). Potom pro kazdé t > 0 je R(t) konvexni, symetrickd, uzaviena,
a R(tl) C R(tg) pro t1 < to.
Dusledek. Oblast globélni regulovatelnost R := J,» o R(t) je konvexni a symetricka.

Véta 18.7. Necht K(A, B) md hodnost n a necht ReA < 0 pro kazdé A € o(A). Potom
Ut>0 R(t) =R"
Poznamka. Je-li dokonce Reo(A) < 0, plyne predchozi véta snadno z Véty 18.3 (o lokalni
regulovatelnosti).

Definice. Rekneme, 7ze u(-) € U je regulace typu bang-bang, jestlize u;(t) = %1 pro s.v. t,
pro vSechna i = 1,...,n. Jinymi slovy, u(t) se skoro stle nachdzi v nékterém z rohtu krychle
[—1,1]™ ptipustnych hodnot.
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Véta 18.8. [Princip bang-bang.] Necht xy € R(t). Pak existuje u(-) € U typu bang-bang
takova, ze xg Ls0.

u(:)
Poznamka. V dikazu se uzila jen existence extremélniho bodu. Plné znéni Krein-Milmanovy
véty implikuje, Ze libovolnd regulace 1ze x-slabé aproximovat (kone¢nou) konvexni kombinaci
regulaci typu bang-bang (a tedy kazdé reseni lze aproximovat feSenimi, pohdnénymi kone¢nou
konvexni kombinaci regulaci typu bang-bang).

Véta 18.9. Necht g € (J,o( R(t). Pak existuje t* a u*(-) € U takovd, Ze xg % 0, pricemz
uw* (-

cas t* je nejmensi mozny, tj. xo & (J,o R(1).

Disledek. (Vét 18.8. a 18.9.) Je-li 29 € U, R(t), existuje ¢asové optimalni u*(-) € U typu

bang-bang takova, ze xg —t(—)—> 0.
u* (-

Véta 18.10. [Pontrjagintiv princip maxima.] Necht u*(-) € U, o % 0, kde t* je optimalni
u* (-

cas. Pak existuje h € R™ \ {0} takové, ze

hee A But(s) = max hee By, prosv.te [0, 5)
nel— ’1m

Poznamka. Uvedend véta je typickym piikladem nutné podminky extrému: na prvni pohled
neni zfejmé, proc plati, ani k ¢emu je uziteéna. V konkrétnich piikladech vsak zpravidla vede k
identifikaci jednoho ¢i nékolika mélo kandidat na extrém, mezi nimiz uz snadno rozhodneme.

18. IV. Pontrjaginiv princip — obecnd verze.

Zavérem budeme uvazovat obecnou optimaliza¢ni tlohu

x’:f(a:,u), x(O)ZCUo
u() €U ={u:[0,T] — U méfitelné }

- 6)
Pl = gla(®) + | rla(s).u(s)) ds

Cilem je najit u(-) € U takové, ze hodnota funkciondlu P[u(-)] je maximalni. V zadani dlohy

je T > 0 déno pevné, na hodnotu z(7T") neklademe ziddné podminky (tzv. Bolzuv problém).

Véta 18.11. [Pontrjagintv princip — Bolziv problém.] Necht w*(t) € U je lokdlni maximum
tilohy (6); necht z*(t) je piislusné feSeni a necht funkce f = f(z,u), r = r(x,u) a g = g(x)
jsou C! na okolf graft x*(t), u*(t).

Potom pro s.v. t € [0,7T] je

H(a(t),p"(t), v (1)) = max H(z*(t), p*(¢),n) (7)
kde
H(z,p,u) = p" f(z,u) +r(z,u) (8)
je tzv. Hamiltonidn a p*(t) € R™ je feseni adjungované ilohy
(pT)/ = _va(x*vpa U*) (9)
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s koncovou podminkou
p"(T) = Vag(z*(T)) (10)

Poznamka. Adjungovand rovnice (9) po slozkéch

M= =Y mol 0 (0) ~ g W), pll) = g (a(T))

To je linedrni rovnice a ma tedy — pro dana x*(t), u*(¢) — jediné (AC) feSeni.

Lemma 18.3. Necht 2’ = A(t)z, necht (p”) = —pT A(t). Potom p - z je konstantni.

19. BIFURKACE

Definice. [Bifurkace — verze ODR.] Bod (xo, o) se nazve reguldrni bod rovnice

m/:f(xvu)v (1)

jestlize existuje § > 0 takové, ze pro |u — po| < 0 jsou piislusné dynamické systémy na jistém
okoli zy navzdjem topologicky konjugované. Bod (xg, up) se nazve bodem bifurkace, pokud
neni regularni. Proménnou p (zde jen z R) nazyvame bifurkaéni parametr.

Poznamky. Bod bifurkace ODR je nutné staciondrni (Véta 13.3 o rektifikaci), nehyperbolicky
(VOIF, Rouchého véta, Hartman-Grobmanova véta, ... ).

Lemma 19.1. [O vydéleni.] Necht h(z, ) je C*, kde k > 1, a necht h(0,\) = 0, na n&jakém
okoli (0,0). Potom existuje H(x,\) tiidy C*~! takové, ze h(z,\) = xH(x, \) na témze okolf
(0,0). Navic plati:

H(0,0) = 8,h(0,0), 0, H(0,0) = %aﬁxh(o,o),

ONH (0,0) = 92,h(0,0),  92,H(0,0) = =92,.h(0,0), atd.

1
:g TTT

Véta 19.1. Necht f(z, 1) je C? na okoli (0,0) € R2. Necht f(0,0) = 0, f.(0,0) = 0, necht
f1(0,0) # 0, f22(0,0) # 0. Potom rovnice

o' = f(x, p) (2)
mé v bodé (0,0) bifurkaci typu ,,sedlo-uzel .

Véta 19.2. Necht f(z,u) je C? na okoli (0,0) € R2. Necht f(0,0) = 0, f.(0,0) = 0; dale
necht f(0,u) = 0 pro p v okoli 0 (tedy téz f,(0,0) = 0). Necht f,(0,0) # 0, fz2(0,0) # 0.
Potom rovnice (2) ma v bodé (0,0) ,,transkritickou* bifurkaci.

Véta 19.3. Necht f(z,u) je C® na okoli (0,0) € R2. Necht f(0,0) = 0, f,(0,0) = 0; dale
necht f(0, ) = 0 pro p v okoli 0 (tedy téz f,(0,0) = 0) a necht f,,(0,0) = 0. Koneéné necht
Juz(0,0) # 0 a fz22(0,0) # 0. Potom rovnice (2) ma v bodé (0,0) ,,vidlickovou* bifurkaci.
Definice. [Bifurkace — abstraktn{ verze.] Necht F(u,\) : X xR — Y, kde X, Y jsou (redlné)
Banachovy prostory. Necht F/(0,\) = 0 pro A v okoli \g. Bod (0, \g) se nazve bodem bifurkace,
jestlize kazdé okoli (0, \g) obsahuje netrividln? (tj. s u # 0) FeSeni rovnice

Fu,\) =0 (3)
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Véta 19.4. [Hopfova bifurkace v R2.] Je dédna soustava

w’) <fﬂ> (f (z,y u))

=A + e 4
(y’ "\ 9(z,y, 1) @
kde f, g, Vayuf, Viyg jsou hladké v okolf poc¢atku a rovné nule v bodech (0,0, u). Necht A,
je redlnd matice 2 x 2, zavisejici hladce na p takové, ze (klicovy predpoklad)

o(A,) = {aln) £ iw(pn))
a(0) =0, a(0)#0, w(0)#0

Pak v (libovolném) okoli po¢dtku existuji (netrividlni) periodickd feseni. Podrobnéji: existuje
0 > 0 t.z. pro kazdé a € (0,0) existuje u = p(a) takové, ze soustava ma periodické Feseni,
prochéazejici bodem (z,y) = (a,0).

20. STABILNf, NESTABILNI A CENTRALNI VARIETA.

Problém. Budeme se nejprve zabyvat pomocnou soustavou

o' = Az + f(z,y)
y' =By +g(z,y)

kde z € R", y € R™, f = g =0 v bodé (0,0).
Piedpoklady. Pro jista kladné e, cg, 5, p a o plati :
e Reo(A) > — ( = x- Az > —¢|z]?)
e Reo(B) < B ( < |e!B|| < coe P, t>0)
e |f], lg| < p viude v R*t™

e Lip f, Lipg < o véude v R**™

Cil. Hleddme invariantni varietu; podrobnéji hledame ® € X, kde
X={®:R" - R" ®0)=0,|® <b Lip® <{}
s vlastnosti
(x(t),y(1)) Test (1), y(0) = @(2(0)) = y(t) = @(z(})), Vt € R (INV)

Znaceni. Rovnici
p=Ap+ f(p,®2(p)) (2)

kde ® € X, nazyvdme redukovanou rovnici. Poznamenejme, ze diky (globélni) lipschitzov-
skosti f, g, ® je zaruCena globdlni existence a jednoznacnost feseni (1), (2).

Lemma 20.1. & € X m4 vlastnost (INV), pravé kdyz ma vlastnost

p(t) fest (2) = (x(t),y(t)) := (p(t), B(p(t))) Fest (1) (RED)
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Lemma 20.2. Nechf matice B splituje vyse uvedené predpoklady, necht v(t) je spojita,
omezend na (—oo,0]. Pak existuje pravé jedno feSeni rovnice y' = By + v(t), omezené pro
t — —oo. Toto feSeni je uréeno pocateéni podminkou

0
y(0) = / e_SB'y(s)ds

—00

Lemma 20.3. & € X m4 vlastnost (INV), pravé kdyz mé vlastnost
0 B
Bn) = [ Pop(s) Dp(s)ds. i € B (B)
—00
kde p(-) na pravé strané je feseni (2) s poc¢atecni podminkou p(0) = py.

Véta 20.1. Necht vyse zavedené konstanty spliiuji:

cop coo(1+ 1) 1 1+¢
—<b </ =
3 = B—e—o(lt+0) @07

+ <1
B B—e—0c(2+ E))
Pak existuje pravé jedno ¢ € X, spliaujici (INV).

Poznamka. Podminky predchozi véty lze splnit typicky takto: konstanty 3, cg a €, vyjadiujici
vlastnosti matic A, B, jsou dany a plati 5 > 0, 8 > ¢ (dokonce ¢ muze byt i zadporné.)
Konstanty b, ¢, definujici X, zvolim libovolné. Pak pro dosti malé p, o (coz jsou konstanty,
kontrolujici nelinearity f, g) jsou uvedené podminky splnény.

Dodatek o hladkosti. Jsou-li f, g tiidy C', lze nalézt ® téz tiidy C'. Plati obecnéji pro
k > 1; neplati ve tiidé C*° a ani ve t¥idé analytickych funkci.

Dodatek o te¢né. Je-li Vg(0,0) = 0, spliuje nalezené ® navic V&(0) = 0.

Aplikace 1. Uvazujme systém
X' =MX + F(X) (3)

kde F je C! na okoli 0, F(0) = 0, VF(0) = 0. Predpoklddejme déle, ze spektrum M se
nachdzi ¢astetné v poloroviné {Re < 0}, ¢aste¢né na imaginarni ose {Re = 0}. Jde tedy
o nehyperbolicky stacionadrni bod a zaroven je to ptipad, kdy stabilitu nelze urcit pouze z
linedrni ¢asti rovnice M — ¢leny vyssiho fadu F' zde maji téz slovo.

Vhodnou linedrni transformaci lze systém prevést na tvar (1), kde Reo(A) = 0 (,,centralni
smeéry“), Reo(B) < —f (,,stabilni sméry*), pro vhodné g > 0.

Nelinearitu seifzneme takto : #(X) budiz C' funkce takovd, ze §(X) = X pro |X| < 1,
0(X) = 2X/|X| pro | X| > 2, a plati |[VO(X)| < 2. Potom funkce F.(X) = F(rf(X/r)) je
globalné C!, rovna se F na r-okoli 0, a pro F,, VF, plati globalni odhady, libovolné malé.
Dle Véty 20.1 obdrzend varieta je invariantni pro puvodni systém ovSem pouze v piislusném
r-okoli bodu (0,0). Jde o tzv. lokdlni centrdlni varietu. Ta obecné neni uréena jednozna¢né
(coz neni ve sporu s jednoznacnosti ve Vété 20.1, kterd se aplikuje az po blize neurceném
sefiznuti). Viz vSak Dusledek za Vétou 20.3.

Aplikace 2. Tyz postup lze pouzit v piipadé, ze Reo(B) < 0, avsak Reo(A) > 0. Pak jde o
tzv. lokdlni nestabilni varietu, te¢nou k piislusnym nestabilnim smérim z. V tomto ptipadé
(hyperbolicky bod!) muzeme déle ,,otocit cas* a sestrojime varietu te¢nou ke smérum y, tj.
lokdlni stabilni varietu. Stabilni a nestabilni varieta je (lokdlné) urc¢ena jednoznacné — lze je
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charakterizovat jako ty body, které jdou k poc¢atku pro t — 400 a zaroven neopusti (libovolné
malé) jeho okoli.

Poznamky. V dalsim se budeme vénovat situaci, popsané v Aplikaci 1. Ukazeme si, ze sta-
bilita celého systému (1) je ekvivalentni stabilité redukované rovnice (2) (,,princip redukce
stability”). Ukazeme si ddle metodu aproximace c.v., kterd je zvlasté sikovna v aplikacich :
c.v. totiz obvykle neumime explicitné spocitat.

Znaceni. Pro néjaké pevné p > 0 definujeme ,,kuzel“ a jeho ,,stin® (= uzavér dopliku)
K={X=(z,y) eR"™™; |y| < pla[}
V={X=(z,9) e R"™; |y| > pla[}

obecnéji K(Xo) = {X; X — Xo € K}, V(Xo) = {X; X — Xp € V}.

Lemma 20.4. Pro vhodnou volbu i > 0 a konstant ve Vété 20.1 plati:

1. pozitivni kuzelovd invariance: jsou-li X7, Xy feSeni soustavy (1) a X;1(0) € K(X2(0)),
pak X;(t) € K(X2(t)) pro vSechna ¢t > 0

2. exponencidlni stabilita stinu: jsou-li X1, Xo feSeni soustavy (1) a X;(t) € V(X2(t)) na

intervalu I, pak se na tomto intervalu feSeni exponencidlné pfiblizuji; presnéji feceno :
|X1(t) — Xo(t)] < e 79| X, (s) — X(s)| pro viechna s < t € I

Véta 20.2. Necht jsou splnény piedpoklady Lemmatu 20.4, necht navic p > £. Potom c.v.
ma4 vlastnost ,,asymptotické tplnosti“ (téz ,,stopovaci vlastnost“ neboli ” tracking property”):
pro libovolné X (¢) feSeni (1) existuje Feseni P(t), lezici na c.v. takové, ze X (t) — P(t) jde
exponencialné do nuly. Navic: je-li X (0) blizko pocatku, l1ze volit P(0) téz blizko pocatku.

Dusledek. (Princip redukee stability.) Necht 0 je stabilni (resp. asymptoticky stabilni, resp.
nestabilni) pro redukovanou rovnici (2). Potom 0 méa stejnou vlastnost pro puvodni systém

(1).
Pozorovani. V Lemmatech 20.1. a 20.3. jsme videéli, Ze vlastnost (INV) invariance variety je

ekvivalentni vlastnostem (RED) resp. (PB). Dals{ ekvivalentn{ formulace je ndsledujici: necht
® : R" — R™ je C'. Potom ® m4 vlastnost (INV), pravé kdyz M®(z) = 0 pro Yz € R", kde

M®(z) = VO(z)[Az + f(z, ®(z))] — B®(z) — g(z, ®(z)) (DR)

Nejde vlastné o nic jiného nez ,,orbitalni derivaci“ funkce ®(z) — y podél feseni (1).

Véta 20.3. [Aproximace c.v.] Necht jsou splnény predpoklady Véty 20.1, necht ®(x) € X je

pifslusna c.v. Dale necht ¥(z) : R® — R™ je C* funkce, spliujicif ¥(0) = 0, V¥(0) =0 a
MY(z) = O(|z]?),  [z[ =0, (4)

pro néjaké ¢ > 1. Pak ®(z) — ¥(x) = O(|x|?), |x| — 0.

Disledek. [,,Asymptotickd jednoznaénost c.v.“] Jsou-li ®(x), ®(x) (lokdlni) C' c.v., pak
&(x) — ¢(x) = O(|z|?), |x| — 0 plati pro libovolné g > 1.

Poznamka. Dle vySe uvedeného pozorovani je nalezeni c.v. ekvivalentni vyfeSeni rovnice
M® = 0. To obecné neumime — jednd se systém o m rovnic v proménné x € R", ktery navic
degeneruje (obecné nelze vyjadiit derivace ®) v okoli pocatku.
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Muzeme vsak ,,uhodnout® pfiblizné feseni ¥ tak, aby ¢ v (4) bylo co nejvétsi; dle Véty
20.3. tak mame odpovidajici aproximaci c.v. a tudiz i aproximaci redukované rovnice (2),
jejiz chovani (stabilitu, bifurkace) muzeme tak vysSettit. S ohledem na Vétu 20.2 se nalezené
vysledky snadno rozsiii na cely systém (1).
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