
verze 7. ledna 2021

13. Úvod do dynamických systémů.

Definice. Dynamickým systémem rozumı́me dvojici (ϕ,Ω), kde ϕ = ϕ(t, x) : R × Ω → Ω je
zobrazeńı, splňuj́ıćı

(i) ϕ(0, x) = x pro ∀x ∈ Ω

(ii) ϕ(s, ϕ(t, x)) = ϕ(s+ t, x) pro ∀s, t ∈ R, x ∈ Ω

(iii) (t, x) 7→ ϕ(t, x) je spojité

V uvedené definici může být Ω libovolný topologický prostor; nás však budou zaj́ımat výlučně
hladké dynamické systémy v Ω ⊂ Rn.

Př́ıklad. Je-li Ω ⊂ Rn otevřená, f = f(x) : Ω → Rn tř́ıdy C1, pak ϕ(t, x0) := x(t), kde
x = x(t) je řešeńı úlohy

x′ = f(x), x(0) = x0 (1)

je dynamický systém tř́ıdy C1. Tento př́ıklad je kanonický v tom smyslu, že naopak každý
hladký d.s. v Rn vznikne jako ,,̌rešićı funkce“ jisté rovnice typu (1).

Definice. Necht’ (ϕ,Ω) je dynamický systém. Množina M ⊂ Ω se nazve

• pozitivně invariantńı, jestliže ϕ(t, x) ∈M pro ∀t ≥ 0, x ∈M

• negativně invariantńı, jestliže ϕ(t, x) ∈M pro ∀t ≤ 0, x ∈M

• (úplně) invariantńı, jestliže ϕ(t, x) ∈M pro ∀t ∈ R, x ∈M

Pro x0 ∈M dále definujeme

• pozitivńı orbit γ+(x0) = {ϕ(t, x0); t ≥ 0}

• negativńı orbit γ−(x0) = {ϕ(t, x0); t ≤ 0}

• (úplný) orbit γ−(x0) = {ϕ(t, x0); t ∈ R}

Jednoduchá pozorováńı: pozitivńı/negativńı/úplný orbit je pozitivně/negativně/úplně inva-
riantńı. Množina M je pozitivně/negativně/úplně invariantńı, právě když pro každé x0 ∈ M
je γ+(x0) resp. γ−(x0) resp. γ(x0) část́ı M .

Definice. Necht’ (ϕ,Ω) je dynamický systém. Definujeme ω-limitńı množinu bodu x0 ∈ Ω
jako

ω(x0) = {y ∈ Ω; ∃tn → +∞ t.ž. ϕ(tn, x0)→ y}

Podobně definujeme α-limitńı množinu jako

α(x0) = {y ∈ Ω; ∃tn → −∞ t.ž. ϕ(tn, x0)→ y}

Poznámka. Lehce se nahlédne, že

y ∈ ω(x0) ⇐⇒
(
∀ε > 0

)(
∀T > 0

)(
∃t ≥ T

)[
|y − ϕ(t, x0)| < ε

]
,
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tedy

y ∈ Ω \ ω(x0) ⇐⇒
(
∃ε > 0

)(
∃T > 0

)(
∀t ≥ T

)[
|y − ϕ(t, x0)| ≥ ε

]
,

neboli ω(x0) obsahuje v tomto smyslu právě všechny body, které jsou významné pro ϕ(t, x0)
pro velká t > 0.

Lemma 13.1. ω(x0) =
⋂
τ>0 γ

+(ϕ(τ, x0))

Poznámka. Připomeňme, že množina M je souvislá, jestliže neexistuj́ı disjunktńı otevřené
množiny G, H takové, že M ⊂ G ∪H, přičemž M ∩ G 6= ∅, M ∩H 6= ∅. Dále plat́ı, že interval
je souvislá množina, a spojitý obraz souvislé množiny je opět souvislá množina.

Věta 13.1. [Vlastnosti ω(x0).] Necht’ (ϕ,Ω) je dynamický systém. Potom

1. ω(x0) je uzavřená a invariantńı

2. je-li γ+(x0) relativně kompaktńı, je ω(x0) neprázdná, kompaktńı a souvislá.

Věta 13.2.1 Necht’ (ϕ,Ω) je dynamický systém. Potom:

1. ω(x0) = {z}, právě když ϕ(t, x0)→ z, pro t→ +∞

2. obecněji, pro K ⊂ Ω kompaktńı plat́ı: ∅ 6= ω(x0) ⊂ K, právě když dist(ϕ(t, x0),K)→ 0
pro t→ +∞.

Definice. Dynamické systémy (ϕ,Ω) a (ψ,Θ) nazveme topologicky konjugované, jestliže exis-
tuje homeomorfismus h : Ω → Θ takový, že h(ϕ(t, x)) = ψ(t, h(x)) pro každé t ∈ R, x ∈ Ω.
Ekvivalentně ϕ(t, ·) = h−1 ◦ ψ(t, h(·)) pro každé t.

Poznámka. Topologická konjugace zachovává podstatné rysy dynamických systémů: sta-
cionárńı body a jejich stabilitu; periodické orbity; ω-limitńı množiny, . . .

Věta 13.3. [O rektifikaci.] Necht’ f(x) je C1 na okoĺı x0 ∈ Rn, f(x0) 6= 0. Pak existuje V
okoĺı x0, W okoĺı 0 ∈ Rn a difeomorfismus g : V → W takový, že x(t) je řešeńı rovnice (1) ve
V, právě když y(t) = g(x(t)) je řešeńı rovnice

y′ =


1
0
...
0

 (2)

veW. Jinými slovy, dynamické systémy určené rovnicemi (1) a (2) jsou na př́ıslušných okoĺıch
topologicky (dokonce C1) konjugované.

Poznámka. Předchoźı věta znamená, že dynamika na okoĺı nestacionárńıch bod̊u neńı př́ılǐs
zaj́ımavá. Následuj́ıćı (již těžš́ı) věta ř́ıká, že na ani na okoĺı stacionárńıch hyperbolických
bod̊u nevzniká zaj́ımavá (tj. nelineárńı) dynamika.
Připomeňme, že stacionárńı bod rovnice (1) se nazývá hyperbolický, jestliže Reλ 6= 0 pro
každé λ ve spektru A = ∇f(x0).

Věta 13.4.2 [Hartman-Grobmanova.] Necht’ f(x) je C1 na okoĺı x0, kde x0 je hyperbolický
stacionárńı bod rovnice (1).
Pak existuje V okoĺı x0 a W okoĺı 0 ∈ Rn taková, že dynamické systémy, určené rovnicemi
(1) na V respektive y′ = Ay na W, jsou topologicky konjugované.

1Důkaz viz cvičeńı.
2Bez d̊ukazu.
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14. La Salleho princip invariance.

Připomeňme, že pro C1 funkci V : Ω→ R definujeme orbitálńı derivaci (vzhledem k řešeńım
rovnice (1)) jako

V̇f (x) = ∇V (x) · f(x) =
n∑
j=1

∂V

∂xj
(x)fj(x)

Plat́ı: V̇f ≤ 0 v Ω, právě když pro libovolné řešeńı x(t) rovnice (1) v Ω je t 7→ V (x(t))
nerostoućı funkce.

Věta 14.1. [La Salle.] Necht’ (ϕ,Ω) je dynamický systém, určený rovnićı (1). Necht’ existuje
V (x) : Ω→ R tř́ıdy C1, zdola omezená, ` > 0 takové, že

Ω` = {x ∈ Ω; V (x) < `}

je omezená a necht’ konečně V̇f ≤ 0 v Ω`. Označme dále

R = {x ∈ Ω`; V̇f = 0}
M = {y ∈ R; γ(y) ⊂ R}

Potom pro každé x0 ∈ Ω` je ω(x0) ⊂M .

Komentář. M je největš́ı invariantńı podmnožina R. Závěr (s ohledem na Větu 13.2. výše)
ř́ıká, že každé řešeńı v Ω` se bĺıž́ı k M pro t→ +∞. V aplikaćıch často M je jednobodová a
La Salle zaručuje asymptotickou stabilitu v situaćıch, kdy nelze použ́ıt ani princip linearizace,
ani Ljapunovskou funkci.

15. Poincaré-Bendixsonova teorie.

Tato kapitola se zabývá výlučně hladkými, rovinnými dynamickými systémy. Přesněji řečeno,
plat́ı následuj́ıćı

Úmluva. V celé kapitole Ω ⊂ R2 je oblast (tj. otevřená, souvislá množina), f(x) : Ω → R2

je tř́ıdy C1 a ϕ = ϕ(t, x) je dynamický systém, př́ıslušný k rovnici (1). Předpokládáme, že
ϕ(t, x) je definováno pro každé t ≥ 0 a x ∈ Ω.

Opakováńı. Množina γ se nazve křivka, jestliže γ = ψ([a, b]), kde ψ je spojité a prosté v [a, b].
Pokud ψ je spojité v [a, b], prosté v [a, b) a ψ(a) = ψ(b), nazývá se γ = ψ([a, b]) Jordanova
křivka.
Zřejmě (periodický) orbit, přesněji množina {ϕ(t, x0); t ∈ [a, b]} je (Jordanova) křivka.
V rovině plat́ı Jordanova věta: je-li γ ⊂ R2 Jordanova křivka, pak disjunktně R2 = Ω1∪γ∪Ω2,
kde Ωi jsou oblasti, Ω1 je omezená, Ω2 je neomezená.

Definice. Úsečka3 Σ ⊂ Ω se nazývá transverzála, pokud pro každé p plat́ı, že vektor f(p)
neńı rovnoběžný se Σ.

Názorně: řešeńı prot́ınaj́ı transverzálu pod nenulovým úhlem (a nutně v tomtéž směru).
Zřejmě každým nestacionárńım bodem lze vést nějakou transverzálu.

3Tj. křivka s afinńı parametrizaćı.
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Lemma 15.1. Necht’ Σ ⊂ Ω je transverzála, p ∈ Σ. Potom existuj́ı U ⊃ Ũ okoĺı bodu p a
č́ıslo ∆ > 0 takové, že každé řešeńı, splňuj́ıćı x(0) ∈ Ũ : (i) neopust́ı U v žádném čase |t| < ∆,
a (ii) protne Σ ∩ Ũ v nějakém čase |t| < ∆/2

Poznámka. Kĺıčovou ideou předchoźıho lemmatu je konstrukce tzv. ,,flow-boxu“, což je (C1-
deformovaný) ,,obdélńık“ obsahuj́ıćı p, jehož hranici tvoř́ı dvojice řešeńı (prot́ınaj́ıćıch Σ) a
dvojice transverzál (rovnoběžných se Σ).

Lemma 15.2. Necht’ Σ ⊂ Ω je transverzála, necht’ p ∈ Ω. Potom pr̊useč́ıky γ+(p) a Σ
tvoř́ı mnotónńı posloupnost. Podrobněji: pokud t1 < t2 < t3 a ϕ(ti, p) ∈ Σ, tak bud’ (i)
ϕ(t1, p) = ϕ(t2, p) = ϕ(t3, p), nebo (ii) bod ϕ(t2, p) lež́ı striktně uvnitř úsečky s krajńımi
body ϕ(t1, p) a ϕ(t3, p).

Lemma 15.3. Necht’ Σ ⊂ Ω je transverzála, necht’ p ∈ Ω. Potom ω(p) ∩ Σ obsahuje nejvýše
jeden bod.

Věta 15.1. [Poincaré-Bendixson.] Necht’ pro p ∈ Ω je γ+(p) relativně kompaktńı v Ω a necht’

ω(p) neobsahuje stacionárńı bod. Potom ω(p) = Γ, kde Γ je orbit (netriviálńıho) periodického
řešeńı.

Věta 15.2. [Bendixson-Dulac.] Necht’ Ω ⊂ R2 je nav́ıc jednoduše souvislá a necht’ existuje C1

funkce B(x) : Ω→ R taková, že div(Bf)(x) > 0 skoro všude v Ω. Potom rovnice (1) nemá v
Ω (netriviálńı) periodické řešeńı.

Věta 15.3.4 Necht’ ϕ dynamický systém v Ω ⊂ R2 má nejvýše konečný počet stacionárńıch
bod̊u. Potom pro každé p ∈ Ω je ω(p) bud’ (i) jednobodová, nebo (ii) periodický orbit, nebo
(iii) konečná množina stacionárńıch bod̊u + sjednoceńı orbit̊u, tyto body spojuj́ıćıch.

16. Carathéodoryho teorie.

V celém kapitole I je interval libovolného typu.

Definice. Funkce x : I → Rn se nazve absolutně spojitá, znač́ıme x ∈ AC(I), jestliže pro
každé ε > 0 existuje δ > 0 takové, že pro libovolné disjunktńı intervaly (ai, bi) ⊂ I plat́ı∑

i

|ai − bi| < δ =⇒
∑
i

|f(ai)− f(bi)| < ε (16.1)

Funkce x se nazve lokálně absolutně spojitá, znač́ıme x ∈ ACloc(I), jestliže x ∈ AC(J) pro
každý kompaktńı interval J ⊂ I.

Tvrzeńı 1. Necht’ x ∈ AC(I). Potom x′ je definována skoro všude v I, nálež́ı do L1(I) a
x(t2)− x(t1) =

∫ t2
t1
x′(s) ds pro všechna t1, t2 ∈ I.

Tvrzeńı 2. Necht’ h ∈ L1(I), t0 ∈ I. Potom funkce x(t) :=
∫ t
t0
h(s) ds nálež́ı do AC(I); nav́ıc

x′ = h skoro všude.

Značeńı. Ω ⊂ Rn+1 je otevřená množina s body (t, x) ∈ R×Rn, U = U(x0, δ) je koule v Rn,
Q(t0, x0) = Q(t0, x0; δ,∆) je válec U(t0, δ)× U(x0,∆) v Rn+1. Pro funkce x = x(t) : I → Rn
znač́ıme graf x = {(t, x(t)); t ∈ I} ⊂ Rn+1.

Definice. Řekneme, že funkce f(t, x) : Ω→ Rn splňuje Carathéodoryho podmı́nky, znač́ıme
f ∈ CAR(Ω), jestliže pro každé (t0, x0) ∈ Ω existuje válec Q(t0, x0; δ,∆) ⊂ Ω a funkce
m ∈ L1(U(t0, δ)) tak, že

4Bez d̊ukazu.
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(i) pro každé x ∈ U(x0,∆) je funkce f(·, x) měřitelná v U(t0, δ)

(ii) pro skoro každé t ∈ U(t0, δ) je funkce f(t, ·) spojitá v U(x0,∆)

(iii) |f(t, x)| ≤ m(t) pro5 skoro všechna t pro všechna x v Q(t0, x0; δ,∆)

Definice. Necht’ f ∈ CAR(Ω). Funkce x : I → Rn se nazývá řešeńım rovnice

x′ = f(t, x) (16.1)

v Ω ve smyslu Carathéodoryho, jestliže graf x ⊂ Ω, x ∈ ACloc(I) a plat́ı x′(t) = f(t, x(t)) pro
skoro všechna t ∈ I.

Lemma 16.1. Necht’ f ∈ CAR(Ω), x : I → Rn je spojitá funkce a graf x ⊂ Ω. Potom funkce
t 7→ f(t, x(t)) je v L1

loc(I).

Lemma 16.2. Necht’ f ∈ CAR(Ω), x : I → Rn je spojitá funkce a graf x ⊂ Ω. Potom x je
řešeńım (16.1) ve smyslu Carathéodoryho, právě když

x(t2)− x(t1) =

∫ t2

t1

f(s, x(s)) ds (16.2)

pro všechna t1, t2 ∈ I.

Poznámka. Na základě uvedené integrálńı formulace se (analogicky ke klasické teorii) může
rozvinout teorie AC (,,Carathéodoryho“) řešeńı: lokálńı existence, podmı́nky jednoznačnosti,
maximálńı řešeńı, spojitá závislost na počátečńı podmı́nce, atd. Zde se omeźıme na jistou
variantu Picardovy věty, zahrnuj́ıćı dokonce globálńı existenci a spojitou závislost na datech
rovnice.

Věta 16.1. [Zobecněná Banachova věta.] Necht’ Λ, X jsou metrické prostory, X je úplný
a neprázdný. Necht’ Φ : Λ × X → X je spojité v̊uči λ pro každé x pevné. Necht’ (kĺıčový
předpoklad uniformńı kontrakce) existuje κ ∈ (0, 1) takové, že

‖Φ(λ, x)− Φ(λ, y)‖X ≤ κ‖x− y‖X ∀λ ∈ Λ, x, y ∈ X. (16.3)

Potom

(i) pro každé λ ∈ Λ existuje právě jedno x(λ) ∈ X takové, že Φ(λ, x(λ)) = x(λ)

(ii) zobrazeńı λ 7→ x(λ) je spojité

(iii) ‖y − x(λ)‖X ≤ (1− κ)−1‖y − Φ(λ, y)‖X pro ∀λ ∈ Λ, y ∈ X

Věta 16.2. [Zobecněná Picardova věta.] Necht’ I = [0, T ] je omezený interval, Π je metrický
prostor a f = f(t, x, p) : I × Rn ×Π→ Rn splňuje následuj́ıćı:

1. f(·, ·, p) ∈ CAR(I × Rn) pro každé p ∈ Π pevné

2. existuje ` ∈ L1(I) takové, že |f(t, x, p)− f(t, y, p)| ≤ `(t)|x− y| pro skoro všechna t ∈ I
pro všechna x, y ∈ Rn, p ∈ Π

5Fráze ,,pro skoro všechna t pro všechna . . . “ znamená: existuje N množina mı́ry nula taková, že pro všechna
t /∈ N , pro všechna . . . .
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3. zobrazeńı p 7→
∫ t
0 f(s, x(s), p) ds je spojité z Π do C(I), pro libovolné pevné t0 ∈ I a

x ∈ C(I)

Potom: pro každé x0 ∈ Rn a p0 ∈ Π existuje právě jedno x ∈ AC(I) řešeńı rovnice x′ =
f(t, x, p0), x(0) = x0. Toto řešeńı záviśı spojitě na x0 a p0 v následuj́ıćım smyslu: x0n → x0 a
p0n → p0 implikuje xn ⇒ x v I, kde xn respektive x jsou řešeńı př́ıslušná k x0n, p0n respektive
k x0, p0.

Poznámka. Předpoklad 2 uvedené věty můžeme nazvat zobecněnou lipschitzovskost́ı f(t, x, p)
v̊uči x.

Př́ıklad. Lineárńı rovnice
x′ = A(t)x+ b(t) (16.3)

kde A(t) : [0, T ] → Rn×n, b(t) : [0, T ] → Rn jsou L1 funkce. Zřejmě předpoklady Věty 16.2.
jsou splněny (volme `(t) = ‖A(t)‖). Pravou stranu b(t) ∈ L1(0, T ) lze zahrnout do prostoru
parametr̊u Π.

17. Sturm-Liouvilleova teorie.

Budeme se zabývat rovnićı(
p(t)x′)

)′
+ (λr(t) + q(t))x = 0, t ∈ I, (1)

s okrajovými podmı́nkami

c1x(a) + c2p(a)x′(a) = 0, (2a)

c3x(b) + c4p(b)x
′(b) = 0. (2b)

Předpoklady platné v celé kapitole : I = [a, b] je omezený, uzavřený interval, p(t), r(t), q(t)
jsou spojité, nav́ıc p(t), r(t) > 0 v celém I; vektory (c1, c2) a (c3, c4) jsou nenulové.

Poznámka. Úloha je ,,přezadaná“: netriviálńı řešeńı bude existovat jen pro jisté hodnoty λ.

Př́ıklad. Rovnice x′′ + λx = 0, t ∈ [0, π], okrajové podmı́nky x(0) = 0, x(π) = 0. Netriviálńı
řešeńı existuj́ı pouze pro λ = k2, k ∈ N.
Pozoruji : př́ıslušná řešeńı uk = sin(kt) maj́ı na vnitřku intervalu právě k− 1 nulových bod̊u,
a tvoř́ı úplný OG systém v L2(0, π). Odpov́ıdaj́ıćı vlastńı č́ısla λk = k2 → ∞. Ukážeme, že
tento závěr plat́ı obecně:

Věta 17.1. Existuje posloupnost λ1 < λ2 < · · · < λk → ∞ taková, že (1), (2a), (2b) má
netriviálńı řešeńı právě když λ = λk pro nějaké k. Tato řešeńı uk maj́ı k − 1 nulových bod̊u
v (a, b). Nav́ıc tvoř́ı úplnou OG bázi prostoru L2

r(a, b), tj. Hilbertova prostoru se skalárńım
součinem

〈x, y〉r =

∫ b

a
x(t)y(t)r(t)dt. (2)

Poznámka. Řešeńı chápeme v Carathéodoryho smyslu, přesněji řečeno: x(t), p(t)x(t)′ ∈
AC(I), rovnice splněna skoro všude v I.

Pohled z FA. Definujeme operátor

L : D(L )→ L1(I)

x 7→ (px′)′ + qx
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kde
D(L ) =

{
x ∈ AC(I); p(t)x′ ∈ AC(I); a plat́ı (2a), (2b)

}
Potom (1) lze psát jako

L x+ λrx = 0

tj. jde o úlohu na vlastńı č́ısla operátoru L . Věta 17.1. je tedy (jedńım z řady) zobecněńı
známé věty z LA : je-li A symetrická matice, pak vlastńı č́ısla jsou pouze reálná a z vlastńıch
vektor̊u lze stvořit OG bázi.

Lemma 17.1. Necht’ (ξ(t), η(t)) : I → R2 \ {(0, 0)} jsou spojité. Pak existuj́ı spojité ρ(t) :
I → (0,∞) a φ(t) : I → R takové, že ξ(t) = ρ(t) cosφ(t), η(t) = ρ(t) sinφ(t), t ∈ I. Funkce ρ,
φ źıskaj́ı i dodatečnou hladkost (např. AC nebo Ck) funkćı ξ, η.

Prüferova transformace. Substitućı ξ(t) = p(t)x′(t), η(t) = x(t) převedeme (1) systém

ξ′ = −(λr(t) + q(t))η

p(t)η′ = ξ

Polárńı souřadnice (viz Lemma 17.1) ξ(t) = ρ(t) cosφ(t), η(t) = ρ(t) sinφ(t) vedou na

ρ′ = ρ

(
1

p(t)
− (λr(t) + q(t))

)
cosφ sinφ (3)

φ′ =
1

p(t)
cos2 φ+ (λr(t) + q(t)) sin2 φ (4)

Kĺıčový fakt: rovnice (4) pro φ (,,fáze“) nezáviśı na ρ (,,amplituda“), která nás nezaj́ımá.
Transformace okrajových podmı́nek : BÚNO lze předpokládat, že

(c1, c2) = (cosα,− sinα) (c3, c4) = (cosβ,− sinβ) (5)

a lehce si rozmysĺıme, že (2a) resp. (2b) je ekvivalentńı φ(a) = α + lπ resp. φ(b) = β + kπ.
Konečně BÚNO l = 0 a α ∈ [0, π), β ∈ (0, π]. Shrňme: nalezeńı netriviálńıho řešeńı úlohy (1),
(2a), (2b) odpov́ıdá nalezeńı řešeńı φ rovnice (4), splňuj́ıćı

φ(a) = α, (5a)

φ(b) = β + kπ (5b)

pro vhodné k celé, kde č́ısla α, β splňuj́ı (5).

Lemma 17.2. Označme φ(t, λ) řešićı funkci rovnice (4) s počátečńı podmı́nkou (5a), pro
dané λ. Potom:

1. λ 7→ φ(b, λ) je rostoućı, spojitá

2. φ(b, λ)→∞, λ→∞

3. φ(b, λ)→ 0, λ→ −∞

Důsledek. Prvńı část Věty 17.1 (existence λk, uk; počet nulových bod̊u uk.)

Značeńı. Až do konce kapitoly λk znač́ı č́ısla z předchoźı věty a uk nějaká k nim př́ıslušná
netriviálńı řešeńı. Ortogonalita uk (tj. druhá část Věty 17.1) plyne ihned z následuj́ıćıho:
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Lemma 17.3. Operátor L je symetrický, má pouze reálná vlastńı č́ısla a vektory př́ıslušné
k r̊uzným vlastńım č́ısl̊um jsou kolmé vzhledem ke skalárńımu součinu v L2

r(a, b).

Lemma 17.4. Necht’ u, v jsou lineárně nezávislá řešeńı (1) (s libovolnými okrajovými podmı́n-
kami). Potom existuje nenulové c tak, že

u(t)v′(t)− u′(t)v(t) =
c

p(t)
t ∈ [a, b]. (6)

Lemma 17.5. Necht’ λ 6= λk pro každé k. Necht’ h ∈ L2
r(a, b). Potom rovnice(

p(t)x′)
)′

+ (λr(t) + q(t))x = r(t)h(t), (7)

spolu s okrajovými podmı́nkami (2a), (2b) má právě jedno řešeńı w(t), které lze vyjádřit jako

w(t) =
1

c

(
v(t)

∫ t

a
u(s)h(s)r(s) ds+ u(t)

∫ b

t
v(s)h(s)r(s) ds

)
Zde u(t) resp. v(t) jsou libovolná netriviálńı řešeńı (1), splňuj́ıćı (2a) resp. (2b), a c = p(uv′−
u′v) je konstanta z Lemmatu 17.4.

Green̊uv operátor. Necht’ λ 6= λk je pevné. Potom ve smyslu předchoźıho definujeme
operátor Gλ : h(t) 7→ w(t). Lze psát:

w(t) =

∫ b

a
Gλ(t, s)h(s)r(s) ds, t ∈ [a, b], (8)

kde

Gλ(t, s) =

{
1
cv(t)u(s), s < t,
1
cv(s)u(t), s > t.

(9)

Terminologie: Gλ : L2
r(a, b) → D(L ) nazýváme Green̊uv operátor operátor úlohy (7), (2a),

(2b). Je ovšem Gλ = (L + λr)−1, neboli resolventa L .

Lemma 17.6. Operátor Gλ je kompaktńı (na L2
r(a, b)), symetrický, a Gλ(uk) = uk

λ−λk pro
každé λ 6= λk.

Lemma 17.7. Je dáno h ∈ L2
r(a, b). Úloha(

p(t)x′)
)′

+ (λkr(t) + q(t))x = r(t)h(t), (10)

spolu s okrajovými podmı́nkami (2a), (2b) má řešeńı, právě když 〈h, uk〉r = 0. Za tohoto
předpokladu maj́ı všechna jej́ı řešeńı tvar αuk + w, kde

w(t) =
1

c

(
v(t)

∫ t

a
uk(s)h(s)r(s) ds+ uk(t)

∫ b

t
v(s)h(s)r(s) ds

)
; (11)

zde v je nějaké řešeńı (10) s nulovou pravou stranou (s libovolnými okrajovými podmı́nkami),
lineárně nezávislé od uk, a konstanta c = p(ukv

′ − u′kv) pocháźı z Lemmatu 17.4.

Poznámka. V řeči FA jsme dokázali: L +λr je prostý, právě když je ,,na“. Obecněji Rng(L +

λr) =
(

Ker(L + λr)
)⊥

, OG doplněk v prostoru L2
r(a, b). Zbývá: funkce uk tvoř́ı úplnou bázi

L2
r(a, b), což je ekvivalentńı tvrzeńı, že S = {0}, kde

S =
{
h ∈ L2

r(a, b); 〈h, uk〉r = 0, ∀k = 1, 2, . . .
}

(12)

Tvrzeńı z FA. Necht’ H je Hilbert̊uv prostor, necht’ T : H → H je kompaktńı, symetrický a
T 6= 0. Pak T má aspoň jedno nenulové vlastńı č́ıslo.

Lemma 17.8. Zvolme λ 6= λk, ∀k. Potom Gλ(S) ⊂ S a je-li S 6= {0}, pak Gλ 6= 0 na S.

8



18. Optimálńı regulace

V této kapitole studujeme rovnice tvaru

x′ = f(x, u), x(0) = x0 (1)

kde f(x, u) : Ω× U → Rn, Ω ⊂ Rn, U ⊂ Rm a u = u(t) je př́ıpustná regulace, tj. prvek

U = {u : [0, T ]→ U ; u je měřitelná }

Je obvyklé (ačkoliv teorie to nevyžaduje), že m < n, tj. dimenze regulace je menš́ı než dimenze
celého systému. Typické problémy:

1. pro jaká x0, t > 0 existuje u(·) ∈ U tak, že x(t) = 0 (regulovatelnost)?

2. táž otázka, nav́ıc pro minimálńı t (časově optimálńı regulace)

3. obecněji: naj́ıt u(·) takové, aby funkcionál

P [u(·)] = g(x(t)) +

∫ t

0
r(x(s), u(s)) ds

byl maximálńı. Varianty: t > 0 libovolné, předepsaná koncová podmı́nka na x(t) (Ma-
yer̊uv problém); nebo t = T pevně dané, zat́ımco x(T ) neńı určeno (Bolz̊uv problém).

18. I. Lineárńı úloha – regulovatelnost, pozorovatelnost.

Uvažujeme nejprve lineárńı problém

x′ = Ax+Bu, x(0) = x0,

u(·) ∈ U = L∞(0, T ;Rm).
(2)

kde A ∈ Rn×n, B ∈ Rn×m jsou matice. Z (Carathéodoryho) teorie plyne, že pro každé u(·)
existuje jediné řešeńı, dané nav́ıc vzorečkem (variace konstant)

x(t) = etAx0 +

∫ t

0
e(t−s)ABu(s) ds .

Definice. Řekneme, že regulace u(·) přivád́ı počátečńı stav x0 do 0 v čase t, jestliže př́ıslušné

řešeńı splňuje x(t) = 0. Znač́ıme x0
t−−→
u(·)

0. Množinu

R(t) = {x0 ∈ Rn; ∃u(·) ∈ U t.ž. x0
t−−→
u(·)

0}

nazýváme oblast́ı regulovatelnosti v čase t.

Kĺıčové pozorováńı. Z předchoźı formule plyne, že pro úlohu (2) nastává x0
t−−→
u(·)

0, právě

když

x0 = −
∫ t

0
e−sABu(s) ds . (KP)
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Definice. Kalmanovou matićı rozumı́me matici typu n×mn

K(A,B) = (B,AB,A2B, . . . , An−1B)

Lemma 18.1. Pro každé l ≥ 0 celé je Al ∈ Lin{I, A,A2, . . . , An−1}.

Věta 18.1. Pro úlohu (2) je pro t > 0 libovolné R(t) = Lin{g1, . . . , gmn}, kde {gj} jsou
sloupce Kalmanovy matice K(A,B).

Důsledek. Úloha (2) je (globálně) regulovatelná (tj. R(t) = Rn pro každé t > 0), právě když
K(A,B) má hodnost n.

Definice. Systém
x′ = Ax, x(0) = x0,

y = Bx
(3)

se nazve pozorovatelný (skrze veličinu y = Bx), jestliže plat́ı: jsou-li x1, x2 řešeńı, pro která
Bx1 ≡ Bx2 na nějakém netriviálńım intervalu [0, t], pak už nutně x1(0) = x2(0).

Věta 18.2. Necht’ A ∈ Rn×n, B ∈ Rm×n jsou dány. Potom je ekvivalentńı:

1. systém (3) je pozorovatelný skrze y = Bx

2. systém x′ = ATx+BTu je globálně regulovatelný

3. hodnost K(AT , BT ) je n

Poznámka. Předchoźı věta tvrd́ı, že ,,pozorovatelnost“ a ,,regulovatelnost“ jsou v určitém
smyslu duálńı pojmy. Následuj́ıćı věta je typickým př́ıkladem principu linearizace: řešitelnost
lineárńı úlohy implikuje lokálńı řešitelnost (hladké) nelineárńı úlohy.

Věta 18.3. [O lokálńı regulovatelnosti.] Necht’ f(0, 0) = 0, f(x, u) je C1 na okoĺı (0, 0) a
necht’ U (tj. obor hodnot př́ıpustných regulaćı) obsahuje okoĺı 0. Necht’ linearizovaná úloha,
tj. (2) pro A = ∇xf(0, 0), B = ∇uf(0, 0) je globálně regulovatelná.
Pak úloha (1) je lokálně regulovatelná (tj. pro každé t > 0 obsahuje R(t) okoĺı nuly).

18. II. Zpětná vazba, stabilizovatelnost.

Ptejme se, zda lze regulaci volit automaticky, tj. ve formě zpětné vazby u = F (x). Takový
systém určitě nebude regulovatelný v konečném čase (to by odporovalo jednoznačnosti řešeńı);
může však být (asymptoticky) stabilńı.
Odpověd’ je opět skryta v Kalmanově matici a dostaneme opět výsledek globálńı pro lineárńı
problém a výsledek lokálńı pro hladký, nelineárńı problém.

Lemma 18.2. Matice

A =


0 1

. . .
. . .
. . .

. . .

0 1
β0 β1 . . . βn−2 βn−1


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má charakteristický polynom p(λ) = λn −
∑n−1

j=0 βjλ
j . Speciálně: volbou βj lze doćılit libo-

volného tvaru spektra σ(A).

Věta 18.4. Je-li systém x′ = Ax + Bu regulovatelný, pak existuje F ∈ Rm×n takové, že
σ(A + BF ) = {λ1, . . . , λn}, kde λj ∈ R jsou dána libovolně. Speciálně, lineárńı zpětnou
vazbou tvaru u = Fx lze zaručit (exponenciálńı) asymptotickou stabilitu.

Věta 18.5. Necht’ jsou splněny předpoklady Věty 18.3. Pak existuje F ∈ Rm×n takové, že
systém x′ = f(x, Fx) je v počátku lokálně asymptoticky stabilńı.

18. III. Časově optimálńı regulace lineárńı úlohy.

Nyńı se budeme zabývat opět lineárńı úlohou, leč pouze s omezenými hodnotami př́ıpustné
regulace:

x′ = Ax+Bu, x(0) = x0,

u(·) ∈ U = {u : [0, T ]→ [−1, 1]m; měřitelné }
(4)

kde opět A ∈ Rn×n, B ∈ Rn×m jsou matice. Symboly x0
t−−→
u(·)

0 a R(t) maj́ı týž význam

jako v sekci I výše a ovšem plat́ı kĺıčové pozorováńı (KP). Zaměř́ıme se na problém časově
optimálńı regulace. Budeme potřebovat dva hlubš́ı výsledky z FA:

Tvrzeńı 1. [Banach-Alaoglu.] Množina př́ıpustných regulaćı v (4) je ∗-slabě sekvenciálně
kompaktńı v L∞(0, T ;Rm). Tj. pro každou posloupnost {un} ⊂ U existuje podposloupnost

{ũn} a funkce u ∈ U taková, že ũn
∗
⇀ u v L∞(0, T ;Rm), tj.∫ T

0
M(t) · ũn(t) dt→

∫ T

0
M(t) · u(t) dt

pro libovolnou pevnou funkci M(t) ∈ L1(0, T ;Rm).

Poznámka. Z formule variace konstant si snadno rozmysĺıme, že konvergence un
∗
⇀ u impli-

kuje xn(t)→ x(t) pro př́ıslušná řešeńı bodově v [0, T ].

Tvrzeńı 2. [Krein-Milman.] Je-li K kompaktńı, konvexńı, neprázdná podmnožina lokálně
konvexńıho topologického prostoru X, pak K = co(extK), kde extK jsou extremálńı body
K. Speciálně K obsahuje extremálńı bod.
Bod a ∈ K se nazve extremálńı, jestliže neexistuj́ı x, y ∈ K takové, že x 6= y a a = (x+ y)/2.
Ekvivalentně: a je extremálńı vK, právě kdyžK\{a} je konvexńı. Symbolem co(M) rozumı́me
uzávěr konvexńıho obalu M .

Věta 18.6. Je dána úloha (4). Potom pro každé t > 0 je R(t) konvexńı, symetrická, uzavřená,
a R(t1) ⊂ R(t2) pro t1 < t2.

Důsledek. Oblast globálńı regulovatelnost R :=
⋃
t>0R(t) je konvexńı a symetrická.

Věta 18.7. Necht’ K(A,B) má hodnost n a necht’ Reλ ≤ 0 pro každé λ ∈ σ(A). Potom⋃
t>0R(t) = Rn.

Poznámka. Je-li dokonce Reσ(A) < 0, plyne předchoźı věta snadno z Věty 18.3 (o lokálńı
regulovatelnosti).

Definice. Řekneme, že u(·) ∈ U je regulace typu bang-bang, jestliže ui(t) = ±1 pro s.v. t,
pro všechna i = 1, . . . , n. Jinými slovy, u(t) se skoro stále nacháźı v některém z roh̊u krychle
[−1, 1]m př́ıpustných hodnot.
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Věta 18.8. [Princip bang-bang.] Necht’ x0 ∈ R(t). Pak existuje u(·) ∈ U typu bang-bang

taková, že x0
t−−→
u(·)

0.

Poznámka. V d̊ukazu se užila jen existence extremálńıho bodu. Plně zněńı Krein-Milmanovy
věty implikuje, že libovolná regulace lze ∗-slabě aproximovat (konečnou) konvexńı kombinaćı
regulaćı typu bang-bang (a tedy každé řešeńı lze aproximovat řešeńımi, poháněnými konečnou
konvexńı kombinaćı regulaćı typu bang-bang).

Věta 18.9. Necht’ x0 ∈
⋃
t>0R(t). Pak existuje t∗ a u∗(·) ∈ U taková, že x0

t∗−−−→
u∗(·)

0, přičemž

čas t∗ je nejmenš́ı možný, tj. x0 /∈
⋃
t<t∗ R(t).

Důsledek. (Vět 18.8. a 18.9.) Je-li x0 ∈
⋃
t>0R(t), existuje časově optimálńı u∗(·) ∈ U typu

bang-bang taková, že x0
t∗−−−→
u∗(·)

0.

Věta 18.10. [Pontrjagin̊uv princip maxima.] Necht’ u∗(·) ∈ U , x0
t∗−−−→
u∗(·)

0, kde t∗ je optimálńı

čas. Pak existuje h ∈ Rn \ {0} takové, že

h · e−sABu∗(s) = max
η∈[−1,1]m

h · e−sABη, pro s.v. t ∈ [0, t∗]. (5)

Poznámka. Uvedená věta je typickým př́ıkladem nutné podmı́nky extrému: na prvńı pohled
neńı zřejmé, proč plat́ı, ani k čemu je užitečná. V konkrétńıch př́ıkladech však zpravidla vede k
identifikaci jednoho či několika málo kandidát̊u na extrém, mezi nimiž už snadno rozhodneme.

18. IV. Pontrjagin̊uv princip – obecná verze.

Závěrem budeme uvažovat obecnou optimalizačńı úlohu

x′ = f(x, u), x(0) = x0

u(·) ∈ U = {u : [0, T ]→ U měřitelné }

P [u(·)] = g(x(t)) +

∫ T

0
r(x(s), u(s)) ds

(6)

Ćılem je naj́ıt u(·) ∈ U takové, že hodnota funkcionálu P [u(·)] je maximálńı. V zadáńı úlohy
je T > 0 dáno pevně, na hodnotu x(T ) neklademe žádné podmı́nky (tzv. Bolz̊uv problém).

Věta 18.11. [Pontrjagin̊uv princip – Bolz̊uv problém.] Necht’ u∗(t) ∈ U je lokálńı maximum
úlohy (6); necht’ x∗(t) je př́ıslušné řešeńı a necht’ funkce f = f(x, u), r = r(x, u) a g = g(x)
jsou C1 na okoĺı graf̊u x∗(t), u∗(t).
Potom pro s.v. t ∈ [0, T ] je

H(x∗(t), p∗(t), u∗(t)) = max
η∈U

H(x∗(t), p∗(t), η) (7)

kde
H(x, p, u) = pT f(x, u) + r(x, u) (8)

je tzv. Hamiltonián a p∗(t) ∈ Rn je řešeńı adjungované úlohy(
pT
)′

= −∇xH(x∗, p, u∗) (9)
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s koncovou podmı́nkou
pT (T ) = ∇xg(x∗(T )) (10)

Poznámka. Adjungovaná rovnice (9) po složkách

p′i = −
n∑
j=1

pj
∂fj
∂xi

(x∗(t), u∗(t))− ∂r

∂xi
(x∗(t), u∗(t)), pi(T ) =

∂g

∂xi
(x(T )).

To je lineárńı rovnice a má tedy – pro daná x∗(t), u∗(t) – jediné (AC) řešeńı.

Lemma 18.3. Necht’ z′ = A(t)z, necht’ (pT )′ = −pTA(t). Potom p · z je konstantńı.

19. Bifurkace

Definice. [Bifurkace – verze ODR.] Bod (x0, µ0) se nazve regulárńı bod rovnice

x′ = f(x, µ), (1)

jestliže existuje δ > 0 takové, že pro |µ− µ0| < δ jsou př́ıslušné dynamické systémy na jistém
okoĺı x0 navzájem topologicky konjugované. Bod (x0, µ0) se nazve bodem bifurkace, pokud
neńı regulárńı. Proměnnou µ (zde jen z R) nazýváme bifurkačńı parametr.

Poznámky. Bod bifurkace ODR je nutně stacionárńı (Věta 13.3 o rektifikaci), nehyperbolický
(VOIF, Rouchého věta, Hartman-Grobmanova věta, . . . ).

Lemma 19.1. [O vyděleńı.] Necht’ h(x, λ) je Ck, kde k ≥ 1, a necht’ h(0, λ) = 0, na nějakém
okoĺı (0, 0). Potom existuje H(x, λ) tř́ıdy Ck−1 takové, že h(x, λ) = xH(x, λ) na témže okoĺı
(0, 0). Nav́ıc plat́ı:

H(0, 0) = ∂xh(0, 0), ∂xH(0, 0) =
1

2
∂2xxh(0, 0),

∂λH(0, 0) = ∂2xλh(0, 0), ∂2xxH(0, 0) =
1

3
∂3xxxh(0, 0), atd.

Věta 19.1. Necht’ f(x, µ) je C2 na okoĺı (0, 0) ∈ R2. Necht’ f(0, 0) = 0, fx(0, 0) = 0, necht’

fµ(0, 0) 6= 0, fxx(0, 0) 6= 0. Potom rovnice

x′ = f(x, µ) (2)

má v bodě (0, 0) bifurkaci typu ,,sedlo-uzel“.

Věta 19.2. Necht’ f(x, µ) je C2 na okoĺı (0, 0) ∈ R2. Necht’ f(0, 0) = 0, fx(0, 0) = 0; dále
necht’ f(0, µ) = 0 pro µ v okoĺı 0 (tedy též fµ(0, 0) = 0). Necht’ fµx(0, 0) 6= 0, fxx(0, 0) 6= 0.
Potom rovnice (2) má v bodě (0, 0) ,,transkritickou“ bifurkaci.

Věta 19.3. Necht’ f(x, µ) je C3 na okoĺı (0, 0) ∈ R2. Necht’ f(0, 0) = 0, fx(0, 0) = 0; dále
necht’ f(0, µ) = 0 pro µ v okoĺı 0 (tedy též fµ(0, 0) = 0) a necht’ fxx(0, 0) = 0. Konečně necht’

fµx(0, 0) 6= 0 a fxxx(0, 0) 6= 0. Potom rovnice (2) má v bodě (0, 0) ,,vidličkovou“ bifurkaci.

Definice. [Bifurkace – abstraktńı verze.] Necht’ F (u, λ) : X ×R→ Y , kde X, Y jsou (reálné)
Banachovy prostory. Necht’ F (0, λ) = 0 pro λ v okoĺı λ0. Bod (0, λ0) se nazve bodem bifurkace,
jestliže každé okoĺı (0, λ0) obsahuje netriviálńı (tj. s u 6= 0) řešeńı rovnice

F (u, λ) = 0 (3)
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Věta 19.4. [Hopfova bifurkace v R2.] Je dána soustava(
x′

y′

)
= Aµ

(
x
y

)
+

(
f(x, y, µ)
g(x, y, µ)

)
(4)

kde f , g, ∇x,yf , ∇x,yg jsou hladké v okoĺı počátku a rovné nule v bodech (0, 0, µ). Necht’ Aµ
je reálná matice 2× 2, závisej́ıćı hladce na µ taková, že (kĺıčový předpoklad)

σ(Aµ) =
{
α(µ)± iω(µ)

}
α(0) = 0, α′(0) 6= 0, ω(0) 6= 0

Pak v (libovolném) okoĺı počátku existuj́ı (netriviálńı) periodická řešeńı. Podrobněji: existuje
δ > 0 t.ž. pro každé a ∈ (0, δ) existuje µ = µ(a) takové, že soustava má periodické řešeńı,
procházej́ıćı bodem (x, y) = (a, 0).

20. Stabilńı, nestabilńı a centrálńı varieta.

Problém. Budeme se nejprve zabývat pomocnou soustavou

x′ = Ax+ f(x, y)

y′ = By + g(x, y)
(1)

kde x ∈ Rn, y ∈ Rm, f = g = 0 v bodě (0, 0).

Předpoklady. Pro jistá kladná ε, c0, β, ρ a σ plat́ı :

• Reσ(A) ≥ −ε ( ⇐⇒ x ·Ax ≥ −ε|x|2)

• Reσ(B) ≤ −β ( ⇐⇒ ‖etB‖ ≤ c0e−tβ, t ≥ 0)

• |f |, |g| ≤ ρ všude v Rn+m

• Lip f , Lip g ≤ σ všude v Rn+m

Ćıl. Hledáme invariantńı varietu; podrobněji hledáme Φ ∈ X , kde

X =
{

Φ : Rn → Rm; Φ(0) = 0, |Φ| ≤ b, Lip Φ ≤ `
}

s vlastnost́ı

(x(t), y(t)) řeš́ı (1), y(0) = Φ(x(0)) =⇒ y(t) = Φ(x(t)), ∀t ∈ R (INV)

Značeńı. Rovnici
p′ = Ap+ f(p,Φ(p)) (2)

kde Φ ∈ X , nazýváme redukovanou rovnićı. Poznamenejme, že d́ıky (globálńı) lipschitzov-
skosti f , g, Φ je zaručena globálńı existence a jednoznačnost řešeńı (1), (2).

Lemma 20.1. Φ ∈ X má vlastnost (INV), právě když má vlastnost

p(t) řeš́ı (2) =⇒ (x(t), y(t)) := (p(t),Φ(p(t))) řeš́ı (1) (RED)
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Lemma 20.2. Necht’ matice B splňuje výše uvedené předpoklady, necht’ γ(t) je spojitá,
omezená na (−∞, 0]. Pak existuje právě jedno řešeńı rovnice y′ = By + γ(t), omezené pro
t→ −∞. Toto řešeńı je určeno počátečńı podmı́nkou

y(0) =

∫ 0

−∞
e−sBγ(s)ds

Lemma 20.3. Φ ∈ X má vlastnost (INV), právě když má vlastnost

Φ(p0) =

∫ 0

−∞
e−sBg(p(s),Φ(p(s)))ds, ∀p0 ∈ Rn (PB)

kde p(·) na pravé straně je řešeńı (2) s počátečńı podmı́nkou p(0) = p0.

Věta 20.1. Necht’ výše zavedené konstanty splňuj́ı:

c0ρ

β
≤ b c0σ(1 + `)

β − ε− σ(1 + `)
≤ ` c0σ

(
1

β
+

1 + `

β − ε− σ(2 + `)

)
< 1

Pak existuje právě jedno Φ ∈ X , splňuj́ıćı (INV).

Poznámka. Podmı́nky předchoźı věty lze splnit typicky takto: konstanty β, c0 a ε, vyjadřuj́ıćı
vlastnosti matic A, B, jsou dány a plat́ı β > 0, β > ε (dokonce ε může být i záporné.)
Konstanty b, `, definuj́ıćı X , zvoĺım libovolně. Pak pro dosti malé ρ, σ (což jsou konstanty,
kontroluj́ıćı nelinearity f , g) jsou uvedené podmı́nky splněny.

Dodatek o hladkosti. Jsou-li f , g tř́ıdy C1, lze nalézt Φ též tř́ıdy C1. Plat́ı obecněji pro
k ≥ 1; neplat́ı ve tř́ıdě C∞ a ani ve tř́ıdě analytických funkćı.

Dodatek o tečně. Je-li ∇g(0, 0) = 0, splňuje nalezené Φ nav́ıc ∇Φ(0) = 0.

Aplikace 1. Uvažujme systém
X ′ = MX + F (X) (3)

kde F je C1 na okoĺı 0, F (0) = 0, ∇F (0) = 0. Předpokládejme dále, že spektrum M se
nacháźı částečně v polorovině {Re < 0}, částečně na imaginárńı ose {Re = 0}. Jde tedy
o nehyperbolický stacionárńı bod a zároveň je to př́ıpad, kdy stabilitu nelze určit pouze z
lineárńı části rovnice M – členy vyšš́ıho řádu F zde maj́ı též slovo.
Vhodnou lineárńı transformaćı lze systém převést na tvar (1), kde Reσ(A) = 0 (,,centrálńı
směry“), Reσ(B) ≤ −β (,,stabilńı směry“), pro vhodné β > 0.
Nelinearitu seř́ızneme takto : θ(X) budiž C1 funkce taková, že θ(X) = X pro |X| < 1,
θ(X) = 2X/|X| pro |X| > 2, a plat́ı |∇θ(X)| ≤ 2. Potom funkce Fr(X) = F (rθ(X/r)) je
globálně C1, rovná se F na r-okoĺı 0, a pro Fr, ∇Fr plat́ı globálńı odhady, libovolně malé.
Dle Věty 20.1 obdržená varieta je invariantńı pro p̊uvodńı systém ovšem pouze v př́ıslušném
r-okoĺı bodu (0, 0). Jde o tzv. lokálńı centrálńı varietu. Ta obecně neńı určena jednoznačně
(což neńı ve sporu s jednoznačnost́ı ve Větě 20.1, která se aplikuje až po bĺıže neurčeném
seř́ıznut́ı). Viz však Důsledek za Větou 20.3.

Aplikace 2. Týž postup lze použ́ıt v př́ıpadě, že Reσ(B) < 0, avšak Reσ(A) > 0. Pak jde o
tzv. lokálńı nestabilńı varietu, tečnou k př́ıslušným nestabilńım směr̊um x. V tomto př́ıpadě
(hyperbolický bod!) můžeme dále ,,otočit čas“ a sestroj́ıme varietu tečnou ke směr̊um y, tj.
lokálńı stabilńı varietu. Stabilńı a nestabilńı varieta je (lokálně) určena jednoznačně – lze je
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charakterizovat jako ty body, které jdou k počátku pro t→ ±∞ a zároveň neopust́ı (libovolně
malé) jeho okoĺı.

Poznámky. V daľśım se budeme věnovat situaci, popsané v Aplikaci 1. Ukážeme si, že sta-
bilita celého systému (1) je ekvivalentńı stabilitě redukované rovnice (2) (,,princip redukce
stability”). Ukážeme si dále metodu aproximace c.v., která je zvláště šikovná v aplikaćıch :
c.v. totiž obvykle neumı́me explicitně spoč́ıtat.

Značeńı. Pro nějaké pevné µ > 0 definujeme ,,kužel“ a jeho ,,st́ın“ (= uzávěr doplňku)

K =
{
X = (x, y) ∈ Rn+m; |y| ≤ µ|x|

}
V =

{
X = (x, y) ∈ Rn+m; |y| ≥ µ|x|

}
obecněji K(X0) = {X̃; X̃ −X0 ∈ K}, V(X0) = {X̃; X̃ −X0 ∈ V}.

Lemma 20.4. Pro vhodnou volbu µ > 0 a konstant ve Větě 20.1 plat́ı:

1. pozitivńı kuželová invariance: jsou-li X1, X2 řešeńı soustavy (1) a X1(0) ∈ K(X2(0)),
pak X1(t) ∈ K(X2(t)) pro všechna t ≥ 0

2. exponenciálńı stabilita st́ınu: jsou-li X1, X2 řešeńı soustavy (1) a X1(t) ∈ V(X2(t)) na
intervalu I, pak se na tomto intervalu řešeńı exponenciálně přibližuj́ı; přesněji řečeno :
|X1(t)−X2(t)| ≤ e−γ(t−s)|X1(s)−X2(s)| pro všechna s < t ∈ I

Věta 20.2. Necht’ jsou splněny předpoklady Lemmatu 20.4, necht’ nav́ıc µ > `. Potom c.v.
má vlastnost ,,asymptotické úplnosti“ (též ,,stopovaćı vlastnost“ neboli ”tracking property”):
pro libovolné X(t) řešeńı (1) existuje řešeńı P (t), lež́ıćı na c.v. takové, že X(t) − P (t) jde
exponenciálně do nuly. Nav́ıc: je-li X(0) bĺızko počátku, lze volit P (0) též bĺızko počátku.

Důsledek. (Princip redukce stability.) Necht’ 0 je stabilńı (resp. asymptoticky stabilńı, resp.
nestabilńı) pro redukovanou rovnici (2). Potom 0 má stejnou vlastnost pro p̊uvodńı systém
(1).

Pozorováńı. V Lemmatech 20.1. a 20.3. jsme viděli, že vlastnost (INV) invariance variety je
ekvivalentńı vlastnostem (RED) resp. (PB). Daľśı ekvivalentńı formulace je následuj́ıćı: necht’

Φ : Rn → Rm je C1. Potom Φ má vlastnost (INV), právě když MΦ(x) = 0 pro ∀x ∈ Rn, kde

MΦ(x) = ∇Φ(x)
[
Ax+ f(x,Φ(x))

]
−BΦ(x)− g(x,Φ(x)) (DR)

Nejde vlastně o nic jiného než ,,orbitálńı derivaci“ funkce Φ(x)− y podél řešeńı (1).

Věta 20.3. [Aproximace c.v.] Necht’ jsou splněny předpoklady Věty 20.1, necht’ Φ(x) ∈ X je
př́ıslušná c.v. Dále necht’ Ψ(x) : Rn → Rm je C1 funkce, splňuj́ıćı Ψ(0) = 0, ∇Ψ(0) = 0 a

MΨ(x) = O(|x|q), |x| → 0, (4)

pro nějaké q > 1. Pak Φ(x)−Ψ(x) = O(|x|q), |x| → 0.

Důsledek. [,,Asymptotická jednoznačnost c.v.“] Jsou-li Φ(x), Φ̃(x) (lokálńı) C1 c.v., pak
Φ(x)− Φ̃(x) = O(|x|q), |x| → 0 plat́ı pro libovolné q > 1.

Poznámka. Dle výše uvedeného pozorováńı je nalezeńı c.v. ekvivalentńı vyřešeńı rovnice
MΦ = 0. To obecně neumı́me – jedná se systém o m rovnic v proměnné x ∈ Rn, který nav́ıc
degeneruje (obecně nelze vyjádřit derivace Φ) v okoĺı počátku.
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Můžeme však ,,uhodnout“ přibližné řešeńı Ψ tak, aby q v (4) bylo co největš́ı; dle Věty
20.3. tak máme odpov́ıdaj́ıćı aproximaci c.v. a tud́ıž i aproximaci redukované rovnice (2),
jej́ıž chováńı (stabilitu, bifurkace) můžeme tak vyšetřit. S ohledem na Větu 20.2 se nalezené
výsledky snadno rozš́ı̌ŕı na celý systém (1).
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