Variace konstant — integralni tvar.

Variaci konstant se nékdy rozumi vyjadieni partikularniho feSeni jako kon-
voluce pravé strany a vhodného teSeni homogenni tlohy. Ziskany explicitni
vzorec je téz uzitetny diky vyjadieni pocatecnich podminek.
Zformulujme tvrzeni pro jednoduchost pouze pro rovnici s konstantnimi ko-
eficienty:

Hlyl = f(t), (1)
kde A [y] = agy™ + a1y + -+ + a,.

Véta 1. Necht w(t) je feSeni homogenni tlohy #[y] = 0 s poc¢dtecnimi
podminkami

w(0) =w'(0) =--- = w2 (0) =0,
w<“—1>(0) - i ) (2)

Potom .
uplt) = / w(t — 5)f(s) ds 3)

je Teseni ulohy (1) s nulovymi poéateénimi podminkami:

y(0) =y'(0) = =y"D(0) =0. (4)
Pied dukazem se podivejme na dva ilustrativni piiklady.
Priklad 1. Mame rovnici y” + a’*y = f(t). Fundamentalni systém zvolme
y1(t) = cosat, yo(t) = <sinat. Vsimnéme si, ze y2(0) = 0, y5(0) = 1, tj. v2

je hledané w — feseni homogenni tlohy s po¢ateénimi podminkami (2). Tudiz
yp(t) = %fot sinfa(t — s)]f(s) ds a obecné feseni mé tvar

t o .
y(t):clcosatjt@sinat—l—/ Mf(s)ds.
a 0 a

Porovnanim pocétecnich podminek navic zjistime, ze ¢; = y(0), ca = y(0).

Priklad 1. Necht z(t) je C* funkce a 2”"(t) + 2'(t) + z(t) — 0 pro t — oo.
Potom z(t) — 0 prot — oo.

Tuto dlohu (z fesitelského seminafe) snadno vytresime pomoci Véty 1. Uve-
domme si, ze z(t) je feseni ulohy

v +y +y=f() (5)

kde f(t) := 2" (t) + 2'(t) + x(¢t). Charakteristicky polynom ma koteny (—1 +
iv/3)/2, tj. fundamentalni systém tvoif funkce {y1(t),y2(2)}, kde yi(t) =



exp(—t/2) cos V/3t/2, yy(t) = exp(—t/2)sin v/3t/2. Navic w(t) := 2y2(t)/V/3
spliiuje zjevné podminky (2). Obecné feseni rovnice (5) (a tedy i z(t)) mé
tvar

cn(t) + caya(t) + % / yalt — ) (s) ds.

Tvrdime, ze toto jde do 0 pro t — oo. Prvni dva ¢leny jsou jasné, zbyva
odhadnout integrdl, coz se provede standardnim roztrzenim na dva kusy.
Protoze f(t) — 0 pro t — oo, zvolim K > 0 tak, ze |f(t)| < e prot > K. S
vyuzitim odhadu |yo(t — s)| < exp(—(t — s)/2) mame pro t > K

[t ssas] < [ pisyas e [ et as
0 0

K

K
= e_t/2/ e*/? f(s)ds + 2¢ (1- e_(t_Kw) :
0 ~ g

<1

To je pro t dost velké mensi nez 3¢, ¢imz je dukaz hotov. U

K dikazu Véty 1 je potieba nasledujici pomocné tvrzeni, které je zajimavé
samo o sobé.

Lemma 1. Necht .
F(t) = [ oft.s)ds
0
kde ¢ je C! funkce. Potom

t8¢

F'(t) = ¢(t,t) + i a(t, s)ds.

Dikaz Lemmatu 1. Jedna se vlastné o kombinaci derivace podle parametru
a horni meze. Zacneme definici derivace

%(F(Hh)_F(t)):%(/o ¢(t+h,s)ds—/0 o(t, 5) ds) |

coz rozepiSeme jako

%(/0 b(t, s) ds—/o o(t, s) ds)+%/0 [0t + h,s)ds — ¢(t, s)] ds
1 1
=! Epl(h) + Epz(h) ;



plus zbytkovy ¢len +Ps(h), kde

t+h t+h t t
P3(h) ::/OJr ¢(t+h,s)ds—/0+ (b(t,s)ds—/o qﬁ(t—l—h,s)ds—i—/g o(t, s)ds.

Nyni
1

1 t+h
A =5 [ ot = ote.0);

to je obycejna derivace integralu dle horni meze (¢ v integrandu je pevné),
zatimco

to
Pah) = [ e ds.

—nebot zde mame derivaci integrdlu dle parametru (pfi neménnych mezich);
patfitné predpoklady (majoranta) snadno plynou ze spojitosti a tudiz (lo-
99

kalni) omezenosti ¢ a 7.

Clen P3(h) se zjednodusi na

Ps(h) = /t [gb(t + h,s) — o(t, s)} ds .

Diky odhadu (véta o stfedni hodnoté)

o(t+h,s)— o(t,s) = g—f(t+9(s),s) h, 0(s) € (t,t+h)

a omezenosti aa—f je konecneé

t+h
}Pg(h)| < |h|/ K|h|ds = K|h| — 0.
t

U
Nyni muzeme provést
Dikaz Véty 1. Dosadime jednoduse (3) do (1). Dle Lemmatu 1 je
t t
i) = O FO + [ = 9pds= [ - 9f()ds
\:/0/ 0 0
s vyuzitim (2). Opakovanim téhoz argumentu dostaneme
t
4P (0) :/ WOt — $\f(s)ds, k=0, .n—1 (6)
0

3



a konecné .

Y0 (1) = W=D (0) (1) + / WOt — $)f(s)ds,
=1/ao 0

Je tedy

Qo

Al (6) = a0~ F(8) + / H)(t — 5)(s)ds = F(1)

nebot w je feseni homogenni lohy. Splnéni pocatecnich podminek (4) plyne
z (6). O



