Srovnavaci véta.

Srovnavaci véta se tyka nulovych bodu rovnic 2. fadu. Umoznuje odhadnout
jejich rozlozeni srovnanim s jinou rovnici.

Véta 1. Necht y je netrividing feSeni rovnice

V' +a(t)y =0 (1)
a typ < t; jsou jeho sousedni nulové body. Nechf z je feSeni rovnice

2+ gt)z2=0 (2)
pricemz

@(t) = q(t) v [to, ta]. (3)

Potom z méa v [tg, t;] alespon jeden nulovy bod.
Dodatek. Je-li nerovnost (3) nékde ostrd, ma z nulovy bod dokonce v (%o, ;).

Poznamka. Nazornd pomtcka k zapamatovani: rovnice popisuji pohyb
pruziny y” = —qy, tj. sila pusobi proti vychyleni, a ¢ je koeficient tuhosti
pruziny.! Ptedpoklad (3) tedy iikd, Ze druhd pruzina mé vétsi tuhost, a
pochopitelny zaver je, ze z kmita alespon tak casto jako y.

Diikaz Véty 1. Predbéznd tvaha: BUNO y > 0v (fo, 1) — jinak prejdu k —y.
Dale tvrdim, ze y'(ty) > 0, nebot y(ty) < 0 by bylo ve sporu se znaménkem
y na pravém okoli ty. Nemuze byt ani y'(tg) = 0, protoze méame rovnici 2.
fadu a podminka y(ty) = y'(typ) = 0 jednoznaéné urcuje trividlni feseni y = 0,
coz je spor s predpokladem. Podobné se ukaze, ze y'(t;) < 0.

Nyni postupujeme sporem a predpokladdme, ze z # 0 v [tg, t1], BUNO z > 0.
Rovnici (1) ndsobime z, rovnici (2) y, odeCteme a integrujeme pies (g, t1).
Protoze

t1 t1
/ y'z —2"ydt = [y’z—z'y]i; —/ y'Z — 2y dt
t

0 to

=y (t1)z(t1) — ¥/ (to)2(to)

je celkem
y\l(ﬁol-ZZ(tl) + ( _ y/(to)) 2(ty) = /t:l (q2 — ql)yz dt (4)

Integral vpravo je diky (3) nezdporny, levd strana zdpornd, nebot z(tg) > 0,
z(t1) > 0. To je kyzeny spor.

'Ktery muze byt i zaporny.



Dikaz dodatku. Potiebujeme piivést ke sporu slabsi predpoklad z > 0 v
(to,t1). Ze spojitosti tedy z(tp) > 0, z(t1) > 0 aleva strana v (4) je nekladna.
Naproti tomu integrand napravo je nezaporny, spojity a alespon nékde v
(to, t1) ostie kladny, tedy celkem kladny. To je spor. O

Poznamky. () Dikaz projde uplné stejné pro obecnéjsi rovnice tvaru
(p(t)y') +a(t)y =0, (5)

kde p > 0.

2 Obecna rovnice 2. fadu
ao(t)y” + ar(t)y + as(t)y =0

se d& prevést na tvar (5) ¢ (1) pfindsobenim vhodnym , integracnim fak-
torem “, nebo substituci; viz cviceni 1 nize.

Piiklad 1. Nechtf y je netrividln{ feSenif rovnice 3” + (1 — t?)y = 0. Potom
y ma nejvyse tii nulové body.

Resent: Oznacme q(t) = 1—t2. V intervalech (—oo, —1] a [1, +00) je ¢(t) < 0.
Tudiz obsahuji nejvyse jeden nulovy bod (viz cviceni 4 nize). — Naproti tomu
v [=1,1] je q(t) < 1; tedy sousedni nulové body jsou vzdéleny alespon m (viz
cviceni 3 nize). Procez i sem se vejde nejvyse jeden.



Priklady na srovnavaci vétu.

1. Necht y” + p(t)y’ + q(t)y = 0. Urcete funkci u = u(t) tak, aby pfi
substituci y = u(t)z méla rovnice pro z tvar 2’ + Q(t)z = 0. Vyjadiete Q(t)
pomoc p(t), 4(t).

2. Nulové body kazdého netrividlniho feseni rovnice y” + py’ + qy = 0 tvoii
izolovanou mnozinu. Specialné: méa smysl hovofit o ,,sousednich“ nulovych
bodech.

3. Necht y = y(t) je netrividlni feseni rovnice y” + ¢(t)y = 0, necht a > 0
je pevné ¢islo, I je interval.

(1) jestlize q(t) > a pro t € I, pak sousedni nulové body y lezici v I jsou
vzdéleny nejvyse w/\/a.

(i) jestlize q(t) < a pro t € I, pak sousedni nulové body y lezici v I jsou
vzdéleny alespon 7/+/a.

4. Necht y je netrividlni feseni rovnice y” + a(t)y = 0, necht a(t) < 0 pro
kazdé t v intervalu I. Potom y ma v I nejvyse jeden nulovy bod. — Dokazte
(i) pomoci Sturmovy véty (ii) na zédkladé elementarnich tvah.

5. Uvazujte rovnici y”+¢q(t)y = 0 v intervalu (K, +00), kde K > 0, ¢(t) > 0.
(i) jestlize q(t) < ﬁ, pak netrividlni feSeni ma nejvyse jeden nulovy bod
(i) jestlize g(t) > —z, kde ¢ < 4, pak kazdé FeSenf mé nekonecné nulovych

bodu

6. Kazdé feseni rovnice 3" + ﬁy = 0 ma v intervalu (0, +00) nekonecné

nulovych bodu.

7. Kazdé netrividln{ feseni rovnice y”+2y’/t+e'y = 0 ma v (0, 0o) nekonecné

nulovych bodu. Rozdil sousednich se blizi k 0 pro ¢t — oo.

8. Kazdé netrividlni teseni rovnice ty” + 2y’ + (t + sint)y = 0 ma v (0, 00)

nekoneéné nulovych bodu. Rozdil sousednich se blizi k 1 pro t — oc.

9. Uvazujte po tadé rovnice:

(i) y'+t?y=0
(i) y"+e*y=0
(i)* o 4/t =0
Necht y je netrividlni feseni, to € (0,00) je nulovy bod. Ukazte, Ze existuje
nulovy bod t; > ty a odvodte co nejpiesnéjsi (horni a dolni) odhad vzdélenosti
A == tl - to.
10. Ukazte, ze netrividlni feseni rovnice y” + (sint)y = 0 ma v intervalu
[—7, 7] nejvyse dva nulové body.



11. Libovolné netrivialni feseni rovnice y” —ty' +y = 0 méa v R nejvyse pét
nulovych bodu.

12. Libovolné netrividlni feseni rovnice y” + t/2y’ + yarctgt = 0 ma v R
nejvyse ctyti nulové body.

13. Libovolné netrividln{ fesen{ rovnice y” + e’y +efy/2 = 0 mé v R nejvyse
jeden nulovy bod.

14. Libovolné netrividlni feseni rovnice y” + 2ty + 4ty = 0 méa v R nejvyse
¢tyti nulové body.

Navody a vysledky.

1) u=exp(— [p/2), Q= —p*/4 =P /2 +¢.

2) Je-li ty hromadny bod mnoziny {t € I; y(t) = 0}, pak y(ty) = 0 ze
spojitosti. Navic /(tg) = 0, nebot y/(tg) # 0 implikuje, Ze y # 0 na jistém
P(ty). Pro rovnici 2. fddu podminka y(to) = y'(to) = 0 urcuje trividlni Fesent,
spor.

3) Srovnejte s 2 + a?z = 0, kde TeSeni maji tvar z.(t) = sinfa(t — c)].

4) Necht ty < t; jsou sousedni nulové body y. (i) Kazdé feseni rovnice
2" + 0z = 0 by mélo v [to, t1] nulovy bod — spor. (ii) BUNO navic y > 0 na
(to,t1), oviem pak y je konvexni v [tg, 1], coz neni mozné.

5) Srovnejte s Eulerovou rovnici t?2” + dz = 0, jejiz Fesen{ m4 nekone¢né
nulovych bodu pokud d > 1/4, a nemd obecné zddné nulové body, jestlize
d<1/4

6) Uzijte predchozi bod (ii) predchoziho cviceni na intervalu (K, +00) pro
vhodné velké K > 0

7) Substituce y(t) = z(t)/t (viz cviceni 1) vede na rovnici 2” + e’z = 0.
Srovnejte s w” + a?w = 0 pro velké a? a uzijte cviceni 3.

8) Pomoci cviceni 1 pievedte na rovnici 2” + Q(t)z = 0, kde Q(t) = 1 +
sint/t. Uzijte cviceni 3.

9) Aplikujeme vysledky cviceni 3. (i) ¢(t) = t* > 2 na [tg,0), odtud
A < m/ty. Naproti tomu q(t) < (1)? < (to + 7/tp)? na [to, t1], tedy A >
7/(to + 7/t). (ii) q(t) = €* > €% na [ty, 00), odtud A < me~™. Naproti
tomu ¢(t) < 21 < 2totme™) na [ty 1], tedy A > we~T0tme0) (i) ¢(t) <
1/ty na [tg,00), tedy A > m\/ty. Ansatz: hledejme ¢; v intervalu [ :=
[to, to + m/To + 0], kde & > 0 je pevné. Protoze q(t) > 1/(to + my/to + ) v
I,jety —ty < m\/to+ 7/t + 0, coz je (ospravedlnéni Ansatzu!) mensi nez
m/to + 0 pro § ne prilis malé.

10) Protoze ¢(t) = sint < 1, je vzdélenost sousednich bodu alespon 7, viz



cviceni 3. Tedy tfi nulové body mohou byt pouze —m, 0 a 7. Lec ¢(t) <0 v
[—, 0], procez tento interval obsahuje nejvyse jeden nulovy bod (cviceni 4)
— spor.

11) Pomoci cvieni 1 pievedte na 2 + ¢(t)z = 0, kde ¢(t) = 3/2 — t?/4.
Na intervalech (—oo, —v/6], [v/6, +00) je ¢(t) < 0, tedy obsahuji nejvyse po
jednom nulovém bodu (viz cviceni 4). Na [—v/6,v/6] je q(t) < 3/2; odtud (a
diky cviceni 3ii) se sem vejdou nejvyse dva.

12) Pomoci cviceni 1 pfevedte na 2" + ¢(t)z = 0, kde ¢(t) = arctgt —
1/4 — t*/16. Protoze arctgt < m/2, a dokonce < 0 pro ¢t < 0, je q(t) < 0
mimo [0, M] a ¢(t) < 7/2 na [0, M], kde M = 4y/n/2 —1/4. Dale jako v
predchozim cviceni.

13) Uzijte cviceni 1 (vyjde Q = —e?/2) a cviceni 4.

14) Pomoci cviceni 1 pievedte na 2" + ¢(t)z = 0, kde q(t) = —t> + 4t — 1.
Tedy ¢(t) < 3 na [2—+/3,2++/3], kam se tudiz vejdou nejvyse dvé nuly diky
cviceni 3, zatimco ¢ < 0 mimo tento interval a uzijeme cviceni 4.



Aplikace — nulové body Besselovy funkce.

Pomoci srovnavaci véty se da uréit asymptotické rozlozeni nulovych bodu
Besselovy funkce v okoli nekonecna.

Definice. Besselovou funkei 1. druhu (s indexem s € R) rozumime

¢ s 00 (_1)k ¢ 2k
Js(t) = = = :
0-(5) Sriro (2)
Rada konverguje (s konvenci 1/T(—n) = 0) pro t € (0,00) a spliuje zde
Besselovu rovnici

Yy +ty + (= Py =0. (1)

Véta. Funkce Js(t) mé v (0,00) nekoneéné nulovych bodu. Vzdalenost
sousednich se blizi k 7 pro t — oc.

Nejprve si dokazeme pomocné lemma.

Lemma. Necht z je netrividlni feseni rovnice
2" +q(t)z=0

(i) je-li q(t) > a® pak sousedni nulové body z jsou vzdaleny nejvyse m/a.
(i) je-li q(t) < a® pak sousedni nulové body z jsou vzddleny alespon /a.

Dikaz Lemmatu. Funkce y.(t) = sina(t — ¢) je (netrividlni) feSeni rovnice
y// + a2y — O, (2>

vzdalenost sousednich kofenu je pfesné 7/a.

Ad (i): sporem — necht sousedni nulové body ¢, < t; funkce 2 jsou déle nez
7/a. Vhodnou volbou ¢ dostaneme do intervalu (%o, ?,) alespon dva nulové
body 1o < n; funkece y.. Podle srovnavaci véty ma z v [ng, 1] kofen — spor.
Ad (ii): podobné — necht t, < t; jsou sousedni nulové body z, vzdalené
méné nez w/a. Dle srovnavaci véty ma kazdé teSeni rovnice (2) v [to, ]
kofen. Avsak funkce y,. je pii vhodném ¢ nenulové dokonce na okoli [tg, ;] —
Spor.

UJ
Diikaz Véty. Substituci y(t) = t~/22(t) piejdeme k rovnici
3 1
£3/2 1 222 1)z, g
zZ"+ ( s° + 179 z
1/4 — s*

z"—l—(1+T>z:O (3)

)



Ziejmeé z(t) ma stejné kofeny jako y(t) = Js(t), a pozorujeme, ze q(t) — 1
pro t — oo.
Necht € € (0,1) je ddno. Zvolme K > 0 tak, ze

(1—e)l<qt)<(14+e)?, Vt>K.

Podle Lemmatu je vzdalenost sousednich kofenu y v intervalu (K, 0o) vetsi
nez 1 —e a mensi nez 1 + €. Specidlné je jich zde nekonecné mnoho.

O

Poznamka. Z rovnice (3) a Lemmatu také ihned vidime:
(i) |s| €1/2 = sousedni kofeny J; jsou vzddleny nejvyse
(ii) |s] > 1/2 = sousedni kofeny .J; jsou vzdaleny alespon 7



