LOGARITMUS MATICE — DEFINICE KRIVKOVYM INTEGRALEM.
Necht z € C\ (—o0, 0]. Potom

1
-1
Lnz= / Z—dT
o 1+7(z2—1)
nazyvame hlavni vétev logaritmu z. Integrand je spojity diky ptredpokladu z ¢ (—o0,0].

Identitu exp Ln z = z (inverzni formuli) dokdzeme snadno nasledovné: definujme pomocné
funkce

t z—1
x(t) = /0 de
y(t) = e_’”(t)(l +i(z—1))

Jest 2(0) =0, z(1) =Lnz a2'(t) = 755 1) pro t € (0,1). Odtud snadno /() = 0 tamtéz,
tedy y(0) = y(1) = 1, coz je hledany zavér. Nasim cilem je zobecnit tento postup pro
matice.

Poznamka. V terminologii komplexni analyzy Lnz = f(p %, kde ¢ je usecka od 1 do z.
Predpoklad z ¢ (—o0, 0] zarucuje, ze ¢ neprochézi poc¢atkem.

Definice. Matice A € C™*" se nazve pripustnd, jestlize A ¢ (—o0, 0] pro YA € o(A). Pro
A pripustnou definujeme

LnA= /Ol(A — DI +7(A-1))dr (1)

I. korektnost definice.

(a) ukazte, ze (I —Q)~' =72, Q" pro [|Q]| < 4, kde § < 1, navic fada vpravo konverguje
stejnomérne

(b) dedukujte odsud, Ze mnozina invertibilnich matic je oteviend a funkce A — A~! je
spojitd (ndvod: je-li A invertibilni a B m& malou normu, pak (A+B)~!' = (A(I+A7'B))™!
a uzijte predchozi bod

(c) ukazte konecné, ze pro pripustnou A je integrand v (1) spojity vuci 7 dokonce na néjaké
oteviené nadmnoziné [0, 1]

II. inverzni formule. Definujme pomocnou funkci

X(t) = /Ot(A—[)(IJrT(A—I))ldT telo,1] 2)

7Z vyse ukdzané spojitosti integrandu snadno vyplyvd, ze X(t) je C* funkce a X'(t) =
(A-D({I+t(A-T1))

(i) ukazte, ze (X"(t))/ = nX" 1) X'(t) (ndvod: dulezité je, ze X(t), X(t + h), X'(t)
komutuji)

(ii) ukazte, ze exp(—X (1)) = —X'(t) exp(—X (t)), nebot lze derivovat ¢len po ¢lenu (proc?)
(iii) ukazte konecneé, ze Y (t) = (I +t(A — 1)) exp(—X(¢)) je konstantni na [0, 1]



I1I. zobecnéni a nejednoznacnost.
(i) ukazte, ze pro libovolnou reguldrni A € C™" existuje (dokonce nespocetné mnoho)
§ € R takovych, ze e® A je piipustna. Zjevné pak exponencidla Ln(e® A) — id1 je A.

Definice. Necht ¢ € R” je vektor s jednotkovou velikosti. Potom
H=1-2c(c")

se nazyva Householderova matice. — Vektory chapeme standardné jako sloupcové, tedy
(maticovy) soucin c(c') je matice n x n; jeji hodnost je zfejmé 1.
(ii) ukazte, ze (predpokladejme n > 1) o(H) = {—1, 1} — inkluze C plyne snadno z identity
(dokazte!) H?* = I; k opacné inkluzi si piipomeite vztah spektra a stopy matice, nebo
zkuste nalézt piimo vlastni vektory H
(iii) konecné e™2H je pifpustnd, tedy miizeme definovat

K := Ln(e™2H) — %1
Z piedchoziho exp(K) = H a exp(2K) = (exp K)? = I. Pro riznd H jsou té7 K navzdjem
ruzné (proc?) tedy existuje nespocetné mnoho ,logaritmu I¢; také existuje nespocetné
mnoho ,,druhych odmocnin 7.

Poznamka. Srovnejme se skaldrni situaci (n = 1): exp(z) = 1 pro néjaké z € C, prave
kdyz z = 2kmwi, kde k je celé. Podobné 22 = 1 pro z € C, pravé kdyz z = 1 nebo z = —1.
IV. rozvoj do fady. Piredpokliadejme navic, ze integrand v (1) lze rozvést do fady,

o0

D (DA D (3)

k=0

a necht tato fada konverguje stejnomérné pro 7 € [0,1]. (To je zaruceno napiiklad pokud
|A—1I|| < 1 nebo pokud A—T je nilpotentni.) Tedy lze integrovat ¢len po ¢lenu a dostavame

InA=>" (k_+1)1 (A —I)F+! (4)
k=0

Jde zfejmé o zobecnéni Taylorovy fady pro logaritmus v jednotkovém okoli 1.



