VARIACE KONSTANT 3X (JEN ZDANLIVE) JINAK

Pod nazvem | variace konstant“ se v literatufe vyskytuji nékdy zdanlivé odlisna tvrzeni.
Nize formulujeme tii varianty; prvni dokazeme, druhou a tieti pak prevedeme na prvni,
¢imz bude jasna souvislost.

Vsechny véty 1ze dokazovat i pfimo dosazenim tvaru feseni do ptislusné rovnice, coz ale
povazujeme za méné poucné.

Véta 1. Necht ®(t) je fundamentalni matice soustavy 2’ = A(t)x, necht b(t) € R" je déno.

Potom funkce
z(t) = (t)c(?), (1)

je partikuldrni feseni soustavy z’ = A(t)x + b(t), prave kdyz
(1) (t) = b(t) (2)

Disledek. Resenf soustavy o’ = A(t)z +b(t) s pocateéni podminkou z(ty) = x¢ lze zapsat
ve tvaru

m(t)zcb(t)(b_l(to)a:o—i—/ D(t)D 1 (s)b(s) ds (3)

to
Véta 2. Necht funkce {yi(t),...,yn(t)} tvoif fundamentalni systém rovnice
ao()y™ + a1 )y + -+ an(t)y =0 (4)
Necht funkece c;(t), ..., c,(t) vyhovuji soustavé rovnic

Ay (t) + S )ya(t) + -y (Dya(t) =0
Ay (t) + (O)ya(t) + ., (H)y,(t) = 0

A" (1) + 0" () + - (P (1) =0
n— n— n— f t
O + Ou )+ ) = L
ao(t)
Potom funkce
y(t) = cr(®)y(t) + - - + cal(t)yn(t) (6)
je TeSenim rovnice
ao(t)y"™ + ar()y" Y + -+ an(t)y = f(1) (7)
Véta 3. Definujme ,fesici funkci® ¢(t,t9) = y(t), kde y(t) je feSenim rovnice (4) s
pocatecnimi podminkami y(tg) = 0, v/ (tg) =0, ..., y" 2 (t;) = 0 a y"V(t;) = 1. Potom
funkce
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je TeSenim rovnice (7) s nulovymi poc¢ateénimi podminkami v bodeé t.
Dikaz Véty 1. Funkce tvaru (1) se derivuje jako a'(t) = ®'(t)c(t) + ®(¢)(t), a rovnice je
tedy splnéna pravé kdyz

O (t)c(t) + P(t) (t) = A(t)P(t)c(t) + b(t)
Protoze ®(t) je fundamentalni matice, prvni ¢len nalevo a prvni ¢len napravo se vyrusi, a
dostavame (2).
Diikaz Dusledku. 7 (2) snadno plyne c(t) = co—l—ftz ®~1(s)b(s) ds; pokud chceme z(ty) = o,
je nutno volit ¢y = @ (tg) .
Diikaz Véty 2. Pouzijeme d’Alembertovu transformaci, ktera (skaldrni) funkei y(t) prirazuje

vektor x(t) = (y(t),y' (), ...,y "V (t))T. Potom y(t) je feseni (7), pravé kdyz z(t) vyhovuje
soustave

Ty =1
Th =13
T =1,
t nlt t
T P i
Qg (t) ao(t) CL()(Zf)
To muzeme zapsat maticové jako 2’ = D(t)z + b(t), kde matice D(t) je nulova kromé
jednicek nad hlavni diagondlou a posledniho fddku, jenz ma tvar (—ay (t)/ag(t), ..., —a,(t)/ao(t))”
a (vektorovd) funkce b(t) je rovna (0,...,0, f(t)/ao(t))".
Funkce {y1(¢),...,yn(t)} tvoii fundamentalni systém rovnice (4) je ekvivalentni tvrzeni, ze
wl(t) ()
i) ()
ot)=| .
n—. n—1
ORI AN

je fundamentalni matici pro @’ = D(t)z. Podle Véty 1 je z(t) = ®(t)c(t) partikuldrni
fesent, prave kdyz ®(t)c(t) = b(t). Ovsem to po rozepsani na slozky je pravé systém rovnic
(5). Vezmeme-li prvni slozku vektoru z(t) (tj. vlastné provedeme inverzni d’Alembertovu
transformaci), pak dostdvame feseni ve tvaru (6), ¢imz je dukaz hotov.

Diikaz Véty 3. Podobné jako v dukazu Véty 2 pouzijeme d’Alembertovu transformaci,
pricemz feseni soustavy «' = D(t)x + b(t) nyni vyjadiime vzoreckem (3). Nulové pocdtecni
podminky v bodé ¢y znamenaji o = 0 a zbyva si rozmyslet integral.

Vime, ze ®(t)®~1(s) je fundamentdlni matice soustavy 2’ = D(t)z, ktera je navic rovna [
pro t = s. Protoze vektor b(s) je nulovy vyjma posledni slozky, jez je rovna f(s)/ag(s), in-
tegrujeme jen posledn{ sloupec matice ®(¢)®~!(s) krat (skalarni) funkce f(s)/ao(s). A opét
nas zajim4d jenom x;(t) = y(t), prvni slozka, tedy prvek na pozici 1,n matice ®(t)®~'(s).
To vsak neni nic jiného nez y(t) feseni s pocatecnimi podminkami y(s) = 0, ¥/(s) = 0,
oy (s) =0 a y™Y(s) = 1, jez jsem oznacili jako ¢(t, s), a tim je dikaz hotov.



