Studujeme rovnici
¥ = f(x,t) z(to) = xo (1)

/////

funkce ¢(t; to, zo) diferencovatelnd vuci xo; a zda tato derivace spliuje ,,rovnici ve variacich
= [Vof(z(t),)]u  ulty) =w (2)

kde z(t) = ¢(t;to, o) a w je smér, v némz derivaci dle zo pocitam.

Predpoklddejme, ze f = f(z,t) je C'. Dle klasické teorie je ¢ dobte definovana, (lokalné)
lipschitzovskd vuci xq. PTi pevném tg, zo a malém h > 0 oznacime

(1) = plts o, ) ®)
y(t) = o(t;to, zo + hw) (4)
) = 1Yy )

kde u(t) je feSeni (2); téZ dobie definované, nebot matice soustavy

A(t) = Vo f(x(t),t) (6)

je spojita v t. Ukazeme, ze n(t) — 0 pro h — 0 a to dokonce stejnomérné vuci t € [to, t1],
kde t; > ty je libovolné, pevné.

V celém dukazu tg, t1, xg, w jsou pevné a BUNO predpokladame, ze h > 0 je tak malé, ze
grafy x(t), y(t) se nachazi v néjakém kompaktu K, na kterém plati: |f| < ¢,

IVafll < (7)
a také f(x,t) je globdlné L-lipschitzovska vuci . Z posledniho také méme
[2() —y(B)] < calhl, T € [to, 1] (8)

Vyjadrime ptirustek:

Odsud rovnice pro n:
00) = (Va0 @) 000+ [ [Tt ) +600(0) = ). 0) - Vs (ale) ] a0 X020

(10)
Nyni 7(t) — 0 pro h — 0 plyne snadno z Gronwalla : (z(t) — y(t))/h je omezené, integral
fol[. ..]d0 jde to nuly (spojitost funkce V,f); vSe stejnomérné vuci ¢ € [to, T.



Podrobnéji provedeno: oznacme posledni integrand jako ¢(0,t, h). Integralni tvar rovnice
pro 7 je (nebot n(ty) = 0)

n(t) = / [ f(a(s), 8)]n(s)ds + /t t /0 (0,5, R)d0ds,  teftot] (1)

to

Odsud pomoci odhadu (viz (7)) a oznaceni

[[Vaf(2(s),8)]n(s)] < IVaf(x(s), s)|l|In(s)| < ciln(s)| (12)
K(h) = tes{z;;ﬂ /to/o lg(0, s, h)|dOds (13)

dostavame .
In(®)] < / en(s)lds + K(h), ¢ € [to,t] (14)

Odsud dle Gronwallova lemmatu
()| < K(h)exp(cilt —tol),  t € [to, 1] (15)

a jsme hotovi, ukazeme-li, ze K(h) — 0 pro h — 0. K tomu stac¢i uvazit, ze

t1

K(0) = [ lof6.5.1) doas
to

pricemz integrand jde do nuly bodové, tj. pro pevné 0, s (viz (8) a spojitost f vuci x).

Zamenu limity ovéfime snadno z Lebesgueovy véty — integrand je omezeny konstantou (viz

(7), (8))-



