verze 6. ledna 2020.

1 Existence reSeni.

Umluva. Budeme studovat systém rovnic
¥ = (1) (L1)
za trvalého predpokladu © C R**! oteviend, f :  — R” spojita.

Definice. Regenim (1.1) v  rozumime dvojici (z, I), kde z(t) : I — R™ I C R je otevieny interval a pro V¢ € I
plati : (i) (z(¢),t) € Q, (ii) existuje (vlastni) 2/(t) a (iii) 2/(t) = f(x(t),1).
Poznamka. Takto definované fesenf je nutné C! (, klasické fegeni“). Plat{ princip ,,nalepovani“: je-li x(t) feseni
na (a,tg) a na (to,b), spojité v t = tg, pak je jiz feSeni na (a,b).
Lemma 1.1. [O integrdln{ formulaci.] Necht z(¢) : I — R" je spojitd funkece, (z(t),t) € Q pro kazdé t € I;
to € I pevné. Potom je ekvivalentni :
1. (x, 1) je feseni (1.1), spliwujici z(tg) = o

. 1 . t
2. pro kazdé t € I plati x(t) = xo + fto f(z(s),s)ds
Véta 1.1. [Peano]. Je-li (zg,tp) € 2, pak existuje § > 0 a z(t) : (to — d,t0 + ) — R™ fedeni (1.1) v Q, spliujici
x(to) = X0.
Véta 1.2. [Arzelo-Ascoli.] Necht funkce z,(t) jsou stejné omezené a stejné spojité na [0, T]. Potom z nich lze
vybrat stejnomérné konvergujici podposloupnost.

Poznamka. Je-li f spojitd a omezend v = R, pak feseni existuje dokonce globdiné, tj. pro t € R. Piiklad
rovnice 2’ = exp(x), £(0) = 2, jejiz (jediné) feseni x(t) = In(1/(e™2 — t)) nelze pokracovat za t = e~2, ukazuje,
ze obecné je existence zaruc¢ena pouze lokdlné.

2 Jednoznacnost reseni.

Definice. Rekneme, ze rovnice (1.1) ma v Q vlastnost globdlni jednoznacnosti, jestlize pro libovolna Feseni
(x,1), (y,J), splaujici z(to) = y(to) pro néjaké top € I N J, plati z(t) = y(t) pro vsechna t € I N J.

Rekneme, 7e rovnice (1.1) ma v Q vlastnost lokdlni jednoznacnosti, jestlize pro libovolna fesenf (x, ), (y,.J),
spliujici z(t9) = y(to) pro néjaké to € INJ, existuje § > 0 tak ze x(t) = y(¢) pro viechna t € INJN(tg—0,to+0).

Véta 2.1. Rovnice (1.1) mé v Q vlastnost globalni jednoznacénosti, pravé kdyz zde ma vlastnost lokalni jedno-
znacnosti.

Definice. Funkce f se nazve lokalné lipschitzovskd vzhledem k z v Q, jestlize : pro kazdé (zg,tg) € Q existuji
Lad>0tak, ze |f(x,) = f(y,8)] < Lz — y| pro (.1), (3.1) € Ulao, ) x (to — &, to + 9).

Véta 2.2. Necht f je lokalné lipschitzovskd vzhledem k x v . Potom rovnice (1.1) m4 v § vlastnost lok4ln{
jednoznacnosti.

Definice. f € C1(Q) znagi, ze % existuji a jsou spojité v €1, pro kazdé i.

Lemma 2.1. Necht f € C1(€). Potom f je lokalné lipschitzovskd vzhledem k z v §2.

Diisledek. Necht f € CL(€2). Potom rovnice (1.1) ma v  vlastnost globaln{ jednoznaénosti.

3 Maximalni resSeni
Poznamka. Pripomeiime, Ze ,,Fesenim “ rozumime vzdy fesenf rovnice (1.1) v Q C R*™! ve smyslu vyse uvedené
definice a ji predchézejici imluvy.

Definice. Resen{ (2, I) se nazve prodlouzenim fesen{ (z, I), jestlize I D I a #(t) = (t) pro kazdé t € I.
Resen{ (z,I) se nazve mazimdini, jestlize nemd zidné netrividln{ (tj. I 2 I) prodlouzeni.



Véta 3.1. Kazdé feSeni ma alespon jedno maximélni prodlouzeni.

Lemma 3.1. Reseni (z,I), kde I = (a,b), lze prodlouzit za bod b, pravé kdyz plati : (i) b < oo (ii) existuje
limg 5 2(t) =: 2o € R™ a (iii) (x0,b) € Q.

Véta 3.2. [O opusténi kompaktu.] Necht £ C © je kompaktni mnozina, necht (z,I) je maximdlni FeSeni,
spliwujici (x(to), to) € K. Potom existuji t; >ty a to < to takové, ze (x(t1),t1) ¢ K a (z(t2),t2) ¢ K.

Dusledek. Necht (z,I), I = (a,b) 5 0, je maximdlni feSeni autonomni rovnice ¥’ = f(x), kde f : O :— R"
je spojitd; necht x(0) € K, kde K C O je kompaktni. Potom bud b = oo, nebo existuje t; € (0,b) takové, Ze
x(t1) ¢ K. Podobné bud’ a = —oco, nebo existuje ta € (a,0) takové, ze x(t2) ¢ K.

4 Zavislost na pocatecni podmince

Véta 4.1. [Gronwallovo lemma.] Necht w(t), g(t) jsou nezdporné, spojité na intervalu I, necht to € I, K > 0.
Necht pro kazdé t € T

w(t) < K+ /t w(s)g(s)ds

/t:g(s)ds )

Lemma 4.1. Necht f je (globdlné) L-lipschitzovskd v © vuéi z. Potom pro libovolnd dvé fesent (z, 1), (y,J) v
Q a body t, tg € I N J plati

Potom pro kazdé t € I
w(t) < K exp <

(t) = y(1)] < [x(to) — y(to)| exp(Lt — to)

Definice. [,,Resici funkce“]. Necht f je spojité a lokdlné lipschitzovska vzhledem k z v Q. Potom definujeme
¢ : R"2 — R™ piedpisem o(t,tg, o) = z(t), t € I, kde (z,I) je (jediné, maximaln{) fesen{ rovnice (1.1) v s
pocéateéni podminkou z(tg) = .

Véta 4.2. Za predpokladu predchozi definice je
D = {(t, to,x0) € R"*?; o(t, to, x0) mé smysl }

oteviena a ¢ : D — R" je spojité.

Dusledek. Je-li f = f(z,t,p) spojitd a navic lokélné lipschitzovskd vuci x a p, zavisi feseni 2/ = f(x,t, po),
x(tp) = xo spojité (a ma otevieny definiéni obor) vzhledem t, ty, ¢ 1 pg. UzZiteény trik : priddme ,,falesnou”
rovnici p’ = 0, p(ty) = po, ¢imz problém pievedeme opét na otdzku zdvislosti na pocateéni podmince.
Poznamka. Resici funkce je zfejmé diferencovatelnd vzhledem k ¢, nebot %—‘f(t,to,xg) = f(p(t, to, zo),1t).
Ozna¢me pro tcely nasledujici véty % derivaci ve sméru w € R™ dle proménné x.

Véta 4.3. Necht f € C N CL(Q). Potom existuje g—ﬁ(t,to,xo) viude v D. Oznac¢ime-li z(t) = o(t, to, x0), pak

u(t) = g—;ﬁ(t,towo) je feSenim ,,rovnice ve variacich“

' =V f(z(t), t)u, u(tp) = w (4.1)

Dusledky. Za uvedenych piedpokladu dokonce %(t’ to, o) zavisi spojité na xg, tj. fesici funkce je diferenco-
vatelnd (md totalni diferencidl) vzhledem k xg. Lze téz ukédzat, ze ¢ je diferencovatelnd vuéi tg.

Obecnéji, je-li f € CF, je ¢ € Cg’jo. Za piislusnych ptedpokladu je feSici funkce diferencovatelnd téz vuci
parametrum pg; viz poznamku za Vétou 4.2.



5 Linearni rovnice.
Definice. Linedrni rovnic{ rozumime
¥ =At)z +g(t), x(to) = xo (5.1)

kde A(t) : (a,b) — R™™ g(t) : (a,b) — R™ jsou spojité.

Véta 5.1. Necht ty € (a,b), zg € R™ je ddno. Pak existuje jediné feseni rovnice (5.1), definované na celém
(a,b).

Poznamka. Podstatny rys linedrnich rovnic : globdlni existence feSeni, tj. na oboru spojitosti A(t), g(t). Ve
skutecnosti plat{ i pro nelinedrni rovnice ' = f(x,t) se sublinedrni pravou stranou, tj. pokud |f(z,t)| <
a(t)|z| + g(t), kde a(-), g(-) jsou spojité.

Definice. Homogenni rovnici rozumime (5.1) pro g(t) = 0, tj.

¥ = A(t)z, x(to) = xo (5.2)

Véta 5.2. Mnozina Ry fesenf homogenn{ rovnice (5.2) tvoif n-dimenzionaln{ podprostor C'!((a,b), R™).

Definice. Fundamentalnim systémem (f.s.) pro (5.2) rozumime libovolnou bazi R . Matice, jejiz sloupce tvoii
prvky libovolného fundamentalni systému, nazyvdme fundamentalni matici (f.m.) pro (5.2).

Poznamka. Je-li ®(¢) néjaka f.m. pak:
e (1) spliiuje ,,maticovy tvar (5.2)% tj. ' = A(t)®
e O(t) je reguldrni pro kazdé t € (a,b)
e obecné feseni (5.2) mé tvar ®(t)c, kde ¢ € R™ (sloupcovy vektor)
o O(t) = ()P (tg) je také f.m., navic splaujici ®(ty) = I.

Véta 5.3. [Variace konstant.] Necht ®(¢) je libovolna f.m. pro (5.2). Potom feSeni rovnice (5.1) lze napsat ve
tvaru

z(t) = ®(t)d L(tg)zo + O(2) /t dY(s)g(s)ds, t € (a,b).

to

Véta 5.4. [Liouvilleova formule.] Necht ®(t) je maticové feseni (5.2), necht w(t) = det ®(¢). Potom
t
w(t) = w(ty) exp </ trA(s)ds>
to
kde tr A je stopa matice A.

Poznamka. Necht ¢(t,z¢) je feSici funkce autonomni rovnice = = f(z), z(0) = zo. Je-li f € C, je p(t,")
(lokélne) difeomorfismus (¢—_1(t,) = p(—t,-)). Z véty o substituci a pfedchozi véty vyplyva

An(p(t, A)) = / exp ( /0 div, F(o(u, s))d5> du

A

kde div f = tr V f. Specidlné : je-li div f = 0, pak ¢(t, -) zachovdva objem mnozin.



6 Linearni rovnice s konstantnimi koeficienty.
Definice. Normu matice A € R™*" definujeme

4] = sup { | Aals @ € B, Ja] <1}
Pfipomenme, 7e |x| = v/2? + - - + 22 je absolutn{ hodnota (,,norma“) vektoru z € R™.
Véta 6.1. [Vlastnosti normy matice.] Necht A, B € R"*". Potom :
(i
(i

(iii

) ||Al >0, a ||A|| = 0 préave kdyz A =0
) llaAll = |al[|A]| pro Va € R

) 1A+ B[ <Al +||B]

(iv) [[AB]| < [IA]l[|B]|

(v) |Az| < ||Al||z| pro YV € R™
)

(vi) je-li A regularni, pak |Ay| > |y|/||[A7Y| pro Vy € R"

Poznamky. Lze zavést jiné (nutné ekvivalentni) normy matice, napf.
[Alloo = max{[A]ij; 1 <4,j <n}

kde [A];; znaci prvek ¢j matice A. Vyhoda vyse uvedené normy je ve vlastnostech (iv-vi) Véty 6.1, které napf.
pro normu || Al|s neplati (resp. plati az na vhodnou konstantu).

Casto (a mlcky) uzivand tvaha : A, — A v norme, pravé kdyz [A,];; — [A]i; pro kazdé ij. Podobné (tj.
po slozkéch) lze ekvivalentné nahlizet na dalsi ,,limitni“ operace maticovych funkei (derivace, integrél, soucet
fady).

Definice. Maticovou exponencidlu definujeme predpisem e? = 0 %Ak (s konvenci A = TI).

Poznamka. Rada konverguje absolutné a plati ||| < elAl.

Véta 6.2. Nechf U(t) = e*4. Pak U(t) je fundamentalni matice rovnice
7 = Az, (6.1)
a plati U(0) =
Véta 6.3. [Vlastnosti maticové exponencidly.]
(i) e = eI pro Va € R
CTHAC — o-1.AC

(iii) e“

)

(ii) pokud AB = BA, pak eAtB — cAcB
)
)

(iv

('b

= (e A)fl; specialné e? je vzdy reguldrni

Poznamka. [Vypocet e'4 v praxi.] Pro nilpotentni A (tj. A™ = 0 pro néjaké m > 1) snadno z definice. O
obecném piipadé (vzhledem k bodu (iii) Véty 6.3.) staci uvazovat Jordanovu bunku J = al 4+ L, kde L (nulova
az na 1 nad diagondlou) je zjevné nilpotentni. Tedy (body (i-ii) Véty 6.3.) exptJ = e* P(t), kde P(t) je tvoiena
polynomy stupné < n nad jednotkovou diagonalou. Plati P~1(¢t) = P(—t) a ||P(t)|| ~ (1 + |t|™).

Véta 6.4. [Variace konstant pro (6.2).] Necht A € R™™" ¢(t) : (a,b) — R" je spojitd, to € (a,b) a zg € R™ jsou
déana. Potom feSeni rovnice

¥ = Ax + g(t), x(to) = xo (6.2)



ma tvar .

z(t) = et Az, +/ =94 (s)ds, t € (a,b)

to
Definice. Pro A € R™ " znaé¢i o(A) spektrum matice a definujeme o_(A) = o(A4) N {Re < 0}, 0¢(4) =
o(A)N{Re =0}, 04 (A) = 0(A) N {Re > 0}. Prostory generované piislusnymi (zobecnénymi) vlastnimi vektory
znac¢ime X_(A), X4 (A), Xo(A) (nazyvame je stabilni, nestabilni a centralni podprostor). Ziejmé R" = X (A)®
X, (A) ® Xo(A). Tyto prostory jsou invariantni vzhledem k A a téz vzhledem k et4.

Véta 6.5. [Asymptotické chovani feseni (6.1).] Necht A je dand matice. Potom existuji a, 8, M a ¢ > 0 takové,
ze pro kazdé t > 0 plati:

1. (stabilnf podprostor) g € X_(A) = |exg| < ce™|xy|
2. (nestabilni podprostor) 2o € X (A) = |etdxo| > ¢ Lel|g|

3. (centralni podprostor) zg € Xo(A) = ¢ 1(1+1)"M|zg| < |eMag| < (1 + )M |20

Poznamka. Uvedené vlastnosti prostory X_(A), X4+ (A) a Xo(A) charakterizugi. Pro t < 0 plati zrcadlové
odhady: exponencidlni rust na X_(A), exponencidlni pokles na X (A), polynomiédlni chovani na X(A).

7 Stabilita.

Poznamka. Lemma 4.1 teoreticky tvrdi spojitost feseni vuéi xg, prakticky vsak (pro vétsi t) nemd vzhledem
k exponencidlnimu odhadu vyznam. To nds vede ke zkouméni okolnosti, za nichz existuji odhady, které se
nezhorsuji pro t — oo.

Definice. Necht f = f(x,t) je spojitd v oteviené  C R""! a navic lokalné lipschitzovska viiéi z. Necht
Q> {0} x I, kde I = (1,00), a necht f(0,t) =0 pro Vt € I.
Rekneme, ze nulové teSeni rovnice je

(i) stabilni, jestlize Vtg € I Ve > 0 30 > 0 tak, Ze |xo| < & implikuje, Ze ¢(t,to, 7o) je definovdno a splituje
lo(t, to, z0)| < € pro Vi > tg

(ii) nestabilni, jestlize neni stabilni

(iii) lokdlni atraktor, jestlize Yty € I In > 0 tak, ze |xg| < n implikuje, ze (¢, to, xo) je definovédno Vt > ¢ty a
navic ¢(t,t9,z9) — 0 pro t — 400

(iv) asymptoticky stabilni, jestlize je stabilni a navic lokalni atraktor

(v) uniformné stabiln, jestlize Ve > 0 30 > 0 Vto € I tak, ze |zo| < ¢ implikuje, ze ¢(t, 1, zo) je definovano a
spliiuje |¢(t,to, z0)| < € pro Vt >t

(vi) uniformné asymptoticky stabilni, jestlize je uniformné stabilni a navic In > 0 Ve > 03T > 0 Vg € I
|xo| < n implikuje, ze ¢(t,tg,xo) je definovdno pro viechna t > tg a |p(t, to, xo)| < & pro Vt > tg+ T

Poznamky. Z Véty 4.2 vime, Ze Fesici funkce je spojita. Vlastnost (i) ¥ikd, Ze spojitost ¢ vuci xg je stejnomérna
vzhledem k (tj. § 1ze volit nezavisle na) t > ty. Termin uniformni znaéi navic stejnomérnost této spojitosti i
vuci tg € I. V pripadé autonomni rovnice vSak je (asymptotickd) stabilita totéz co (asymptotickd) uniformni
stabilita, nebot o(t,tg,z0) = ©(t — to, 0, 0).
Poznamenejme, zZe (iii) obecné neimplikuje (i) — Vinogradovuv protipiiklad.
Obecnéji, tesen{ Z(t) rovnice 2/ = f(x,t) se nazve stabilni (resp. uniformné stabilni, atd.), jestlize feSen{ nulové
feseni rovnice u' = g(u,t), kde g(u,t) = f(Z(t) + u,t) — f(Z(t),t) ma analogickou vlastnost. V piipadé linedrni
rovnice (5.1), tj.

2= At)x + g(t)



je stabilita (libovolného) feseni ekvivalentni stabilité nulového feseni piislusné homogenni tlohy, tj. (5.1).

Véta 7.1. Je ddna rovnice ' = A(t)x, kde A(t) je spojitd v I = (7,00). Necht ®(t) je (libovolnd) fundamentalni
matice. Potom nulové feseni je

1. stabilni, pravé kdyz pro Yty € I je ||®(t)|| omezena v [tg, 00)
2. asymptoticky stabilni, préavé kdyz || ®(t)|| — 0 pro t — oo
3. uniformné stabilni, pravé kdyz 3¢ > 0 Vs <t € I je || ®()@ 1 (s)|| < ¢

4. a konec¢né je uniformné asymptoticky stabilni, pravé kdyz Ja, ¢ > 0 Vs < t € I plati ||®(t)®1(s)] <
Cefa(tfs)

Terminologie. Pro vlastni ¢islo \g matice A rozlisujeme algebraickou ndsobnost (tj. kolikandsobnym kotenem
det(A — A) ¢islo A\ je) a naproti tomu geometrickou ndsobnost (tj. kolik linedrné nezavislych feseni rovnice
(Aol — A)u = 0 existuje).

Geometrickd ndsobnost je obecné mensi nebo rovna algebraické nasobnosti. Pokud jsou si rovny, hovotime o
polojednoduchém vlastnim &isle. Vlastni éislo je polojednoduché, prave kdyz k nému nepiislusi zadné (netrivialni)
Jordanovy buiky, coz jest pravé kdyz je A na pfislusném vlastnim podprostoru diagonalizovatelna.

Véta 7.2. Nechtf A je konstantni matice. Potom nulové feSeni rovnice ' = Ax je

1. (uniformné) stabilni, pravé kdyz: Re A < 0 pro VA € o(A), pficemz Re A = 0 pouze pro polojednoducha
vlastni ¢isla

2. (uniformné) asymptoticky stabilni, pravé kdyz Re A < 0 pro VA € o(A)

Lemma 7.1. Je ddna rovnice 2/ = Az +7(z,t). Nechf existujf ¢, a > 0 tak, ze |e?|| < ce™ pro Vt > 0; nechf
r(z,t) : R" — R™ je spojitd a |r(x,t)| < y|z| pro Vo, t, kde v < a/c.

Pak kazdé feseni spliuje |z(t)| < c|z(to)| exp(—B(t — to)), pro t > tg, kde 5 = a — ¢y > 0.

Specidlné: nulové Feseni je (uniformné) asymptoticky stabilni.

Poznamka. Matice A se nazve Hurwitzovskd, jestlize Re A < 0 pro VA € o(A4). Z Véty 6.5 vidime, ze A splni

predpoklady pfedchoziho Lemmatu 7.1, pravé kdyz je Hurwitzovska. Navic « lze volit libovolné takové, ze
Re )\ < —a pro VA € o(A).

Véta 7.3. [O linearizované stabilité.] Je déna rovnice ' = f(x). Necht f(zo) = 0, f(z) je C' na okolf zg a
necht Re XA < 0 pro kazdé )\ € o(A), kde A = V f(zp). Potom zg je (uniformné) asymptoticky stabilni.

Véta 7.4. [O linearizované nestabilité.] Je ddna rovnice 2’ = f(x). Necht f(x9) = 0, f(x) je C! na okoli zg a
necht existuje A € o0(A), kde A = V f(z) takové, ze Re A > 0. Potom z je nestabilni.

Poznamka. Predchozi véty nepokryvaji piipad, kdy ReA < 0 pro A € o(A), pficemz alesponn pro jedno A
nastava rovnost. Za téchto okolnosti nelze obecné o stabilité rozhodnout pouze na zakladé vlastnosti A; mezi

stabilitou rovnice 2’ = f(z) a stabilitou ,,linearizované* rovnice 2’ = Az obecné neni souvislost.

Definice. Necht f(x) je C! na okoli xg. Necht f(xp) = 0 a nechf Re\ # 0 pro kazdé A\ € o(A). Potom zg
nazyvame hyperbolicky stacionarni bod rovnice ' = f(z).

Véta 7.5. [Hartman-Grobmanova véta]. Necht zq je hyperbolicky staciondrni bod rovnice ' = f(x). Potom
existuje homeomorfismus, prevadéjici feseni této rovnice na Feseni rovnice ' = Ax, kde A = V f(xy).

'Bez dikazu.



8 Prvni integral.
Definice. Necht 2 C R” je otevien. Funkce U : Q — R se nazve proni integrdl rovnice
o' = f(x) (8.1)
v §, jestlize :
1. U je tiidy C' a nekonstantni v Q

2. t— U(x(t)) je konstantni, pokud x(t) je libovolné teseni (8.1) v Q

Pozndmka. Fyzikdlni vyznam: zachovévajici se veli¢ina (energie). Geometricky vyznam: feSeni (8.1) tvoii
,,vrstevnice“ grafu U.

Véta 8.1. Necht 2 ¢ R"*! je oteviend, f : Q — R" je spojitd, V : Q@ — R je C'. Potom je ekvivalentni:

(i) pro kazdé x(t) Feseni rovnice (1.1) v Q je t — V(x(t),t) konstantn{

(ii) OV (z,t) + ViV (x,t) - f(x,t) = 0 pro kazdy bod (z,t) € Q

Definice. Vyraz 0,V (z,t) + V.V (x,t) - f(x,t) podrobné zapsano

oV "oV
E(q‘i?t) + Z %j(mvt)f]’(:mt)

nazyvéme orbitdlni derivaci funkce V' vzhledem k rovnici (1.1). Znac¢ime V. Je-li a(t) libovolné feseni (1.1),
pak gV (x(t),t) = Vy(x(t),t).

Definice. Funkce Uj(z) tifdy C' nazveme nezdvislé v bodé z, jestlize matice {%(wo)}, i=1,...,n, j =
1,...,k ma hodnost k.
Ekvivalentné: vektory VU;(xp) € R™ jsou linedrné nezavislé.

Poznamka. Ziejmé existuje nejvyse n funkci, jez jsou nezavislé v daném bodé. Pokud tyto funkce jsou zaroven
prvni integraly rovnice (8.1), pfi¢emz x( neni staciondrni bod, pak existuje nejvyse n — 1 takovych funkei.

Véta 8.2. Necht jsou dany prvni integraly Uy, ..., Uy rovnice (8.1), které jsou nezdvislé v bodé zg. Potom (8.1)
Ize v jistém okoli zp redukovat na soustavu n — k (diferencidlnich) rovnic.

Véta 8.3. Necht f(x) je C! na okoli g, a necht f(xg) # 0. Potom rovnice (8.1) ma n — 1 prvnich integrali,
které jsou nezavislé v bodé xg.

Poznamka. Kombinace Vét 8.1 a 8.3 zarucuje (lokalni) existenci feseni PDR 1. fadu

pro neznamou funkci U = U(z). Mirnou adaptaci dukazu lze ziskat (na jistém okoli z¢ € ) feSeni obecnéjsi
rovnice

" oU
j=1 "7

s predepsanou hodnotou na libovolné C! nadplose I' za piedpokladu, 7e f(z¢) neni tecny smér ke I' v bodé .
Tento postup se nazyva metoda charakteristik.



9 Rovnice vyssiho radu.
Definice. Rovnici n-tého fadu rozumime

y™ =gty ...,y ) (9.1)

s pocatec¢nimi podminkami
y(to) = &1, ¥/ (to) = &, ..., y" (ko) = & (9.2)
Resenim rozumime funkci tiidy C™, vyhovujici (9.1-9.2) na néjakém otevieném intervalu.

Pozorovani. [D’Alembertova transformace.] Funkce y(t) je feSenim (9.1-9.2), pravé kdyz (vektorova) funkce
x(t), kde
z1(t) = y(t), w2(t) =y (), -, @alt) =y D(1) (9:3)

je feSenim soustavy ' = f(t,x), z(tg) = &, kde
fl(t7$) = T2, f2(ta I’) =3, .-y fn—l(t,$) = Tn, fn(t,l') = g(t,:t) (94)
Véta 9.1. Necht g(¢,y) je spojitd na okolf bodu (tg,¢) € R*™L. Potom existuje § > 0 a funkce y(t) : (vo —

d, 9 +0) — R, Feseni (9.1-9.2).

Véta 9.2. Je-li navic g(t,y) lokdlné lipschitzovskd vuci z, je feSeni jednoznaéné urceno a spojité zavisi na
pocétecni podmince (tj. mald zména t, ¢y a € implikuje malou zmeénu y(t), y/(t), ...,y (t)).

Definice. Linedarni ODR fadu n rozumime

> a0y = h(h) (9.5)

Véta 9.3. Necht ¢y € (a,b), £ € R"; necht a;(t), h(t) jsou spojité, navic ag(t) # 0 v (a,b). Potom existuje
jediné y € C™(a, b) feseni (9.5), splaujici (9.2).

Véta 9.4. Necht a;(t) spliuji pfedpoklady piedchozi véty. Potom Feseni homogenni tilohy
n .
S a0y =0 9
j=0

(tj. (9.5) pro h(t) = 0) tvoii linedrni podprostor C"(a,b) dimenze n.

Lemma 9.1.%2 Necht F(t) = ft’; B(t, s)ds, kde to je pevné a ¢(t, s) je C! funkce. Potom F(t) je diferencovatelna
a plati
t a¢

F'(t) = ¢(t,t) + t E(t,s)ds

Véta 9.5. [Variace konstant pro rovnici n-tého fédu.] Necht pro s € (a, b) znaci ¢(t, s) = y(t), kde y(t) je FeSeni
homogennf tilohy s pocatecni podminkou ) (s) =0, j =0,...,n — 2 a y™ Y(s) = 1/ag(s). Potom funkce

yp(t) == t o(t,s)h(s)ds

fesi rovnici (9.5) s poc¢ateéni podminkou yz(gj) (to)) =0,7=0,...,n— 1.

2Bez dikazu.



10 Stabilita podruhé.

V této kapitole studujeme opét obecnou rovnici (1.1), tj.

' = f(x,t)

za trvalych predpokladi: f(z,t) : O x I — R" je spojitd, O C R" oteviend mnozina obsahujici 0 a I = (7, 00).
Piedpokladdame f(0,t) = 0 pro Vt € I, tj. z(t) = 0 je feSeni v I, o jehoz stabilitu pujde.

Definice. Funkce w(z) : O — R se nazve pozitivné definitni, jestlize je spojitd, w(0) = 0 a w(z) > 0 pro
vV e O\ {0}.

Definice. Funkce V (z,t) : O x I — R se nazve Ljapunovskd funkce rovnice (1.1) pro bod 0, jestlize:
(i) V(z,t) je spojita, nezdpornd a V(0,t) = 0 pro Vt € I
(ii) funkce t — V(x(t),t) je nerostouci pro kazdé =(t) feseni (1.1) v O x I

(iii) existuje pozitivné definitni funkce w(z) v O takovd, ze V(z,t) > w(z) pro kazdy bod (z,t) € O x I
Poznamka. Je-li V(z,t) tifdy C?, je podminka (ii) vyse ekvivalentni nekladnosti orbitdlni derivace, tj.

aa—‘;(:c,t)—i—vx‘/(:c,t)-f(:c,t)go Vi(xz,t) e OxI

Dukaz je analogicky Vété 8.1. Podobné podminka (v) ve Vété 10.2 nize je ekvivalentni

Vi(z,t) < —n(z),

pro vechny body (z,t) € O x I.

Véta 10.1. Necht rovnice (1.1) mé Ljapunovskou funkei pro bod 0. Potom nulové fesen{ je stabiln{ v I.

Lemma 10.1. Necht w(z) je pozitivné definitn{ v O, necht x,, € U(0,¢) C O, necht w(z,) — 0. Potom x,, — 0.

Véta 10.2. Necht rovnice (1.1) ma Ljapunovskou funkci V(z,t) v O x I. Necht navic existuji funkce A(z) a
n(x) pozitivné definitni v O takové, ze:

(iv) V(z,t) < A(x) pro kazdy bod V(z,t) € O x I
(v) LV (x(t),t) < —n(z(t)) kazdé x(t) feseni (1.1) v O x I
Potom 0 je asymptoticky stabilni v 1.
Véta 10.3. Je déna rovnice 2’ = Az, kde A € R™*"™. Nésledujici vyroky jsou ekvivalentni:
1. 0 je asymptoticky stabilni v [0, co).
2. Re A <0 pro VA € 0(A), neboli A je Hurwitzovska
3. existujf a, ¢ > 0 tak, ze |[e*| < ce™ pro Vt > 0
4. existuje symetricka, pozitivné definitni B € R™*™ takova, ze
ATB+BA=-1
Poznamka. Posledni rovnost se nazyva Ljapunovova rovnice. Z bodu (4) plyne, ze V(z) = z - Bx je Ljapu-

novskou funkef rovnice 2’ = Az. Pomoci této Ljapunovské funkce lze také dokdzat Vétu 7.3 (o linearizované
stabilité).



11 Sturmova srovnavaci véta.
V této kapitole se budeme zabyvat linedrni homogenni rovnici 2. fadu
ao(t)r” + a1 ()2’ + az(t)z =0 (11.1)

kde a;(t) jsou spojité, navic ag(t) # 0 v intervalu I = (o, ). Podle Véty 9.3 je feseni jednoznac¢né urceno
hodnotami z(tp) a #/(ty) v predepsaném tg a je t¥idy C?([).
Budeme se zabyvat problémem rozlozeni nulovych bodu (netrividlnich) feseni této rovnice.

Lemma 11.1. Necht z(t) je netrividlni feSeni rovnice (11.1), to € I.
(i) je-li z(to) = 0, je 2’(to) # 0

(ii) je-li z(to) = 0 a y(t) je jiné feseni, téz splnujici y(to) = 0, pak existuje A € R takové, ze y(t) = Az(t) pro
Vtel

(iii) mnozina N(z) = {t € I; x(t) = 0} nulovych bodi nem4 v I hromadny bod

Dausledky. Kazdy kompaktni interval [a,b] C I obsahuje nejvyse kone¢né prvku N(z). Ma tedy smysl hovorit
o nejblizsim vétsim/mensim (,,sousednim“) nulovém bodé. (N (z) muze byt nekoneénd s hromadnymi body «
¢i B.)

Lemma 11.2. Rovnice (11.1) je vzdjemné prevoditelna na tvar

(p(H)2) + q(t)z =0 (11.2)
kde p(t), p'(t) a q(t) jsou spojité v I, navic p(t) # 0. Pi{slusnd substituce navic zachovdva nulové body feseni.

Véta 11.1. [Sturmova srovnavaci véta.] Necht p(t), qi(t), ga(t) jsou spojité v I, navic p(t) > 0. Necht z(t) je
netrividlng feSeni rovnice
(p(t)2") + @1 (t)x =0 (11.3)
Necht y(t) je (libovolné) feseni rovnice
/
(P()Y) + a2(t)y =0 (11.4)

Necht ¢; < t2 jsou sousedni body N(z) a necht (klicovy predpoklad) ga2(t) > q1(t) v [t1,t2]. Potom bud (i)
y(t) mé v (t1,t2) nulovy bod, nebo (ii) existuje A € R takové, ze y(t) = Ax(t) a qi1(t) = qa2(t) pro Vit € [t1,ta].
Specidlné, y(t) ma nulovy bod v [t1,to].

Poznamka. Jde o rovnice tvaru 2/ = —q(t)z, tj. ¢(t) ma vyznam zpétné vazby (napf. tuhost pruziny). Smysl
véty je: silngjsi zpétnd vazba = vice nulovych bodu.

Véta 11.2. [Sturmova oddélovaci véta.] Necht p(t), p/(t) a q(t) jsou spojité v I, navic p(t) # 0. Necht {u(t),v(t)}
je libovolny fundamentdln{ systém rovnice (11.2). Necht N(u), N(v) jsou nulové body u(t), v(t). Potom N (u),
N (v) jsou disjunktni a mezi dvéma sousednimi body N (u) lezi préavé jeden bod N (v).
12 Floquetova teorie.
V této kapitole budeme studovat linedrni rovnici

' = A(t)z + b(t) (12.1)

kde A(t) € R™*™ b(t) € R™ jsou spojité a T-periodické v R. Budeme se zabyvat otdzkou existence periodickych
feSeni a otazkou stability feseni pro (12.1).

Poznamky. Pro danou pocateéni podminku x(tyg) = z¢ podle Véty 5.1 existuje pravé jedno feseni v R. Je-li
x(t) TeSeni, je také y(t) := x(t + T') feseni. Reseni z(t) je T-periodické, prave kdyz =(T) = x(0).
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Lemma 12.1.3 Necht A je reguldrni matice. Pak existuje matice B (obecné komplexn{ a ne jednoznaéné urcend)
takovd, ze ef = A.

Véta 12.1. [Floquetova.] Necht ®(¢) je fundamentdln{ matice tilohy (12.1), necht navic ®(0) = I. Potom
existuje reguldrni a vzhledem k ¢asu spojita, T-periodickd matice Q(t) a dale (konstantni) matice B takové, ze

d(t) = Q(t)e'P.
Poznamka. Tzv. Floquetova transformace = Q(t)y prevadi rovnici
¥ = At)x (12.2)

na rovnici s konstantnimi koeficienty 3’ = By. Matice C' = ®(T) = e’B se nazyva matice monodromie. Tato

matice reprezentuje feSici operdtor v case periody a lze z ni vy¢ist mnohé podstatné informace (existence
periodickych Feseni, stabilita, ...).

Véta 12.2. Necht matice A(t) je spojitd, T-periodickd. Potom je ekvivalentni:
1. rovnice (12.1) m4a pro dané T-periodické b(t) pravé jedno T-periodické reseni
2. rovnice (12.2) mé pouze trividlni T-periodické feseni
3. 1¢ 0(C), kde C je matice monodromie
Véta 12.3. Uvazujme homogenni rovnici 2’ = A(t)z. Nechf C je matice monodromie. Potom nulové fesenf je:
(i) stabilni, prave kdyz: |A\| <1 pro kazdé A\ € o(C) a pokud |A| = 1, jde o polojednoduché vlastni ¢éislo

(ii) asymptoticky stabilni, praveé kdyz |A| < 1 pro kazdé A € o(C)

3Bez dukazu.
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