
verze 6. ledna 2020.

1 Existence řešeńı.

Úmluva. Budeme studovat systém rovnic
x′ = f(x, t) (1.1)

za trvalého předpokladu Ω ⊂ Rn+1 otevřená, f : Ω→ Rn spojitá.

Definice. Řešeńım (1.1) v Ω rozumı́me dvojici (x, I), kde x(t) : I → Rn, I ⊂ R je otevřený interval a pro ∀t ∈ I
plat́ı : (i) (x(t), t) ∈ Ω, (ii) existuje (vlastńı) x′(t) a (iii) x′(t) = f(x(t), t).

Poznámka. Takto definované řešeńı je nutně C1 (,,klasické řešeńı“). Plat́ı princip ,,nalepováńı“: je-li x(t) řešeńı
na (a, t0) a na (t0, b), spojité v t = t0, pak je již řešeńı na (a, b).

Lemma 1.1. [O integrálńı formulaci.] Necht’ x(t) : I → Rn je spojitá funkce, (x(t), t) ∈ Ω pro každé t ∈ I;
t0 ∈ I pevné. Potom je ekvivalentńı :
1. (x, I) je řešeńı (1.1), splňuj́ıćı x(t0) = x0
2. pro každé t ∈ I plat́ı x(t) = x0 +

∫ t
t0
f(x(s), s)ds

Věta 1.1. [Peano]. Je-li (x0, t0) ∈ Ω, pak existuje δ > 0 a x(t) : (t0 − δ, t0 + δ)→ Rn řešeńı (1.1) v Ω, splňuj́ıćı
x(t0) = x0.

Věta 1.2. [Arzelo-Ascoli.] Necht’ funkce xn(t) jsou stejně omezené a stejně spojité na [0, T ]. Potom z nich lze
vybrat stejnoměrně konverguj́ıćı podposloupnost.

Poznámka. Je-li f spojitá a omezená v Ω = Rn+1, pak řešeńı existuje dokonce globálně, tj. pro t ∈ R. Př́ıklad
rovnice x′ = exp(x), x(0) = 2, jej́ıž (jediné) řešeńı x(t) = ln(1/(e−2 − t)) nelze pokračovat za t = e−2, ukazuje,
že obecně je existence zaručena pouze lokálně.

2 Jednoznačnost řešeńı.

Definice. Řekneme, že rovnice (1.1) má v Ω vlastnost globálńı jednoznačnosti, jestliže pro libovolná řešeńı
(x, I), (y, J), splňuj́ıćı x(t0) = y(t0) pro nějaké t0 ∈ I ∩ J , plat́ı x(t) = y(t) pro všechna t ∈ I ∩ J .
Řekneme, že rovnice (1.1) má v Ω vlastnost lokálńı jednoznačnosti, jestliže pro libovolná řešeńı (x, I), (y, J),
splňuj́ıćı x(t0) = y(t0) pro nějaké t0 ∈ I∩J , existuje δ > 0 tak že x(t) = y(t) pro všechna t ∈ I∩J∩(t0−δ, t0+δ).

Věta 2.1. Rovnice (1.1) má v Ω vlastnost globálńı jednoznačnosti, právě když zde má vlastnost lokálńı jedno-
značnosti.

Definice. Funkce f se nazve lokálně lipschitzovská vzhledem k x v Ω, jestliže : pro každé (x0, t0) ∈ Ω existuj́ı
L a δ > 0 tak, že |f(x, t)− f(y, t)| ≤ L|x− y| pro (x, t), (y, t) ∈ U(x0, δ)× (t0 − δ, t0 + δ).

Věta 2.2. Necht’ f je lokálně lipschitzovská vzhledem k x v Ω. Potom rovnice (1.1) má v Ω vlastnost lokálńı
jednoznačnosti.

Definice. f ∈ C1
x(Ω) znač́ı, že ∂f

∂xi
existuj́ı a jsou spojité v Ω, pro každé i.

Lemma 2.1. Necht’ f ∈ C1
x(Ω). Potom f je lokálně lipschitzovská vzhledem k x v Ω.

Důsledek. Necht’ f ∈ C1
x(Ω). Potom rovnice (1.1) má v Ω vlastnost globálńı jednoznačnosti.

3 Maximálńı řešeńı

Poznámka. Připomeňme, že ,,̌rešeńım“ rozumı́me vždy řešeńı rovnice (1.1) v Ω ⊂ Rn+1 ve smyslu výše uvedené
definice a j́ı předcházej́ıćı úmluvy.

Definice. Řešeńı (x̂, Î) se nazve prodloužeńım řešeńı (x, I), jestliže Î ⊃ I a x̂(t) = x(t) pro každé t ∈ I.
Řešeńı (x, I) se nazve maximálńı, jestliže nemá žádné netriviálńı (tj. Î % I) prodloužeńı.
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Věta 3.1. Každé řešeńı má alespoň jedno maximálńı prodloužeńı.

Lemma 3.1. Řešeńı (x, I), kde I = (a, b), lze prodloužit za bod b, právě když plat́ı : (i) b < ∞ (ii) existuje
limt→b− x(t) =: x0 ∈ Rn a (iii) (x0, b) ∈ Ω.

Věta 3.2. [O opuštěńı kompaktu.] Necht’ K ⊂ Ω je kompaktńı množina, necht’ (x, I) je maximálńı řešeńı,
splňuj́ıćı (x(t0), t0) ∈ K. Potom existuj́ı t1 > t0 a t2 < t0 takové, že (x(t1), t1) /∈ K a (x(t2), t2) /∈ K.

Důsledek. Necht’ (x, I), I = (a, b) 3 0, je maximálńı řešeńı autonomńı rovnice x′ = f(x), kde f : O :→ Rn
je spojitá; necht’ x(0) ∈ K, kde K ⊂ O je kompaktńı. Potom bud’ b = ∞, nebo existuje t1 ∈ (0, b) takové, že
x(t1) /∈ K. Podobně bud’ a = −∞, nebo existuje t2 ∈ (a, 0) takové, že x(t2) /∈ K.

4 Závislost na počátečńı podmı́nce

Věta 4.1. [Gronwallovo lemma.] Necht’ w(t), g(t) jsou nezáporné, spojité na intervalu I, necht’ t0 ∈ I, K ≥ 0.
Necht’ pro každé t ∈ I

w(t) ≤ K +

∣∣∣∣∫ t

t0

w(s)g(s)ds

∣∣∣∣
Potom pro každé t ∈ I

w(t) ≤ K exp

(∣∣∣∣∫ t

t0

g(s)ds

∣∣∣∣)
Lemma 4.1. Necht’ f je (globálně) L-lipschitzovská v Ω v̊uči x. Potom pro libovolná dvě řešeńı (x, I), (y, J) v
Ω a body t, t0 ∈ I ∩ J plat́ı

|x(t)− y(t)| ≤ |x(t0)− y(t0)| exp(L|t− t0|)

Definice. [,,Řešićı funkce“]. Necht’ f je spojitá a lokálně lipschitzovská vzhledem k x v Ω. Potom definujeme
ϕ : Rn+2 → Rn předpisem ϕ(t, t0, x0) = x(t), t ∈ I, kde (x, I) je (jediné, maximálńı) řešeńı rovnice (1.1) v Ω s
počátečńı podmı́nkou x(t0) = x0.

Věta 4.2. Za předpoklad̊u předchoźı definice je

D =
{

(t, t0, x0) ∈ Rn+2; ϕ(t, t0, x0) má smysl
}

otevřená a ϕ : D → Rn je spojitá.

Důsledek. Je-li f = f(x, t, p) spojitá a nav́ıc lokálně lipschitzovská v̊uči x a p, záviśı řešeńı x′ = f(x, t, p0),
x(t0) = x0 spojitě (a má otevřený definičńı obor) vzhledem t, t0, x0 i p0. Užitečný trik : přidáme ,,falešnou“
rovnici p′ = 0, p(t0) = p0, č́ımž problém převedeme opět na otázku závislosti na počátečńı podmı́nce.

Poznámka. Řešićı funkce je zřejmě diferencovatelná vzhledem k t, nebot’ ∂ϕ
∂t (t, t0, x0) = f(ϕ(t, t0, x0), t).

Označme pro účely následuj́ıćı věty ∂
∂w derivaci ve směru w ∈ Rn dle proměnné x0.

Věta 4.3. Necht’ f ∈ C ∩ C1
x(Ω). Potom existuje ∂ϕ

∂w (t, t0, x0) všude v D. Označ́ıme-li x(t) = ϕ(t, t0, x0), pak

u(t) = ∂ϕ
∂w (t, t0, x0) je řešeńım ,,rovnice ve variaćıch“

u′ = ∇xf(x(t), t)u, u(t0) = w (4.1)

Důsledky. Za uvedených předpoklad̊u dokonce ∂ϕ
∂w (t, t0, x0) záviśı spojitě na x0, tj. řešićı funkce je diferenco-

vatelná (má totálńı diferenciál) vzhledem k x0. Lze též ukázat, že ϕ je diferencovatelná v̊uči t0.
Obecněji, je-li f ∈ Ckx , je ϕ ∈ Ckx0 . Za př́ıslušných předpoklad̊u je řešićı funkce diferencovatelná též v̊uči
parametr̊um p0; viz poznámku za Větou 4.2.
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5 Lineárńı rovnice.

Definice. Lineárńı rovnićı rozumı́me

x′ = A(t)x+ g(t), x(t0) = x0 (5.1)

kde A(t) : (a, b)→ Rn×n, g(t) : (a, b)→ Rn jsou spojité.

Věta 5.1. Necht’ t0 ∈ (a, b), x0 ∈ Rn je dáno. Pak existuje jediné řešeńı rovnice (5.1), definované na celém
(a, b).

Poznámka. Podstatný rys lineárńıch rovnic : globálńı existence řešeńı, tj. na oboru spojitosti A(t), g(t). Ve
skutečnosti plat́ı i pro nelineárńı rovnice x′ = f(x, t) se sublineárńı pravou stranou, tj. pokud |f(x, t)| ≤
a(t)|x|+ g(t), kde a(·), g(·) jsou spojité.

Definice. Homogenńı rovnićı rozumı́me (5.1) pro g(t) ≡ 0, tj.

x′ = A(t)x, x(t0) = x0 (5.2)

Věta 5.2. Množina RH řešeńı homogenńı rovnice (5.2) tvoř́ı n-dimenzionálńı podprostor C1((a, b),Rn).

Definice. Fundamentálńım systémem (f.s.) pro (5.2) rozumı́me libovolnou bázi RH . Matice, jej́ıž sloupce tvoř́ı
prvky libovolného fundamentálńı systému, nazýváme fundamentálńı matićı (f.m.) pro (5.2).

Poznámka. Je-li Φ(t) nějaká f.m. pak:

• Φ(t) splňuje ,,maticový tvar (5.2)“, tj. Φ′ = A(t)Φ

• Φ(t) je regulárńı pro každé t ∈ (a, b)

• obecné řešeńı (5.2) má tvar Φ(t)c, kde c ∈ Rn (sloupcový vektor)

• Φ̃(t) = Φ(t)Φ−1(t0) je také f.m., nav́ıc splňuj́ıćı Φ̃(t0) = I.

Věta 5.3. [Variace konstant.] Necht’ Φ(t) je libovolná f.m. pro (5.2). Potom řešeńı rovnice (5.1) lze napsat ve
tvaru

x(t) = Φ(t)Φ−1(t0)x0 + Φ(t)

∫ t

t0

Φ−1(s)g(s)ds, t ∈ (a, b).

Věta 5.4. [Liouvilleova formule.] Necht’ Φ(t) je maticové řešeńı (5.2), necht’ w(t) = det Φ(t). Potom

w(t) = w(t0) exp

(∫ t

t0

trA(s)ds

)
kde trA je stopa matice A.

Poznámka. Necht’ ϕ(t, x0) je řešićı funkce autonomńı rovnice x = f(x), x(0) = x0. Je-li f ∈ C1, je ϕ(t, ·)
(lokálně) difeomorfismus (ϕ−1(t, ·) = ϕ(−t, ·)). Z věty o substituci a předchoźı věty vyplývá

λn(ϕ(t, A)) =

∫
A

exp

(∫ t

0
divx f(ϕ(u, s))ds

)
du

kde div f = tr∇f . Speciálně : je-li div f = 0, pak ϕ(t, ·) zachovává objem množin.
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6 Lineárńı rovnice s konstantńımi koeficienty.

Definice. Normu matice A ∈ Rn×n definujeme

‖A‖ = sup
{
|Ax|; x ∈ Rn, |x| ≤ 1

}
Připomeňme, že |x| =

√
x21 + · · ·+ x2n je absolutńı hodnota (,,norma“) vektoru x ∈ Rn.

Věta 6.1. [Vlastnosti normy matice.] Necht’ A, B ∈ Rn×n. Potom :

(i) ‖A‖ ≥ 0, a ‖A‖ = 0 právě když A = 0

(ii) ‖aA‖ = |a|‖A‖ pro ∀a ∈ R

(iii) ‖A+B‖ ≤ ‖A‖+ ‖B‖

(iv) ‖AB‖ ≤ ‖A‖‖B‖

(v) |Ax| ≤ ‖A‖|x| pro ∀x ∈ Rn

(vi) je-li A regulárńı, pak |Ay| ≥ |y|/‖A−1‖ pro ∀y ∈ Rn

Poznámky. Lze zavést jiné (nutně ekvivalentńı) normy matice, např.

‖A‖∞ = max{[A]ij ; 1 ≤ i, j ≤ n}

kde [A]ij znač́ı prvek ij matice A. Výhoda výše uvedené normy je ve vlastnostech (iv-vi) Věty 6.1, které např.
pro normu ‖A‖∞ neplat́ı (resp. plat́ı až na vhodnou konstantu).
Často (a mlčky) už́ıvaná úvaha : An → A v normě, právě když [An]ij → [A]ij pro každé ij. Podobně (tj.
po složkách) lze ekvivalentně nahĺıžet na daľśı ,,limitńı“ operace maticových funkćı (derivace, integrál, součet
řady).

Definice. Maticovou exponenciálu definujeme předpisem eA =
∑∞

k=0
1
k!A

k (s konvenćı A0 = I).

Poznámka. Řada konverguje absolutně a plat́ı ‖eA‖ ≤ e‖A‖.

Věta 6.2. Necht’ U(t) = etA. Pak U(t) je fundamentálńı matice rovnice

x′ = Ax, (6.1)

a plat́ı U(0) = I.

Věta 6.3. [Vlastnosti maticové exponenciály.]

(i) eaI = eaI pro ∀a ∈ R

(ii) pokud AB = BA, pak eA+B = eAeB

(iii) eC
−1AC = C−1eAC

(iv) e−A =
(
eA
)−1

; speciálně eA je vždy regulárńı

Poznámka. [Výpočet etA v praxi.] Pro nilpotentńı A (tj. Am = 0 pro nějaké m ≥ 1) snadno z definice. O
obecném př́ıpadě (vzhledem k bodu (iii) Věty 6.3.) stač́ı uvažovat Jordanovu buňku J = aI +L, kde L (nulová
až na 1 nad diagonálou) je zjevně nilpotentńı. Tedy (body (i-ii) Věty 6.3.) exp tJ = eatP (t), kde P (t) je tvořena
polynomy stupně < n nad jednotkovou diagonálou. Plat́ı P−1(t) = P (−t) a ‖P (t)‖ ∼ (1 + |t|m).

Věta 6.4. [Variace konstant pro (6.2).] Necht’ A ∈ Rn×n, g(t) : (a, b)→ Rn je spojitá, t0 ∈ (a, b) a x0 ∈ Rn jsou
dána. Potom řešeńı rovnice

x′ = Ax+ g(t), x(t0) = x0 (6.2)
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má tvar

x(t) = e(t−t0)Ax0 +

∫ t

t0

e(t−s)Ag(s)ds, t ∈ (a, b)

Definice. Pro A ∈ Rn×n znač́ı σ(A) spektrum matice a definujeme σ−(A) = σ(A) ∩ {Re < 0}, σ0(A) =
σ(A)∩{Re = 0}, σ+(A) = σ(A)∩{Re > 0}. Prostory generované př́ıslušnými (zobecněnými) vlastńımi vektory
znač́ıme X−(A), X+(A), X0(A) (nazýváme je stabilńı, nestabilńı a centrálńı podprostor). Zřejmě Rn = X+(A)⊕
X+(A)⊕X0(A). Tyto prostory jsou invariantńı vzhledem k A a též vzhledem k etA.

Věta 6.5. [Asymptotické chováńı řešeńı (6.1).] Necht’ A je daná matice. Potom existuj́ı α, β, M a c > 0 takové,
že pro každé t ≥ 0 plat́ı:

1. (stabilńı podprostor) x0 ∈ X−(A) =⇒ |etAx0| ≤ ce−αt|x0|

2. (nestabilńı podprostor) x0 ∈ X+(A) =⇒ |etAx0| ≥ c−1eβt|x0|

3. (centrálńı podprostor) x0 ∈ X0(A) =⇒ c−1(1 + t)−M |x0| ≤ |etAx0| ≤ c(1 + t)M |x0|

Poznámka. Uvedené vlastnosti prostory X−(A), X+(A) a X0(A) charakterizuj́ı. Pro t ≤ 0 plat́ı zrcadlové
odhady: exponenciálńı r̊ust na X−(A), exponenciálńı pokles na X+(A), polynomiálńı chováńı na X0(A).

7 Stabilita.

Poznámka. Lemma 4.1 teoreticky tvrd́ı spojitost řešeńı v̊uči x0, prakticky však (pro větš́ı t) nemá vzhledem
k exponenciálńımu odhadu význam. To nás vede ke zkoumáńı okolnost́ı, za nichž existuj́ı odhady, které se
nezhoršuj́ı pro t→∞.

Definice. Necht’ f = f(x, t) je spojitá v otevřené Ω ⊂ Rn+1 a nav́ıc lokálně lipschitzovská v̊uči x. Necht’

Ω ⊃ {0} × I, kde I = (τ,∞), a necht’ f(0, t) = 0 pro ∀t ∈ I.
Řekneme, že nulové řešeńı rovnice je

(i) stabilńı, jestliže ∀t0 ∈ I ∀ε > 0 ∃δ > 0 tak, že |x0| < δ implikuje, že ϕ(t, t0, x0) je definováno a splňuje
|ϕ(t, t0, x0)| < ε pro ∀t ≥ t0

(ii) nestabilńı, jestliže neńı stabilńı

(iii) lokálńı atraktor, jestliže ∀t0 ∈ I ∃η > 0 tak, že |x0| < η implikuje, že ϕ(t, t0, x0) je definováno ∀t ≥ t0 a
nav́ıc ϕ(t, t0, x0)→ 0 pro t→ +∞

(iv) asymptoticky stabilńı, jestliže je stabilńı a nav́ıc lokálńı atraktor

(v) uniformně stabilńı, jestliže ∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀t0 ∈ I tak, že |x0| < δ implikuje, že ϕ(t, t0, x0) je definováno a
splňuje |ϕ(t, t0, x0)| < ε pro ∀t ≥ t0

(vi) uniformně asymptoticky stabilńı, jestliže je uniformně stabilńı a nav́ıc ∃η > 0 ∀ε > 0 ∃T > 0 ∀t0 ∈ I
|x0| < η implikuje, že ϕ(t, t0, x0) je definováno pro všechna t ≥ t0 a |ϕ(t, t0, x0)| < ε pro ∀t ≥ t0 + T

Poznámky. Z Věty 4.2 v́ıme, že řešićı funkce je spojitá. Vlastnost (i) ř́ıká, že spojitost ϕ v̊uči x0 je stejnoměrná
vzhledem k (tj. δ lze volit nezávisle na) t ≥ t0. Termı́n uniformńı znač́ı nav́ıc stejnoměrnost této spojitosti i
v̊uči t0 ∈ I. V př́ıpadě autonomńı rovnice však je (asymptotická) stabilita totéž co (asymptotická) uniformńı
stabilita, nebot’ ϕ(t, t0, x0) = ϕ(t− t0, 0, x0).
Poznamenejme, že (iii) obecně neimplikuje (i) – Vinogradov̊uv protipř́ıklad.
Obecněji, řešeńı x̃(t) rovnice x′ = f(x, t) se nazve stabilńı (resp. uniformně stabilńı, atd.), jestliže řešeńı nulové
řešeńı rovnice u′ = g(u, t), kde g(u, t) = f(x̃(t) + u, t)− f(x̃(t), t) má analogickou vlastnost. V př́ıpadě lineárńı
rovnice (5.1), tj.

x′ = A(t)x+ g(t)
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je stabilita (libovolného) řešeńı ekvivalentńı stabilitě nulového řešeńı př́ıslušné homogenńı úlohy, tj. (5.1).

Věta 7.1. Je dána rovnice x′ = A(t)x, kde A(t) je spojitá v I = (τ,∞). Necht’ Φ(t) je (libovolná) fundamentálńı
matice. Potom nulové řešeńı je

1. stabilńı, právě když pro ∀t0 ∈ I je ‖Φ(t)‖ omezená v [t0,∞)

2. asymptoticky stabilńı, právě když ‖Φ(t)‖ → 0 pro t→∞

3. uniformně stabilńı, právě když ∃c > 0 ∀s < t ∈ I je ‖Φ(t)Φ−1(s)‖ ≤ c

4. a konečně je uniformně asymptoticky stabilńı, právě když ∃α, c > 0 ∀s < t ∈ I plat́ı ‖Φ(t)Φ−1(s)‖ ≤
ce−α(t−s)

Terminologie. Pro vlastńı č́ıslo λ0 matice A rozlǐsujeme algebraickou násobnost (tj. kolikanásobným kořenem
det(λI − A) č́ıslo λ0 je) a naproti tomu geometrickou násobnost (tj. kolik lineárně nezávislých řešeńı rovnice
(λ0I −A)u = 0 existuje).
Geometrická násobnost je obecně menš́ı nebo rovna algebraické násobnosti. Pokud jsou si rovny, hovoř́ıme o
polojednoduchém vlastńım č́ısle. Vlastńı č́ıslo je polojednoduché, právě když k němu nepř́ısluš́ı žádné (netriviálńı)
Jordanovy buňky, což jest právě když je A na př́ıslušném vlastńım podprostoru diagonalizovatelná.

Věta 7.2. Necht’ A je konstantńı matice. Potom nulové řešeńı rovnice x′ = Ax je

1. (uniformně) stabilńı, právě když: Reλ ≤ 0 pro ∀λ ∈ σ(A), přičemž Reλ = 0 pouze pro polojednoduchá
vlastńı č́ısla

2. (uniformně) asymptoticky stabilńı, právě když Reλ < 0 pro ∀λ ∈ σ(A)

Lemma 7.1. Je dána rovnice x′ = Ax+ r(x, t). Necht’ existuj́ı c, α > 0 tak, že ‖etA‖ ≤ ce−tα pro ∀t ≥ 0; necht’

r(x, t) : Rn+1 → Rn je spojitá a |r(x, t)| ≤ γ|x| pro ∀x, t, kde γ < α/c.
Pak každé řešeńı splňuje |x(t)| ≤ c|x(t0)| exp(−β(t− t0)), pro t ≥ t0, kde β = α− cγ > 0.
Speciálně: nulové řešeńı je (uniformně) asymptoticky stabilńı.

Poznámka. Matice A se nazve Hurwitzovská, jestliže Reλ < 0 pro ∀λ ∈ σ(A). Z Věty 6.5 vid́ıme, že A splńı
předpoklady předchoźıho Lemmatu 7.1, právě když je Hurwitzovská. Nav́ıc α lze volit libovolné takové, že
Reλ < −α pro ∀λ ∈ σ(A).

Věta 7.3. [O linearizované stabilitě.] Je dána rovnice x′ = f(x). Necht’ f(x0) = 0, f(x) je C1 na okoĺı x0 a
necht’ Reλ < 0 pro každé λ ∈ σ(A), kde A = ∇f(x0). Potom x0 je (uniformně) asymptoticky stabilńı.

Věta 7.4. [O linearizované nestabilitě.] Je dána rovnice x′ = f(x). Necht’ f(x0) = 0, f(x) je C1 na okoĺı x0 a
necht’ existuje λ ∈ σ(A), kde A = ∇f(x0) takové, že Reλ > 0. Potom x0 je nestabilńı.

Poznámka. Předchoźı věty nepokrývaj́ı př́ıpad, kdy Reλ ≤ 0 pro λ ∈ σ(A), přičemž alespoň pro jedno λ
nastává rovnost. Za těchto okolnost́ı nelze obecně o stabilitě rozhodnout pouze na základě vlastnost́ı A; mezi
stabilitou rovnice x′ = f(x) a stabilitou ,,linearizované“ rovnice x′ = Ax obecně neńı souvislost.

Definice. Necht’ f(x) je C1 na okoĺı x0. Necht’ f(x0) = 0 a necht’ Reλ 6= 0 pro každé λ ∈ σ(A). Potom x0
nazýváme hyperbolický stacionárńı bod rovnice x′ = f(x).

Věta 7.5.1[Hartman-Grobmanova věta]. Necht’ x0 je hyperbolický stacionárńı bod rovnice x′ = f(x). Potom
existuje homeomorfismus, převáděj́ıćı řešeńı této rovnice na řešeńı rovnice x′ = Ax, kde A = ∇f(x0).

1Bez d̊ukazu.

6



8 Prvńı integrál.

Definice. Necht’ Ω ⊂ Rn je otevřená. Funkce U : Ω→ R se nazve prvńı integrál rovnice

x′ = f(x) (8.1)

v Ω, jestliže :

1. U je tř́ıdy C1 a nekonstantńı v Ω

2. t 7→ U(x(t)) je konstantńı, pokud x(t) je libovolné řešeńı (8.1) v Ω

Poznámka. Fyzikálńı význam: zachovávaj́ıćı se veličina (energie). Geometrický význam: řešeńı (8.1) tvoř́ı
,,vrstevnice“ grafu U .

Věta 8.1. Necht’ Ω ⊂ Rn+1 je otevřená, f : Ω→ Rn je spojitá, V : Ω→ R je C1. Potom je ekvivalentńı:
(i) pro každé x(t) řešeńı rovnice (1.1) v Ω je t 7→ V (x(t), t) konstantńı
(ii) ∂tV (x, t) +∇xV (x, t) · f(x, t) = 0 pro každý bod (x, t) ∈ Ω

Definice. Výraz ∂tV (x, t) +∇xV (x, t) · f(x, t) podrobně zapsáno

∂V

∂t
(x, t) +

n∑
j=1

∂V

∂xj
(x, t)fj(x, t)

nazýváme orbitálńı derivaćı funkce V vzhledem k rovnici (1.1). Znač́ıme V̇f . Je-li x(t) libovolné řešeńı (1.1),
pak d

dtV (x(t), t) = V̇f (x(t), t).

Definice. Funkce Uj(x) tř́ıdy C1 nazveme nezávislé v bodě x0, jestliže matice
{∂Uj

∂xi
(x0)

}
, i = 1, . . . , n, j =

1, . . . , k má hodnost k.
Ekvivalentně: vektory ∇Uj(x0) ∈ Rn jsou lineárně nezávislé.

Poznámka. Zřejmě existuje nejvýše n funkćı, jež jsou nezávislé v daném bodě. Pokud tyto funkce jsou zároveň
prvńı integrály rovnice (8.1), přičemž x0 neńı stacionárńı bod, pak existuje nejvýše n− 1 takových funkćı.

Věta 8.2. Necht’ jsou dány prvńı integrály U1, . . . , Uk rovnice (8.1), které jsou nezávislé v bodě x0. Potom (8.1)
lze v jistém okoĺı x0 redukovat na soustavu n− k (diferenciálńıch) rovnic.

Věta 8.3. Necht’ f(x) je C1 na okoĺı x0, a necht’ f(x0) 6= 0. Potom rovnice (8.1) má n − 1 prvńıch integrál̊u,
které jsou nezávislé v bodě x0.

Poznámka. Kombinace Vět 8.1 a 8.3 zaručuje (lokálńı) existenci řešeńı PDR 1. řádu

n∑
i=1

∂U

∂xi
fi(x) = 0

pro neznámou funkci U = U(x). Mı́rnou adaptaćı d̊ukazu lze źıskat (na jistém okoĺı x0 ∈ Ω) řešeńı obecněǰśı
rovnice

n∑
j=1

∂U

∂xj
fj(x, U) + g(x, U) = 0

s předepsanou hodnotou na libovolné C1 nadploše Γ za předpokladu, že f(x0) neńı tečný směr ke Γ v bodě x0.
Tento postup se nazývá metoda charakteristik.
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9 Rovnice vyšš́ıho řádu.

Definice. Rovnićı n-tého řádu rozumı́me

y(n) = g(t, y, y′, . . . , y(n−1)) (9.1)

s počátečńımi podmı́nkami
y(t0) = ξ1, y

′(t0) = ξ2, . . . , y
(n−1)(t0) = ξn (9.2)

Řešeńım rozumı́me funkci tř́ıdy Cn, vyhovuj́ıćı (9.1–9.2) na nějakém otevřeném intervalu.

Pozorováńı. [D’Alembertova transformace.] Funkce y(t) je řešeńım (9.1–9.2), právě když (vektorová) funkce
x(t), kde

x1(t) = y(t), x2(t) = y′(t), . . . , xn(t) = y(n−1)(t) (9.3)

je řešeńım soustavy x′ = f(t, x), x(t0) = ξ, kde

f1(t, x) = x2, f2(t, x) = x3, . . . , fn−1(t, x) = xn, fn(t, x) = g(t, x) (9.4)

Věta 9.1. Necht’ g(t, y) je spojitá na okoĺı bodu (t0, ξ) ∈ Rn+1. Potom existuje δ > 0 a funkce y(t) : (x0 −
δ, x0 + δ)→ R, řešeńı (9.1–9.2).

Věta 9.2. Je-li nav́ıc g(t, y) lokálně lipschitzovská v̊uči x, je řešeńı jednoznačně určeno a spojitě záviśı na
počátečńı podmı́nce (tj. malá změna t, t0 a ξ implikuje malou změnu y(t), y′(t), . . . ,y(n−1)(t)).

Definice. Lineárńı ODR řádu n rozumı́me

n∑
j=0

aj(t)y
(n−j) = h(t) (9.5)

Věta 9.3. Necht’ t0 ∈ (a, b), ξ ∈ Rn; necht’ aj(t), h(t) jsou spojité, nav́ıc a0(t) 6= 0 v (a, b). Potom existuje
jediné y ∈ Cn(a, b) řešeńı (9.5), splňuj́ıćı (9.2).

Věta 9.4. Necht’ aj(t) splňuj́ı předpoklady předchoźı věty. Potom řešeńı homogenńı úlohy

n∑
j=0

aj(t)y
(n−j) = 0 (9.6)

(tj. (9.5) pro h(t) = 0) tvoř́ı lineárńı podprostor Cn(a, b) dimenze n.

Lemma 9.1.2 Necht’ F (t) =
∫ t
t0
φ(t, s)ds, kde t0 je pevné a φ(t, s) je C1 funkce. Potom F (t) je diferencovatelná

a plat́ı

F ′(t) = φ(t, t) +

∫ t

t0

∂φ

∂t
(t, s)ds

Věta 9.5. [Variace konstant pro rovnici n-tého řádu.] Necht’ pro s ∈ (a, b) znač́ı φ(t, s) = y(t), kde y(t) je řešeńı
homogenńı úlohy s počátečńı podmı́nkou y(j)(s) = 0, j = 0, . . . , n− 2 a y(n−1)(s) = 1/a0(s). Potom funkce

yp(t) :=

∫ t

t0

φ(t, s)h(s)ds

řeš́ı rovnici (9.5) s počátečńı podmı́nkou y
(j)
p (t0) = 0, j = 0, . . . , n− 1.

2Bez d̊ukazu.
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10 Stabilita podruhé.

V této kapitole studujeme opět obecnou rovnici (1.1), tj.

x′ = f(x, t)

za trvalých předpoklad̊u: f(x, t) : O × I → Rn je spojitá, O ⊂ Rn otevřená množina obsahuj́ıćı 0 a I = (τ,∞).
Předpokládáme f(0, t) = 0 pro ∀t ∈ I, tj. x(t) = 0 je řešeńı v I, o jehož stabilitu p̊ujde.

Definice. Funkce ω(x) : O → R se nazve pozitivně definitńı, jestliže je spojitá, ω(0) = 0 a ω(x) > 0 pro
∀x ∈ O \ {0}.

Definice. Funkce V (x, t) : O × I → R se nazve Ljapunovská funkce rovnice (1.1) pro bod 0, jestliže:

(i) V (x, t) je spojitá, nezáporná a V (0, t) = 0 pro ∀t ∈ I

(ii) funkce t 7→ V (x(t), t) je nerostoućı pro každé x(t) řešeńı (1.1) v O × I

(iii) existuje pozitivně definitńı funkce ω(x) v O taková, že V (x, t) ≥ ω(x) pro každý bod (x, t) ∈ O × I

Poznámka. Je-li V (x, t) tř́ıdy C1, je podmı́nka (ii) výše ekvivalentńı nekladnosti orbitálńı derivace, tj.

∂V

∂t
(x, t) +∇xV (x, t) · f(x, t) ≤ 0 ∀ (x, t) ∈ O × I

Důkaz je analogický Větě 8.1. Podobně podmı́nka (v) ve Větě 10.2 ńıže je ekvivalentńı

V̇f (x, t) ≤ −η(x) ,

pro všechny body (x, t) ∈ O × I.

Věta 10.1. Necht’ rovnice (1.1) má Ljapunovskou funkci pro bod 0. Potom nulové řešeńı je stabilńı v I.

Lemma 10.1. Necht’ ω(x) je pozitivně definitńı v O, necht’ xn ∈ U(0, ε) ⊂ O, necht’ ω(xn)→ 0. Potom xn → 0.

Věta 10.2. Necht’ rovnice (1.1) má Ljapunovskou funkci V (x, t) v O × I. Necht’ nav́ıc existuj́ı funkce λ(x) a
η(x) pozitivně definitńı v O takové, že:

(iv) V (x, t) ≤ λ(x) pro každý bod ∀(x, t) ∈ O × I

(v) d
dtV (x(t), t) ≤ −η(x(t)) každé x(t) řešeńı (1.1) v O × I

Potom 0 je asymptoticky stabilńı v I.

Věta 10.3. Je dána rovnice x′ = Ax, kde A ∈ Rn×n. Následuj́ıćı výroky jsou ekvivalentńı:

1. 0 je asymptoticky stabilńı v [0,∞).

2. Reλ < 0 pro ∀λ ∈ σ(A), neboli A je Hurwitzovská

3. existuj́ı α, c > 0 tak, že ‖etA‖ ≤ ce−αt pro ∀t ≥ 0

4. existuje symetrická, pozitivně definitńı B ∈ Rn×n taková, že

ATB +BA = −I

Poznámka. Posledńı rovnost se nazývá Ljapunovova rovnice. Z bodu (4) plyne, že V (x) = x · Bx je Ljapu-
novskou funkćı rovnice x′ = Ax. Pomoćı této Ljapunovské funkce lze také dokázat Větu 7.3 (o linearizované
stabilitě).
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11 Šturmova srovnávaćı věta.

V této kapitole se budeme zabývat lineárńı homogenńı rovnićı 2. řádu

a0(t)x
′′ + a1(t)x

′ + a2(t)x = 0 (11.1)

kde aj(t) jsou spojité, nav́ıc a0(t) 6= 0 v intervalu I = (α, β). Podle Věty 9.3 je řešeńı jednoznačně určeno
hodnotami x(t0) a x′(t0) v předepsaném t0 a je tř́ıdy C2(I).
Budeme se zabývat problémem rozložeńı nulových bod̊u (netriviálńıch) řešeńı této rovnice.

Lemma 11.1. Necht’ x(t) je netriviálńı řešeńı rovnice (11.1), t0 ∈ I.

(i) je-li x(t0) = 0, je x′(t0) 6= 0

(ii) je-li x(t0) = 0 a y(t) je jiné řešeńı, též splňuj́ıćı y(t0) = 0, pak existuje λ ∈ R takové, že y(t) = λx(t) pro
∀t ∈ I

(iii) množina N(x) = {t ∈ I; x(t) = 0} nulových bod̊u nemá v I hromadný bod

Důsledky. Každý kompaktńı interval [a, b] ⊂ I obsahuje nejvýše konečně prvk̊u N(x). Má tedy smysl hovořit
o nejbližš́ım větš́ım/menš́ım (,,sousedńım“) nulovém bodě. (N(x) může být nekonečná s hromadnými body α
či β.)

Lemma 11.2. Rovnice (11.1) je vzájemně převoditelná na tvar(
p(t)x′

)′
+ q(t)x = 0 (11.2)

kde p(t), p′(t) a q(t) jsou spojité v I, nav́ıc p(t) 6= 0. Př́ıslušná substituce nav́ıc zachovává nulové body řešeńı.

Věta 11.1. [Šturmova srovnávaćı věta.] Necht’ p(t), q1(t), q2(t) jsou spojité v I, nav́ıc p(t) > 0. Necht’ x(t) je
netriviálńı řešeńı rovnice (

p(t)x′
)′

+ q1(t)x = 0 (11.3)

Necht’ y(t) je (libovolné) řešeńı rovnice (
p(t)y′

)′
+ q2(t)y = 0 (11.4)

Necht’ t1 < t2 jsou sousedńı body N(x) a necht’ (kĺıčový předpoklad) q2(t) ≥ q1(t) v [t1, t2]. Potom bud’ (i)
y(t) má v (t1, t2) nulový bod, nebo (ii) existuje λ ∈ R takové, že y(t) = λx(t) a q1(t) = q2(t) pro ∀t ∈ [t1, t2].
Speciálně, y(t) má nulový bod v [t1, t2].

Poznámka. Jde o rovnice tvaru x′′ = −q(t)x, tj. q(t) má význam zpětné vazby (např. tuhost pružiny). Smysl
věty je: silněǰśı zpětná vazba =⇒ v́ıce nulových bod̊u.

Věta 11.2. [Šturmova oddělovaćı věta.] Necht’ p(t), p′(t) a q(t) jsou spojité v I, nav́ıc p(t) 6= 0. Necht’ {u(t), v(t)}
je libovolný fundamentálńı systém rovnice (11.2). Necht’ N(u), N(v) jsou nulové body u(t), v(t). Potom N(u),
N(v) jsou disjunktńı a mezi dvěma sousedńımi body N(u) lež́ı právě jeden bod N(v).

12 Floquetova teorie.

V této kapitole budeme studovat lineárńı rovnici

x′ = A(t)x+ b(t) (12.1)

kde A(t) ∈ Rn×n, b(t) ∈ Rn jsou spojité a T -periodické v R. Budeme se zabývat otázkou existence periodických
řešeńı a otázkou stability řešeńı pro (12.1).

Poznámky. Pro danou počátečńı podmı́nku x(t0) = x0 podle Věty 5.1 existuje právě jedno řešeńı v R. Je-li
x(t) řešeńı, je také y(t) := x(t+ T ) řešeńı. Řešeńı x(t) je T -periodické, právě když x(T ) = x(0).
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Lemma 12.1.3 Necht’ A je regulárńı matice. Pak existuje matice B (obecně komplexńı a ne jednoznačně určená)
taková, že eB = A.

Věta 12.1. [Floquetova.] Necht’ Φ(t) je fundamentálńı matice úlohy (12.1), necht’ nav́ıc Φ(0) = I. Potom
existuje regulárńı a vzhledem k času spojitá, T -periodická matice Q(t) a dále (konstantńı) matice B takové, že
Φ(t) = Q(t)etB.

Poznámka. Tzv. Floquetova transformace x = Q(t)y převád́ı rovnici

x′ = A(t)x (12.2)

na rovnici s konstantńımi koeficienty y′ = By. Matice C = Φ(T ) = eTB se nazývá matice monodromie. Tato
matice reprezentuje řešićı operátor v čase periody a lze z ńı vyč́ıst mnohé podstatné informace (existence
periodických řešeńı, stabilita, . . . ).

Věta 12.2. Necht’ matice A(t) je spojitá, T -periodická. Potom je ekvivalentńı:

1. rovnice (12.1) má pro dané T -periodické b(t) právě jedno T -periodické řešeńı

2. rovnice (12.2) má pouze triviálńı T -periodické řešeńı

3. 1 /∈ σ(C), kde C je matice monodromie

Věta 12.3. Uvažujme homogenńı rovnici x′ = A(t)x. Necht’ C je matice monodromie. Potom nulové řešeńı je:

(i) stabilńı, právě když: |λ| ≤ 1 pro každé λ ∈ σ(C) a pokud |λ| = 1, jde o polojednoduché vlastńı č́ıslo

(ii) asymptoticky stabilńı, právě když |λ| < 1 pro každé λ ∈ σ(C)

3Bez d̊ukazu.
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