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Oznacme pro ucely nasledujici véty 81 derivaci ve sméru w € R" dle proménné x.

Véta 4.3. Necht f € C N CLQ). Potom existuje 52(t,tg, 79) viude v D. Oznacime-li
x(t) = p(t, to, xo), pak u(t) = g—i(t, to, zo) je FeSenim ,,;rovnice ve variacich“

u' = V. f(z(t),t)u, u(ty) = w (1)

Dikaz. Pri pevném tg, o a malém h > 0 oznacime

(1) = (110,70 2)
y(t) = ¢(t; to, zo + hw) (3)
o) = 222y (@)

kde u(t) je feseni (1). To je dobie definované, nebot jde o linedrnf homogennf rovnici s matic{

A(t) = Vo f(x(t), 1) (5)

ktera je spojita vuci t. Ukazeme, ze n(t) — 0 pro h — 0, a to dokonce stejnomérné vuci
t € [to,t1], kde t; > g je libovolné, pevné.

1. Predbézné uvahy. V celém dukazu t, t1, x¢, w je pevné a BUNO predpokladame, ze h > 0
je tak malé, ze grafy x(t), y(t) se nachazeji v néjakém kompaktu K, na kterém plati:

[fl<co [Vafl < (6)

a také f(x,t) je (globalne) lipschitzovska vuci z. Odsud téz plyne, ze pro vhodné ¢ > 0 je

(t) —y(O)] < cofhl, Vi€ fto, 1] (7)

2. Rovnice pro n(t). Predné jest

(M) — L (0.0 - 1(et0).0)

Pro pevné t l1ze rozepiseme pravou stranu
Flye).8) = F(a(t),t) = [ £a(t) + 0(y(t) —2(t).1)]
-/ [f(a:(t) +0(y(t) — x(0)).1)] do

)
Odsud tedy
(_W) = W))' - /0 1 VoS (w(t) + 0(y(t) - 2(0)).1)| (M) b

0=1

(t
d
i
[V (2t) + 00y(t) = 2(1)), )] (4(2) — (1)) do



kde
c(0.0) = [ [Vaf (a0 + 0000 ~ 2(0).0) = Vsa0.0] (U ) a9
S ohledem na (1), (9) dostdvdme konecné, ze funkce 7(t) je feSenim rovnice

(1) = | Vaf (@(t). )| n(t) + (2. h) (9)

Protoze (to) (to) h
—x o+ hw —x
n(to) :yo—o_u(to) _ oW T Lo
h h
vypada (9) v integralnim tvaru jako
t t
n(t) = / [fo(x(s), s)}n(s) ds +/ z(s,h)ds Yt € [to, t1] (10)

to to

3. Odhady - Gronwall. Z (10) muzeme odhadovat

|</HVf |||77 |ds—|—/| (s,h)|ds

S ohledem na (6) tedy

In()] < / eiln(s)|ds + Z(h) Vi€ [to, ]

to

Z(h) = max yz(s h)\ds—/llz(s,h)\ds (11)

tE[to tl] to
Gronwallovo lemma implikuje

In(t)] < K(h)exp(ci|t — tol), Vit € [to, t1] (12)

a budeme hotovi, ukédzeme-li, ze K(h) — 0 pro h — 0.
Lec¢ to je jiz snadné: s ohledem na (8), muzeme odhadnout

K(h) = /t 125, )| ds

< / ! / IV (a5) + 0uls) — (). 5) ¥ H'

Integrand vpravo je omezeny diky (6), (7) a jde bodové do nuly, pro h — 0, diky (7) a
spojitosti V. f. Tedy integral jde do nuly z Lebesgueovy véty.

dfds




