Sir chletovy dlohy v kruhové symetrickycl, Pripadech prostoru E, 1
2 147

§7. DIRICHLETOVY ULOHY V KRUHOVE sy

s ET G
PRIPADECH PROSTORU E, RICKYCH

7.1. ULOHA NA MEZIKRUZ] K, C E,

Uvazujme mezikruZi Ko, C By, 00 > b> g > 0. M s S
Dirichletovy ulohy pro Laplaceovu rovnici —Ay — 0 nu' K Je rcs.r_jm
kartézskych soufadnic uvazujme vhodngjsi polarn; souf*a(hli::ltlrb {a g]ﬂm
a azimutdlni slozku)."® Schématicky to zapiSeme u(x,y) = v(r )m(;lt: -
jové podminky na 9Kap = S, U Sy necht jsou zadany 2H—De;;i¢iick I;;ll-l
funkcemi f, g (azimutdlnich soufadnic), které patii do C(E)) ﬂjsmf o
tastech spojité derivovatelné. Jelikoz g, Sl(o;2y Jsou spojité funkee (Il)e_
finované na uzavieném intervalu, existuje integral definujici jejich .Fou-
rierovy koeficienty. Zaroven vzhledem k hladkostem téchto funkei se obé
rovnaji své Fourierové fadé ve viech bodech. Okrajové podminky proto
muzeme zapsat pomoci I'ourierovy rady takto:

va,p) = flp) = D ane™,  u(bp)=g(p) =S be™, peE,
neZ neZ

kde a,, b, € C jsou Fc_)urierovy koeficienty funkei f, g vzhledem k or-
togondlnimu systému e'*¥. Laplacetv operitor v polarnich soufadnicich
(pfipomeiite si) je vyjadfen

1 1
A= Far(rar) + ;Ea{p.p .

V teorii parcidlnich diferencialnich rovnic se ukazuje (viz napt. [20], (42]),
ze v(r,.) je pro kazdé r € (a;b) dvakrait spojité diferencovatelna a perio-
dicka funkce na intervalu (0; 27), proto existuji pro kazdé r € (a;b) Fou-
rierovy koeficienty R, (r) vzhledem k systému €™ na intervalu (0;2m).
Ve smyslu bodové konvergence pak plati v(r,9) = Pnez Rn(")“?“’°~ Je-
likoZ u spliiuje Laplaceovu rovnici, plati 0 = Au = ';3,.(1'6:},.)1: + 7r0pp V-
Dosadime-li za v predchozi vyjadieni ve Fourierové rozvoji a zaménime-i
formalné derivaci a sumu, dospé&jeme k

; 1 1 Al etV |
0= Z e'"? = Br(rBar(r]) -z Ry(r)n’e
---I?--‘__ nei
Singularita polérnich soufadnic pro r = 0 nam nev

adi, nebot a > 0.



148
Atha(g IE{}"..

drstsa
T 5 AN in o . i i e
Jelikoz e je niplny ortogonalni systém, tak pij
pojmu obdrzime®® rovnice r(ri?!))" - nh, = m'In:;,z Aefine, ,

1 0l - Vikss,
2t ' . '
relt, TR, —n*R, =0

Uzijeme-li ansatz R,, = r*, dostaneme charakteristicks, |
(Eulerovu) diferencialni rovnici A(A = 1) + A\ — 2 . I',J”f"h:f.i;.:-.f .
2 _ 7 — : _ =5 ;. = 4 1";, s "
A n® = 0, tedy M2 = Z£|n|, coz nam umozyi ihned | ?:..:

O [RAY feg,.

Jedinou vyjimku tvori n = 0, kdy dostaneme r(r i’ ) = -
= Rh=24= R = Al B, k ou b =0y,
o= 7 Tt = . nr+ B, de A, B jsou konstant oy
vhodného oznaceni pro koeficienty lze tedy fundamentilyj

pro It,(r) psat ve tvaru:
Ry, = ‘,[”rl"l e B"r—'|“| s BE Z\ {0} .
o = Ag + By lll;l_-

s
»

" I §

" ‘{"ll""." -

- g L -
System fegpn

a ansatz fedeni nasi Dirichletovy tlohy méa pak tvar

v(r, @) = Ao + Bl =4 Y. (Anrl™ 4 Bur-lthe™. (o

T nez\{0}
Nyni uzijme okrajové podminky k urceni neznamych koeficientd A. B,
pomoci koeficientii ay, bn, znamych z rozvoji funkei f, g. Diky ﬁpl:;-_:'__
ortogonilniho systému e'"? stac¢i srovnat koeficienty u stejnych ?:"«'f_ .
ortogonalniho systému v rovnicich v(a,:) = f, v(b) = ¢ o
pevné n € Z \ {0} mame soustavu dvou rovnic pro dvé nezndmé As. =

.-"lﬂﬂlnl + Bna—lnl = aﬂ 1
A bl + Bub~I = bn,

zatimco pro Ag, Bp mame soustavu:
Ao + Boln ; = a0,
1
.40+Bn]!1-5—b0- a2

, ¢ = (2™ -4
Jelikoz pro determinanty soustav diky b > a plati D :i e Cra=e®

ts0,n
= (§) (b_W_°""-n“'"‘) > 0,n€Z\{0}aDo=g>" sedind 6560
alpe =y 1S \'i.l o ml
v pravidla kazda (tj. pro kazdé pevné n € Z? h;::;jtj\-fllli podmiz®*
koeficienty A,,, By ve vyjadieni (3.42) jsou tedy ORISR

f, g jednoznaéné urceny.

, _- 2
46 K eficienty u €'"¥ jsme navic vyndsobili r=.
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Pozndmka (o souvislosti s funkcemj hoIomorfn:’mi na mezikruzi): 7 ¢
orie funkei komplexni proménné je Znamo, Ze funkee holomorfng 1, le-
zikruzi jsou pravé '-'.}’: I'EtF:'I' 0 Ize napsat ve tvary Laurentoyy Fady, :\'E?vfc
pripomenme, Ze realnd i imagingrng sloZka holomorfpg f
Laplaceovu rovnici. Naopak plati, ze kazda realng harmonj
ylokdlné® sloZkou holomorfni funkce. Proto snad nepj tak
jsme feseni obdrZeli pravé jakousi nLaurentovy gaqy«
hujici jak kladné tak zdporné mocniny r (i kdyz ve sk
Laurentova fada neni).

Predchozi ivahy nyni aplikujeme na kruh, ktery Ize s drobnymi ome.-
zenimi ve vySe uvedeném postupu povazovat ze 2degencrované megikrys;.

ute¢nosti tq zadna

7.2. ULOHA NA KRUHU K, ¢ E,

JelikoZ pro tento typ oblasti je uzitd transformace kartézskych soy-
fadnic do poldrnich singularni (pro r = 0), uvazime nejprve mezikruz,
jehoZ vnitini polomér bude posléze degenerovat k nule. Skuteénost, ze
hledime omezené feSeni, nds vede k tomu, Ze ve vztahy Pro mezikruzi
(3.42) polozime nule koeficienty B, = 0, n ¢ Z, u Elent, které jsou
v okoli nuly neomezené. Tim odstranime singularity v rozvoji funkce
v(r, ) nejen v nulté, ale i v prvni a druhé derivaci, a miZeme rovnss
poslat k nule vniting polomér mezikruzi, Ziskime tak ansatz pro hledané

teSeni na kruhu:
v(r,p) = Z Aprinlging,
nez

Nezndmé koeficienty A, opét najdeme stejné jako vyge z okrajové pod-
minky

v(a,{p) = ZAneinwa'"I = flp) = Z aneinp s

nez nez

Opét di uplnosti ortogonalniho systému dostaneme, ze Apa™ = p,
“dkud 4, = an/al™l, a proto

nl
v(r, @) = Zan (E) i (3.43)

neZ
T,io.t? Je jedno moznych vyjadfeni feSeni Dirichletovy fnloh}: na kr;hltll-.
: uze"}e vSak odvodit jesté jeden tvar, uzijeme-li vztah prO vypocet ' f .
nerovych kﬂeﬁcientﬁ- a, = i; fﬂ f(a) e~ "2 do. Dosadime tento vzta
> T 2r J—n
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do vyrazu pro v(r, ) a dostaneme (ovéite splnéni podminek Pro zdmgp,
integrialu a sumy)

o) = o= [ s et (2) " e

neZ
- . w # - (]r i
Radu v integrandu lze se¢ist. Oznaéme 0 < A = & < 1., Platj

00
Z c:‘uaﬁ}l]rll - Re(—l 4D Z c:'u-,o}l[ul) -

nczZ n=0

2 1 4 Xe'¥ 1 — )2
1 — det¥ 1 — det¥ 1 —2Xcosp+ \2°
PTi vypoctu redlné ¢asti jsme nakonec zlomek s vyhodou roziitili vyra-
zem 1 — Ae™'%. Vrdtime se od A zpdt k 7, @ a misto ¢ piSeme ¢ - a:

. 2 2
3 eintema (T)™ ar—
a a?

nez —2arcos(p — a) + 12 (3.44)
Dosadime-li tento vyraz do vztahu pro v, mame
.U(r {,'9) — L ./ﬂ f(ﬂ) a® — r? ace l“'l <a (3 45}
| 2w J & a? — 2arcos(ep —a) + 12’ , (3.

coz je TeSeni Laplaceovy rovnice pro kruh vyjadiené pomoci konvoluce
s tzv. Poissonovym jdadrem.

Poznamka (opakovani o ziméné limity a integralu): Predpokladejme,
ze f(p) je konstantni jednotka. Budeme podcitat limitu hodnot v(r,y)
podle vztahu (3.45) pro r —» a— a vysledek srovndme s f(¢).
Oznaéme predné vo(r, @) L. i

— 27 aT—2arcosp4ri” Plati lim,_,q— To(r,) =
= 0, pokud ¢ # 2kw. Pokud oviem ¢ = 2kn, pak lim,_,q_ Vp(r, ) = ©-

Kdybychom chtéli ovéfit platnost okrajovych podminek zAménou limity
a integralu ve vztahu (3.45), museli bychom ovéfit, jsou-li spinény pied-
poklady piisluiné (Lebesgueovy) véty: ozna¢ime Poissonovo jadro podle
vztahu (3.44) symbolem v(a,r,¢) a zvolime pevné ¢ € (—m;7). Podle
pfedchoziho rozboru existuje pro s.v. a € {—m; @) (s vyjimkou a = ¥)
nulova lim,_,,_ v(a, r,¢), a proto je podminka o existenci limity v inte-
grované funkei spinéna. Pro kazdé r € (0;a) je funkee v(a,r,¢) lebes:
E“ﬂﬂ‘-"{’;k)' méfitelnd na (—7; 7) 3 a, nebot jmenovatel je nula, pravé kdyZ
r* +a* = 2ar cos(p — a), tedy 3(% + <) = cos (p — a). Podle nerovnost!




