Problém. Vlastni ¢isla laplace na kruhu B = {2? + y? < 1}, neboli pro jaké \ existuje
netrivialni feseni

Au+du=0 v B (1)

u=0 naodB (2)

Nutné plati A > 0 (ndsob rovnici u a integruj per-partes), tj. oznatme \ = k%. Piejdeme k
polarnim soutadnicim U = U(r, ¢), kde x = rcosp, y = rsing
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Ansatz. Hledejme feseni ve tvaru U = R(r)®(p), po upravéich
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Uvaha: LS zavisi jen na r, PS jen na ¢, tj. obé se musi rovnat stejné konstanté, kterou
ozna&ime m?. Proménné se tak ,,odseparuji*“:
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Rovnice (5) mé Feseni tvaru cos mp, sinmep; zapsano komplexné exp(+imep), kde m > 0
je celé — pottebujeme, aby zavislost na ¢ byla hladce 27-periodicka.

Pozn. 7 téhoz divodu jsme mohli psat m?, nebot pro —m? m4 rovnice (5) feseni tvaru
cosh me, sinh myp, ktera nejsou 2m-periodicka.

Zbyva fesit rovnici (6) pro m > 0 celé, pticemz dané feseni by mélo byt ,,rozumné“ pro
r — 0 a spliovat R(1) = 0, ¢imz se zaruci (2).

Zavedeme substituci kr = p, tj. hleddme feseni ve tvaru R(r) = Z(kr), kde Z = Z(p) tedy
splnuje

p*Z" + pZ' + (p* —m*)Z =0 (7)

— to je Besselova rovnice tddu m, jejiz teseni J,,(p) je zndmo z prednasky. Podminka
0=R(1) = Jm(k) (8)
nam piedepisuje volbu k: volime postupné k = ay,1, Oma, - - ., kde {@m,}n je posloupnost

v8ech nulovych bodu funkee J,,, v intervalu (0, 00). Z prednasky vime, ze tato posloupnost
je nekonecéna a dokonce témeér linearné rostouci pro velka n.

Shrnuti. Nalezli jsme (dvojité indexovanou) posloupnost vlastnich ¢fsel A = o2, a k nim
piislusnych vlastnich funkei (v polarnich soufadnicich) (7, ) = Jn(@mnp) exp(Eimy)
Lze ukdzat, ze tyto funkce tvoii tiplnou OG bédzi L?(B) s vahou r; tj. v tomto smyslu jsme
nalezli vSechna vlastni ¢isla.



