poslednt uprava 27. prosince 2023
16. STEJINOMERNA KONVERGENCE.

Definice. Rekneme, ze funkce f,(z) : I — R konverguji v I bodové k funkei f(z), jestlize
pro Vz € [ plati

lim f,(x) = f(x).

Znacime f,(z) — f(z) v 1.

Piiklady. (D fu(z) = (1 + £)". Potom f,(z) = expz v R.

@) folz) = rra- Potom fo(2) = sgnz v R.

@) fu(z) = n*zexp(—nz) — 0 v [0, 00).

Poznamka. Piiklady demonstruji nékteré nedostatky bodové konvergence.

Pokud f,(x) — f(z), a f.(x) jsou spojité, pak f(x) nemusi byt spojita (piriklad 2).
Pokud f,(x) — f(z) v [a,b], nemusi byt fab fo— fabf (ptiklad 3 pro [a,b] = [0, 1]).
To nas motivuje k zavedeni silnéjsitho pojmu konvergence funkci.

Definice. Rekneme, ze funkce f,(z) : I — R konverguji v I stejnomérné k funkei f(z),
jestlize

(Ve > 0)(3no € N)(Vx € I)(Yn > no) [| fulz) — f(2)] < g} . (1)
Znacime f,(z) = f(x) v 1.
Poznamka. f,(z) — f(x) bodové v I, pravé kdyz

(Ve > 0)(Vz € I)(3no € N)(Yn > no) [| Fulz) — f2)] < g} . 2)

Rozdil je v poradi kvantifikace x a ng. Pfi bodové konvergenci nejprve fixuji z, pak volim
ng, tj. nop muze obecné zaviset na .
Pti stejnomérné konvergenci zvolené ny nezavisi na z € [.

Véta 16.1. [Zachovani spojitosti pii stejn. konv.] Necht f,(x) jsou spojité v I, necht
fn(z) = f(x) v I. Potom f(z) je spojita v I.

Véta 16.2. [Zaména limity a integralu pii stejn. konv.] Necht f,(z) jsou spojité v ome-
zeném, uzavieném intervalu [a,b], necht f,(z) = f(z) v [a,b]. Potom f: fo(z)dx —
fabf(x) dx pro n — o0.

Opakovani. K = sup,.; g(z) znamena:
(i) g(x) < K proVz el
(ii) VK’ < K Jz € I tak, ze g(x) > K.
Souhrnné: K je nejmensi horni odhad funkce g(z) na I.

Lemma 16.1. Necht f,(z) jsou definovdny v I. Potom je ekvivalentni:

(1) fulz) = flz) v I



(2) 0, = 0 pro n — oo, kde 0y, := sup,¢; | fu(x) — f(2)

(3) pro libovolnou posloupnost {z,,} C I plati: f,(z,) — f(x,) — 0 pro n — oo
Poznamka. Casto uzfvané dusledky:

1. Jestlize existuji a,, (¢isla nezavisla na ) takova, ze a,, — 0 a plati | f,(z) — f(z)] < a,
pro Vz € I, tak potom f,(z) = f(z) v I.

2. Jestlize existuji x,, € I takova, ze |f,(x,) — f(x,)| /4 0, pak f.(z) & f(z) v 1.

Piiklad. f,(x) = —2%—. Potom f,(z) — 0 v (0,00); fn(x) 78 0 v (0,00); pro VA > 0

14+n2x2 "

pevné f,(z) = 0 v (A, 00); pro zddné A > 0 neni f,(z) = 0 v (0,A).

Definice. Rekneme, ze funkce f,(x) konverguji k f(x) lokalné stejnomérné v I, jestlize

(Voo € 1)(36 > 0)[fu(z) = f(z) v INU(x0,6)] .

loc

Znacime f,(z) = f(z) v 1.

Piiklad. f,(z) = +2%. Potom f,(x) & 0 v (0,00), avsak f,(x) léci 0 v (0,00).

1+n222 "
Poznamky. Stejnomérna konvergence se prendsi na mensi mnozinu, tj. f,(z) = f(x) v I,
JCI = fulz) = f(x) v J.
Déle: stejnomérnd konvergence =— lokalné stejnomérna konvergence =— bodova kon-
vergence (zadnou implikaci nelze obratit)

Poznamka. Pripomenme, ze posloupnost {a,} konverguje (tj. Ja € R tak, ze a, — a),

pravé kdyz plati Bolzano-Cauchyho podminka konvegence:

(Ve > 0) (3no € N) (Ym,n > no) [Jam — an| <e] . (BC)

Definice. Rekneme, ze funkee f, () spliuji v I Bolzano-Cauchyho podminku stejnomérné
konvergence, jestlize

(Ve > 0)(3no € N) (Vo € I) (Ym,n > ng) [| fm(x) — fu(z)| <] . (BC—st)

Véta 16.3. [B.C. podminka stejnomérné konvergence.] Necht f,,(x) jsou definovany v I.
Potom je ekvivalentni:

(1) existuje funkce f(z) takova, ze f,(z) = f(z) v I

(2) fu(z) spliuji v I Bolzano-Cauchyho podminku stejnomérné konvergence

Disledek. C([a,b]) je tplny metricky prostor (vzhledem k o(f,g) = sup,cjo 4 [f(7) —
9(@)])-

Poznamka. Jsou-li f,(z): (0,00) — R, pak obecné
lim <lim fn(a7)> # lim (hm fn(:v)) ;
n—00 \T—00 T—00 \n—00
napiiklad pro f,(z) = arctg(x/n) mame 7}1—{20 <wh_>nolo fn(a:)> =7/2, mh_)rgo (nh_)n;o fn(:c)) = 0.
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Véta 16.4. [Moore-Osgood.] Necht f,(z), f(z) jsou definovdny v P(zg,d) (xg, 6 > 0
pevné.) Necht

1. fu(z) = f(x) v P(x0,0);

2. pro Vn pevné existuje konecnd lim,_,,, f,.(z), zna¢me ji c,.
Potom

1. existuje konecnd lim,, . c,, znacme ji c;

2. plati lim, ., f(z) = c.

Poznamka. Ziveér 2 vlastné iika

lim <lim fn(x)> = lim (lim fn(x)> .

r—x0 \N—00 n—oo \ r—xg

Muze byt xg = £o00, a plati jednostranné verze (tj. pro x — o+, pracuji na Py (zg,0).)

Poznamka. Dalsi nevyhodou bodové konvergence je, ze obecné

fal@) = fz) % f(x) = f'(2),
dokonce ani

ful@) = f2) # fr(z) = fi(2).
Priklad. Poloz f,(z) = sin(nz)/n; potom f,(z) = 0 v R, le¢ f!(x) = cos(nz) # 0 pro
zadné z € R.
Véta 16.5. [Derivace ¢len po ¢lenu.] Necht I je omezeny, otevieny interval. Necht 3f/ (x
vlastn{ pro kazdé = € I, Vn, a necht existuji funkce f(z), g(x) takové, ze f/(x) = g(z) v

I, a f.(xo) = f(xo) pro alespon jedno zq € I.
Potom f'(z) existuje a rovna se g(x) pro kazdé = € I.

Poznamka. Véta tikd, ze za uvedenych predpokladu
/
. o . !
(i £u)) = Jim £
Véta 16.5°. [Integrace clen po ¢lenu.] Necht I je omezeny, otevieny interval. Necht
un () = u(z) v I, necht [w,(x)dx = U,(x) v I, a necht U,(z¢) — U(zo) pro alespon

jeden bod xg € I.
Potom [u(x)dx =U(x) v I.

Poznamka. Zavér véty zapsany jinak:

/ lim u,(x)dxr = lim [ u,(z)dz.

n—oo n—oo

Definice. Necht fi(z) : I — C jsou dény. Ozna¢me
su(@) = ful).
k=1
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Rekneme, ze fada
>_ fil@)
k=1

konverguje stejnomeérné v I, jestlize existuje funkce s(z) : I — C takovd, ze s,(x) = s(x)
v I
Rekneme, ze fada konverguje lokdlné stejnomérné v I, jestlize existuje s(z) takova, ze

loc
sp(x) = s(z) v 1.
Véta 16.6. [Nutnd podminka stejnomérné konvergence rady.|
Necht Y77, fi(x) konverguje stejnomérné v I. Potom f,(z) = 0 v I.

Definice. Rekneme, Ze fada funkei > rey fu(z) splayje v I Bolzano-Cauchyho podminku
(BC-st-r) stejnomérné konvergence, jestlize

n+p

(Ve > 0) (3no € N) (Vo € I) (VYn > no) (Vp € N) || kz fe(@)] < <]

Véta 16.7. [B.C. podminka stejnomérné konvergence fady.] Necht fy(z) : I — C jsou
dany. Potom je ekvivalentni:

(1) >0, fu(z) konverguje stejnomeérne v I

(2) >op2 ) fr(x) spliuje v I (BC-st-r)

Definice. Rekneme, ze fada Y i, fr(z) konverguje absolutné stejnomérné v I, jestlize
fada Y ;- |fr(x)| konverguje stejnomérné v 1.

Véta 16.8. [O absolutné stejnomérné konvergenci.| Necht fada Y .-, fi(z) konverguje
absolutné stejnomérné v 1. Potom konverguje stejnomérné v I.

Véta 16.9. [Weierstrass.] Jsou dany fi(z) : I — C. Necht existuji ¢isla a;, (nezdvisld na
x) takové, ze

1. |fe(x)] < ag pro Vx € I, Vk € N;

2. > 72, aj konverguje.

Potom >/~ fx(x) konverguje absolutné stejnomeérné v I.

Priklad. ) - sin (k”“"—Q) konverguje lokalné absolutné stejnomérné v R. Nekonverguje stej-
nomeérné v R.

Poznamka. Uzitetné odhady: |siny| < |y|, |arctgy| < |y| proVy € R; 0 <In(1 +y) <y
pro Yy > 0.

Véta 16.10. [Stejnomérnd verze Leibnizova kritéria.] Necht gi(z) = 0 v I, necht pro
Vz € I pevné je posloupnost { gk(x)}zozl monoténni.

Potom >, (—1)¥gy(x) konverguje stejnomérné v I.

Definice. Rekneme, Ze f, () jsou stejnomérné omezené v I, jestlize

(3M > 0)(Vz € I)(VYn e N)[| fu(z)| < M].
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Rekneme, ze fada Y, fr(x) mé v I stejnomérné omezené ¢dstecné soucty, jestlize

(3IM > 0)(Vx € I)(Vn € N)|| Zn:fk(x)

k=1

< M].

* Véta 16.11. [Stejnomérnd verze Dirichletova kritéria.] Necht > 77 fr(z) mé v I stej-
nomérné omezené ¢dstecné soucty, necht gp(x) = 0 v I, a necht pro Vo € I pevné je
posloupnost { gk(x)};ozl monoténni.

Potom > 7, fx(x)gx(x) konverguje stejnomérné v I.

Poznamka. 7 Lemmatu 10.4 plyne pro Vx # 2k

=] Sln(90/ 2)|’

Priklad. > ;7 | S2EZ konverguje stejnomérné v [§, 27 — 6] pro d > 0 pevné. Nekonverguje
stejnomérné v [0, 0].

Poznamka. Necht existuje ny (nezdvislé na x) takové, ze fi(z) = gi(x) pro Vz € I,
Vk > ng. Potom Y~ | fi(x) konverguje stejnomérné v I, pravé kdyz >, gx(z) konverguje
stejnomérnée v I.

* Véta 16.12. [Stejnomérnd verze Abelova kritéria.] Necht > 77, fy(z) konverguje stej-

nomérné v I. Necht gi(r) jsou stejnomérné omezené v I, a necht pro Vz € I pevné je
posloupnost {gx(x)}3>; monoténni. Potom Y 7~ fi(x)gk(z) konverguje stejnomérné v 1.

Véta 16.13. [Zachovani spojitosti pii stejn. konv. tady.] Necht fi.(z) € C(I), necht
Z,jo_l fr(x) konverguje stejnomérné v I. Ozna¢me s(x) jeji soucet. Potom s(x) € C(I).

vvvvv

Z )E= 130 =In(l+2z), Vo e (—1,1).

k=1

Podle Véty 16.12 fada vlevo konverguje stejnomérné v [0, 1]; podle Véty 16.13 je jeji soucet
s(x) spojity v [0, 1], specidlné je spojity v bodé 1 zleva.

Tedy
= (1) . .
Z ———— =5(1)= lim s(x) = lim In(1+2z)=1n2.
= k’ r—1— r—1—

Tteti rovnost diky tomu, ze s(z) = In(1 + x) na P_(1); ¢tvrtd ze spojitosti logaritmu.

Véta 16.14. [Zdmény sumy a integrdlu pii stejn. konv.] Necht fi(x) € C(I), kde I = [a, D]
je omezeny, uzavieny interval. Necht Y 72 | fi(x) konverguje stejnomérné v I. Potom

/aka wyde = /fk

k=1



Véta 16.15. [Zdména sumy a derivace pii stejn. konv.] Necht fi(z) jsou diferencovatelné
v I (otevieny omezeny interval). Necht pro néjaké zq € I pevné > - fir(xo) konverguje,
necht Y 7, fi(z) konverguje stejnomérné v I. Potom soucet fady > ., fi(z) je diferen-
covatelna funkce a plati

(Z fk(x)) => filx), Vzel.

Poznamka. Vysledky kapitoly lze piimocaie zobecnit na situaci f,(z) : M — Y, kde
M C X a X, Y jsou metrické prostory. (V ptipadé fad musi byt Y vektorovy prostor, ve
vétach o B.C. podmince musi byt Y tdplny.)

Poznamka. Specialnim ptripadem fady funkci je mocninnd rada

o0

Z apx”. (MR)

k=0

Viz kapitola 11 minulého semestru. Je-li R polomér konvergence, plati:

Tvrzeni 1. Rada (MR) konverguje absolutné stejnomérné na U(0,r) pro kazdé r < R;
konverguje lokalné absolutné stejnomérné na U(0, R).

Tvrzeni 2. [Abelova véta] Necht fada (MR) konverguje pro néjaké x = z € C, kde |z| = R.
Potom konverguje stejnomérné na usecce [0; z].

17. LEBESGUEOVA MIRA.

Znaceni. Je-li X libovolnd mnozina; pak 2% znaé¢ potenéni mnozinu neboli mnozinu vech
podmnozin X. Pripomenme déle: rozdil mnozin A\ B = {z € A: x ¢ B}, spocetné
sjednoceni mnozin (index j probihd N):

UAj: UAJ:{.T E'jl’EAj}7
i =1
spocetny prunik mnozin:

(4 =4 ={z: VjzeA}
J

J=1

De Morganovy vzorce:

B\UAjzm(B\Aj% B\ﬂAj:U(B\Aj).

Definice. Necht X je libovolnd mnozina. Rekneme, ze . C 2¥ je o-algebra, pokud

1.0, X c¢.”



2 Ae S = X\AeY
3. jSOU—hAjEy,jEN,jGUjAij

Poznamka. 7 vlastnosti o-algebry dale plyne:

e jsou-li A, Be€ ., jetaké A\ B € .Y

e jsoulid; € 7, jEN, je[);4; €.
Souhrné feceno je o-algebra systém mnozin, ktery je uzavieny na spocetné (=sigma) opa-
kovani mnozinovych operaci.
Piiklady. .7 = {0, X} a . = 2% jsou o-algebry.
Definice. Nechf X je libovolnd mnozina, . C 2%. Funkce i : . — [0, +00] se nazve mira
na X, jestlize

1. . je o-algebra;

2. uh=0

3. jsou-li A; € .7, j € N disjunktni, je
Iz (UA]-) =) nA;.
j =1

Trojice (X,., ) se nazyva prostor s mirou, prvky . se nazyvaji méritelné nebo p-
meéfitelné mnoziny. Tteti vlastnost miry se nazyva o-aditivita.

Priklady. (D) Pocitaci mira p: X je libovolnd mnozina, ./ = 2%; pA = pocet prvki A,
je-li A konecna, a pA = 0o, je-li A nekonecna.

2) Diracova mira d, v bodé a: X je libovolnd mnozina, a € X pevné zvoleny bod, . = 2X.
da(A) =1 pokud a € A a d,(A) =0 pokud a ¢ A.

(3) Lebesgueova mira v R"™ - zobecnéni pojmu objem. Korektni zavedeni Lebesgueovy miry
je hlavnim tkolem této kapitoly. Nelze . = 28", tj. existuji Lebesgueovsky neméiitelné
mnoziny, u nichz by pokus o pritazeni objemu vedl ke sporu, viz nasledujici —

Banach-Tarského paradox. Necht F, G jsou libovolné (!) oteviené mnoziny v R", kde

n > 3. Potom existuje N € N a mnoziny Fj, j = 1,..., N (vzdjemné disjunktni) a mnoziny
Gj,7=1,...,N (téz vzdjemné disjunktni) takové, ze
N N

Navic, G vznikne z F; posunutim a otocenim.

Véta 17.1. [Zakladn{ vlastnosti miry.] Necht (X,.¥,u) je prostor s mirou. Potom
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1. A, Be Y, ACB = uA < ubB;

2. jsou-li A; € .7 libovolné, pak p (UJ Aj> < 1 HAj, tzv. o-subaditivita miry.

3. jsou-li A; € &, A; C Ajyq pro j € N, pak N(Uj A;) = limj, o0 ptAj;

4. jsou-li Bj € 7, B; D Bjy1 pro j € N, navic uB; < oo, pak u((); Bj) = lim; o0 uB;.

Poznamky. Predpoklad pB; < oo v bodé 3 je podstatny: p pocitaci mira na N, B; =
{n€ N: n>j} Pak uB; = +oo 4 u(; Bj) = u(0) = 0.

Trik zdisjunktnéni. Pro libovolné mnoziny A;, j € N definujeme

1<j

Potom flj jsou vzajemné disjunktni; pritom

Ua=U4. UJa4u=UA4.

Jj<n Jj<n jEN jEN
Jsou-li A; métitelné, jsou také /Nlj meéfitelné.
Definice. Intervalem v R rozumime nékterou z mnozin
I= (CL, b)? [a7b]7 (aa b]7 [CL, b)

Definujeme délku intervalu ¢1(I) = b — a. Pfipoustime prazdné, jednobodové i neomezené
intervaly. Intervalem v R" rozumime , kvadr*

Q=L x-xI,={zeR" z; € I;},
kde I; jsou intervaly v R. Objemem intervalu ¢ C R" rozumime

pro ucely této definice klademe 0 - oo = 0.
Pokud je z kontextu jasné, ze ) C R", piseme ¢(Q) misto ¢,(Q).

Poznamky. Mezi intervaly specidlné patii: prazdnd mnozina, bod, pifimka, rovina a vubec
,,utvary nizsi dimenze“ (jejichz objem je nula). Déle otevieny poloprostor

{z eR" 2;>c} =Rx...(c,400) - x R;
a uzavieny poloprostor
{z eR" z;>c} =Rx...[c,+00)--- x R.
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Otevienym (resp. uzavienym) intervalem minime () = I; X - - - X I,, jsou-li vSechny I; C R
oteviené (resp. uzaviené).

Otevieny (resp. uzavieny) interval lze napsat jako prunik kone¢né mnoha otevienych (resp.
uzavienych) poloprostoru. Otevieny (uzavieny) interval je oteviena (uzaviend) podmozina
v R™ vzhledem k obvyklé metrice.

Definice. [Vnéjsi Lebesgueova mira v R™.] Pro libovolnou M C R"™ definujeme
Ar (M) = inf {Z&L(Qj); @; C R" jsou intervaly, M C U Qj}.
j=1 jeN

Cislo \: (M) se nazyva vnéjsi Lebesgueova mira mnoziny M C R". Nehrozi-li nedoro-
zumeéni, piSeme opét \* misto 7.

Poznamky. Snadno nahlédneme, Ze plati:
e 0 <\ (M) <40

A'(0) = A*({a}) =0

e AC B = M(A) < \(B)

A* je translacné invariantni, tj. A*(M) = A*(a + M) pro kazdé a € R™, kde
a+ M := {a+m; m € M}
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Véta 17.2. Necht M; C R, j € N, jsou libovolné mnoziny. Potom
(M) <> x ().
J J

Jinymi slovy, vnéjsi mira je o-subaditivni.

Lemma 17.1. [O koneéném podpokryti.] Necht (X, p) je metricky prostor, K C X kom-
paktni, necht K C Uj; Aj, kde A; C X jsou oteviené. Potom existuje n € N tak, ze
K cUj- 4;

* Lemma 17.2. Necht @, Q; C R™ jsou intervaly takové, ze @ C Uj Q;. Pak ((Q) <
> UQ5).
Dusledek. Pro kazdy interval @) C R" je \*(Q) = ¢(Q).

Definice. Mnozina A C R" se nazve méritelna podle Carathéodoryho, jestlize
X(T)=X(TNA)+X(T\A)

plati pro libovolnou ,,testovaci” mnozinu 7" C R".
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Véta 17.3. [Carathéodory.] Oznaéme
My, = {M C R"™; M je méritelna dle Carathéodoryho}.
Potom ., je o-algebra a X : .#,, — [0,400] je mira.

Terminologie. .#, nazyvame Lebesgueovsky méritelné podmnoziny R"; Lebesgueovu
miru mnoziny M C R" definujeme takto:

A5 (M), pokud M € 4,,
neni definovano pro M ¢ .

(M) = {

Piseme obvykle .#, A, tj. symbol n se vynechava, je-li z kontextu jasné, v jakém R" se
pohybujeme.

Lemma 17.3. Kazdy interval @ C R™ je méfitelny a A\(Q) = £(Q).
Véta 17.4. [Dalsi vlastnosti Lebesgueovy miry.]

1. Oteviené a uzaviené mnoziny jsou méfitelné.
2. Lebesgueova mira je transla¢né invariantni.

3. * Lebesgueova mira je rotacné invariantni.
Poznamka. 7 dukazu predchozi véty téz vyplyva: je-li G C R"™ nepréazdna, oteviena
mnozina, pak A(G) > 0.

Definice. Mnozina A C R" se nazve mnozina (Lebesgueovy) miry nula (téz nulova
mnozina), jestlize A € 4, a \,(A) = 0.

Véta 17.5. [Vlastnosti Lebesgueovsky nulovych mnozin.|
1. A je mnozina mira nula, pravé kdyz A*(A) = 0.
2. A je mnozina mira nula, B C A = B je mnozina mira nula.
3. A, jsou mnoziny miry nula, j e N = Uj A; je mnozina miry nula.
4. Kazdé spocetna mnozina ma Lebesgueovu miru nula.

Definice. Nechf M C R" je méiitelnd. Rekneme, Ze vyrok V (z) plati skoro véude (zkratka
,,8.v.”) v M, jestlize existuje mnozina miry nula N C M tak, ze V(x) plati pro kazdé

xe M\ N.
Priklady. (I) Skoro vSechna redlnd ¢isla jsou iracionalni (N = Q).
@) Funkce ¢ : (z,y) — |z| + |y| je diferencovatelnd skoro vsude v R?. Zde N = {(z,y) €
R?; 2 = 0 nebo y = 0}, coZ je sjednoceni dvou piimek (intervaly nulového objemu).
18. LEBESGUEUV INTEGRAL.
Cil kapitoly: definovat [,, fd\, kde M C R" je méfitelnd mnozina, f(z) : M — R je
funkce a A = A\, je Lebesgueova mira v R"™.
Chceme, aby integrél fungoval pro co nejsirsi ttidu funkci, a mél nékteré rozumné vlastnosti:
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o [,(f+9) = [y, [+ [, 9 (linearita)
o <9 = [, f <[, 9 (monotonie)
o [y, c=CcAM)

e rozumné véty o ,,zaméné limity a integralu”, tj. (za vhodnych predpokladu):

d af
Jggo ij /Mjggofj’ d@/Mf /Maa7 *

Néam dosud znamé integréaly (Riemannuv a Newtonuv) funguji jenom pro M rovné se redlny
interval; predevsim vSak integruji prilis malo funkei a nemaji zddné (rozumné pouzitelné)
véty o zaméné limity a integralu.

Nézorny vyznam integralu je ,,objem pod grafem funkce”. Protoze miru (objem) uz umime
mérit ve vsech R™, mohli bychom rovnou definovat:

/ fd)\n = >\n+1 (FJr) - /\n+1 (Fi)a (3)
M
méa-li prava strana smysl, kde

It ={(z,y) eR"™" ze M, 0<y< f(z)},
I~ ={(z,y) eR""; z € M, f(z) <y<0}.

vvvvvv

My poddme slozitéjsi (nicméné ekvivalentni) definici — ze dvou duvodu:

1. z definice (3) bychom tézko dokazovali napiiklad linearitu
2. nize uvedend definice zahrne obecnou situaci integrovani podle libovolné miry (tj.

nejen Lebesgueovy)

Znaceni. Mame prostor s mirou (X, .#,\), tj. # je o-algebra méritelnych podmnozin
X a A je mira. Déle bude a f : M — R, kde M € .#. (Lebesgeueova mira bude dulezity
specidlni piipad.) Budeme také znaéit:

{f>ct={x e M,; f(x)>c}, {felt={xe M; f(x) eI}, atd

Definice. Funkce f : M — R* se nazve métitelnd, jestlize M je métitelnd mnozina a dale
pro kazdé ¢ € R je mnozina {f > ¢} méfitelnd.

Lemma 18.1. [Ekvivalentn{ definice métitelnosti.] Necht M je méfitelnd mnozina a f :
M — R*. Potom je ekvivalentni:

1. f je méritelnd;
2. pro Ve € R je mnozina {f > ¢} méfitelnd;
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3. pro Vc € R je mnozina {f < ¢} méritelns;
4. pro Ve € R je mnozina {f < ¢} méfitelna;
5. pro kazdy interval I C R* je mnozina {f € I} méfitelnd;

6. pro kazdou otevienou G C R* je mnozina {f € G} méfitelna.

Lemma 18.2 Necht M C R” je méfitelnd mnozina, f : M — R. Necht M = G U N, kde
G je oteviena v R"™, f je spojita v G, a N je mnozina miry nula. Potom f je métitelna v
M.

Disledek. Je-li f(z) : (a,b) — R spojita vSude az na koneéné bodu, je méfitelna v (a,b).

Lemma 18.3. Necht f: M — R je méfitelnd; necht f(M) C G, kde G je oteviend (v R).
Necht ¢ : G — R je spojitd. Potom ¢ o f je méfitelnd v M.

Poznamka. Obecné pii sklddani métitelnych funkei nemusi vyjit métitelnd funkce; dokonce
ani slozeni méfitelnd (vnéjsi) a spojita (vnitini) nemusi byt métitelné.

Véta 18.1.' [Zachovani meritelnosti.] Necht f, ¢, f; : M — R* jsou merfitelné funkce.
Potom

1. af, f+g, f—g, fg, f/g jsou méfitelné na mnoziné S C M, kde ma dand operace
smysl;

2. max{f, g}, min{f, g}, f*, f~, |f| jsou métitelné v M;

3. sup; fj, inf; f; jsou méritelné v M; funkce lim; f; na mnozing, na niz je definovana

Definice. Charakteristickou funkei mnoziny A rozumime

() 1, x € A.
xr) =
xa 0, r ¢ A

Funkce f : M — R se nazve jednoduchd v M, jestlize existuji mnoziny A; C M a &isla
c; €R,j=1,...,ntak, ze

F@) = exa (@), weM.

Jsou-li navic A; meéftitelné, hovorime o jednoduché meéritelné funkei.

Poznamky. (I) Jednoduchou funkei lze vyjadrit vice zpusoby; vyjddieni je jednoznacné,
pokud pozadujeme, aby A; byly disjunktni a ¢isla ¢; vzdjemné ruzna, nenulova.

(2) Pozorovani: f je jednoduchd méritelnd v M <= f je méfitelnd v M a f(M) je konecnd
mnozina

'Diikaz pouze pro souéet a supremum.
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Véta 18.2. Necht f je nezdpornd, méfitelnd funkce v M. Potom existuji nezdporné, jed-
noduché méritelné funkce fi, takové, ze fr(z) — f(x) a navic posloupnost {fi(x)}x je
neklesajici pro kazdé x € M.

Znaceni. Vyse uvedeny zpusob konvergence znac¢ime struéné: 0 < fi, & f v M.

Definice. [Abstraktni Lebesgueuv integral.] Necht f: M — R* je méfitelnd funkee.
L jeli f jednoduchd, tj. f =37, ¢jxa,, definujeme Jo fdX = > i1 GA(AG).

2. je-li f nezaporna, klademe

/ fd\ =sup {/ sdA; s jednoduchd méritelnd v M, 0 < s < f}.
M M

3. pro obecnou f definujeme (f* = max{0, f}, f~ = max{0, —f})

/fd/\—/ﬁd/\ /fd/\

mé-li pravd strana smysl (tj. neni-li tvaru +o0o — c0)

Poznamky. Ohledné korektnosti definice je tfeba si rozmyslet: integral jednoduché funkce
nezévisi na jejim vyjédreni, a jsou-li s < ¢ jednoduché, pak [, sd\ < [, tdX.

Terminologie a znaceni. Chceme-li zvyraznit proménnou, piseme [,, f(z)dA(z). Naopak
v piipadé M C R™ a X - Lebesgeueova mira zpravidla vynechavame symbol pro miru, tj.
piseme pouze [, f(x)dz.

Symbolem L£*(M) zna¢ime funkce, pro néz je integral definovan (muze byt nekonecny).
Symbolem £(M) zna¢ime funkce, pro néz je integral definovén a navic je konecny. V této
situaci tikdme, ze integral konverguje, neboli funkce je integrovatelna.

Véta 18.3. Necht f, g : M — R* se rovnaji skoro véude v M. Potom f je méfitelnd, prave

kdyz g je méftitelnd, a
/ fdx = / gd,
M M

— ma-li jedna strana smysl, ma ho i druhé a rovnaji se.

Zobecnéni definice. Necht f je definovana skoro vsude v M. Tj. f(x) : M — R*, kde
M = M UN, A\(N) = 0. Definujme f: M — R takto:

r L f(x)v YIS M,
f@) = {hbovolné (napt. 0), r € N.

Funkce f se nazve méfitelnd v M, je-li f meéritelnd v M a definujeme

/Mfd)\:/Mfd)\,
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mé-li vyraz vpravo smysl. (Diky predchozi vété nezavisi vysledek na dodefinovani v mnoziné

N

Priklady. D) f(z) = 1/x je méfitelnd v R (N = {0}).
@ Je-li D(z) Dirichletova funkce, pak [; DdA; = 0. Napiiklad proto, ze D = 0 skoro

vSude.

Véta 18.4. [Leviho véta.] Necht f,, f jsou méfitelné v M, a necht 0 < f,,(x) 7 f(z) s.v.
v M. Potom lim,,_, fM fn d\= fo dA.

Véta 18.5. [Vlastnosti Lebesgeueova integralu.] Necht f, g € £*(M). Potom:
() Jyafdh=af,, fdX

(ii) [y, (f +9) dx= [, f d\+ [,; g d\, mé-li pravd strana smysl;

2. (i) f<gsv.vM = [, fdN< [, 9 dX

(i) | [y £ AN < [y 1f] dXs

3. je-li f mezdpornd s.v. v M, pak:

1

(i) [y, fdr<oco = f<oosv. v M;
(i) [, fdA=0 <= f=0sv.v M.

Poznamky. Vlastnosti mnoziny £(M) integrovatelnych funkei:
D f,ge LM) = af, f+g € L(M) (vektorovy prostor)

@ feL(M) < fjemeritelnd a [, |f] d\ < oo

@) f meétitelna, |f| < gs.v.v M, kde g€ L(M) = f € L(M)

Poznamky. Zaména limity a integrdlu, neboli rovnost

lim [ f, dA:/M( lim f,) d\ (%)

n—oo M n—oo
obecné neplati. Priklad: f,(x)(x) = nx(o,1/m) (). Potom [ f, =1, piitom f,(z) = 0 v R,
tedy vlevo je 1, vpravo 0. — Rovnost (*) plati, pokud navic predpokladame:
o fu(x) = f(x) v M,a M) < oo (viz Véta 16.2.) To jsou pro praktické ucely prilis silné
predpoklady.
e 0 < f, / f skoro vsude v M — to je Leviho véta.
e tieti pripad je nasledujici véta.
Véta 18.6. [Lebesgueova véta.] Necht funkce f,, f jsou méritelné v M, f,(z) — f(x) pro
skoro vsechna z € M. Necht existuje g € L(M) tak, ze |f.(x)| < g(x) skoro vsude v M.
Potom lim,, fM fnd\= fM fdA.

Véta 18.7. [Leviho véta pro tady.] Necht fi jsou nezdporné, méfitelné v M. Potom

/M(ki:fk) dkzi(/Mfde).
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Priklad.

1 1 © 4
/01—95 /OZ:I: dx—zl/o .IdeZ:;k—H:—FOO.

k=0

Véta 18.8. [Lebesgueova véta pro fady.] Necht fi jsou méfitelné, necht "7 fi(z) kon-
verguje s.v. v M. Necht existuje g € L(M) tak, ze |Y_,_, fi(z)| < g(z) pro Vn, s.v. x € M.

Potom - -
/M(;fk)d)\:;(/Mfkd)\).

Priklad.

/01+x /0 dz_z/ g%g;i)f

Majorantou casteénych souctu je — vzhledem k teleskopi¢nosti sumy — prvni ¢len fy = 1.

k=0

Poznamka. Na mnozindch koneéné miry mi jako integrovatelnd majoranta muze poslouzit
konstantni funkce. Ziskdvdme tim variantu Lebesgueovy véty: necht f,(z) — f(x) s.v. v

M, necht |f,(x)| < C pros.v. x € M, a necht A(M) < co. Potom [, fn dX — [, f d\.

* Véta 18.9. [Zavislost integralu na mnoziné integrace.] Necht f je méfitelnd v M. Potom:

1. Jestlize M = Ujvzl M;, kde M; jsou disjunktni, méfitelné, pak

/Mfd)\—é/Mjfd)\,

ma-li prava strana smysl.

2. Necht f € L*(M), necht M = J, .y M;, kde M; jsou disjunktni, méfitelné. Potom

JjeN
/Mfd/\:]il/MjfdA.

3. Necht f € L*(M), necht M = |J;cy M, kde M; méfitelné a M; C M. Potom

fd\ = lim fd)\
M

J—00

Poznamky. (I) V piedchozim dukazu se pouzivé dulezity vztah:

/Nfd)\:/Mf~XNd)\



pro libovolnou méfitelnou N C M. Specidlni dusledek: jestlize N C M a A(M \ N) = 0,
pak [y fd\= [, [ d\.

) Predpoklad f € L*(M) v bodech 2, 3 predchozi véty je podstatny - nestacilo by
predpokladat , ma-li prava strana smysl*“.

Definice. [Lebesgueuv integral v R.] Pro libovolnd a < b € R* a funkci f : (a,b) — R*
klademe

b
(f)/a f(z)dx = . fdX\

m4-li pravd strana smysl. Pro b < a dale klademe (f)fabf(m) dr = —(&) [, a také
(Z) faa f(x)dz = 0. Samoziejmé se nabizi otdzka vztahu k Riemannovu resp. Newtonovu
integrélu.

Tvrzeni 1. Necht f € R([a,b]) Potom téz f € L(a,b) a plati
b b
@) [ f@ydo=(2) [ fa)ds

Tvrzeni 2. Necht f : [a,b] — R je omezend funkce. Potom f € R([a,b]), prave kdyz f je
spojitd skoro vsude v [a, ], tj. A (N) = 0, kde N je mnozina bodu nespojitosti f v [a, b].
Véta 18.10. [Vypocet Lebesgueova integralu v R.] Necht f(z) : I — R je spojita, kde
I = (a,b) C R je interval. Necht je splnén jeden z predpokladu:

1. flx)>0v I
2. [V|f(x)]dx < oo
Potom

b
) [ ey = Jig P~ i P,
kde F'(x) je primitivni funkce k f(x).

Poznamky.

e véta jinymi slovy tvrdi existenci a rovnost Lebesgueova a Newtonova integralu (za danych
predpokladu)

e piedpoklad 1 nebo 2 je podstatny; lze najit (spojitou) funkei, jejiz Lebesgueuv integrél
neexistuje, avsak Newtonuv integral konverguje (tj. existuje a je kone¢ny)

e piedpoklad 2 se muze ovéfovat pomoci bodu 1 (nebot |f| > 0)

Problém. Integraly zavislé na parametru — studujeme funkce tvaru

F(a) = /Mf(a,x) dx .

Pozor: F' neni primitivni funkce k f. Integruje se podle x € M, zajima nas zavislost na
parametru a € I - zda je spojita a zda plati

0 0
%/Mf(aw)d:c:/M%f(a,x)dx.
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Priklad. N
F(a) = / el sin(ax) da.
0

Piimy vypocet dd F(a) = 1/2a pro a # 0, F'(0) = 0. Vidime, ze F'(a) je nespojitd, ttebaze
integrand zavisi na a spojite.

Znaceni. Je-li f(a,z) funkce dvou proménnych, znaci f(a,-) funkci druhé proménné (tj.
x), kterd vznikne, pokud a fixujeme. Podobné f(-, z) je funkei prvni proménné a pii pevném
x.

Véta 18.11. [Spojita zdvislost integrdlu na parametru.] Necht f(a,z): I x M — R, kde
I C R je interval, M je métitelnd mnozina. Predpoklddame:

(i) pro Ya € I pevné je f(a,-) méfitelnd v M.

(ii) pro s.v. x € M pevna je f(-,x) spojita v I.

(iii) existuje g € L(M) tak, ze |f(a,z)| < g(z) pro s.v. x € M, pro kazdé a € I.

Potom je funkce
= / fla,x)dx
M

100 22
F(a):/ 0T
0

konecnd a spojita v 1.

Priklady. (D) Funkce

a* + r*
je spojita v R.
2) Gamma funkce
[(s) = / ¥ e da
0
je spojité v (0, 00).

Véta 18.12. [Derivace integralu podle parametru.] Necht f(a,z): I x M — R, kde I C R
je otevieny interval, M je méritelnd mnozina. Predpokladame:

(i) pro Va € I pevné je f(a,-) méfitelnd v M.

(ii) pro s.v. x € M pevnd je f(, ) diferencovatelnd v I (tj. 3 koneénd & f(a,z) pro Va € I)
(iii) existuje g € L(M) tak, ze |-Z f(a,z)] < g( ) pro s.v. x € M, pro kazde acl.

(iv) existuje ag € ] tak, ze f(ao, )€ L(M), (t. [y, [f(ag, )| dr < o0.)

Potom funkce F(a f v fla ) de je konecna a

F'(a) = / %f(a x)dx

pro kazdé a € I.

Priklady. (D) F(a) = [~ e tre=2s snla?) gz a € R, b > 0 pevné. Potom

b

F'(a) = /o e cos(ax) dx = peRT
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odtud pak F'(a) = arctg(a/b).
@ PIO gamma funkci plati: IV(s) = [( (Inz)x*te * dz,
(s [ (Inx)?z5te % dr > 0, — a tedy je ryze konvexni.

Poznamka Jesté ke znaceni: je li f: M — R, kde M C R", tak Lebesgueuv integrél
zacime [, fd\,, nebo [, f(z)dx, nebo [,, f(z)d\,(z). Zévisi na tom, zda chceme
zduraznit miru, nebo promennou nebo oboji. Pokud chceme vyznacit jednotlivé slozky
proménné, piseme [, f(x,y)dzedy, nebo [, f(x,y,z) dedydz.
Vyznam symbolu je ale vzdy tentyz. Nékdy se také pise [[, [[[ misto [, aby se zduraznilo,
ze jde o dvourozmérny (tfirozmérny) integral.
Znaceni. Pro M C R™™™ znac¢ime proménnou (z,y), © € R", y € R™. Definujeme projekci
M do R"

II,M={xeR"; Jy e R", (z,y) € M}

a pro x € II,, pevné definujeme fez mnozinou M vzhledem k y
={y €R™; (z,y) € M}.
Jestlize f = f(x,y), tak f(x,-) znac¢i funkci proménné y, které vznikne fixovanim x.

Véta 18.13. [Fubiniho véta.| (S pouzitim piedchoziho znaceni.) Necht M C R™*™ necht
f(z,y) € L*(M). Potom pro \,-skoro vSechna z € II,,M je M* C R™ méfitelnd mnozina,
a f(z,-) € E*(M ")-

Oznacune li g(x) = [0 f(z,)dAn, je g € L*(I1,,) a plati

/ Fdmim = / gdA,
M WM
neboli (v ndzornéjsim znaceni)

[ tendsiy= [ ([ swaa) as.

Priklad. M = {(z,y) € R* 2*+ y* < 1}, f(z,y) = |z|. Potom ILM = (—1,1), M* =
(—V1— 22,1 — 2?), tedy

1 V1—z2 4
/ 2| dedy = / / lz|dy | do = .
M -1 —/1—22 3

Poznamky. Mechanické pouziti Fubiniho véty v piipadé, ze f ¢ L*(M), tj. puvodni
vicendsobny integral neexistuje, vede k nesmyslnym vysledktim:
M = (0,00) x (0,00) C R?,

1, O<y<ax+1
f('ruy): _17 y<l’<y—|—1
0 jinde
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Potom [,, f(z,y) dzdy neexistuje (integrél kladné i zaporné ¢ésti je +00), avsak

/0°° {/Ooof(:c,y)dy} dx:%’
/ooo{/ooof(x,y)dw} dy:_%'

e predpoklad f € L*(M) je urcité splnén, pokud f je méfitelnd a bud f > 0, nebo
Jay 1 fldX < oo. (Druhy predpoklad muzeme oveéfit pomoci Fubiniho véty, nebot |f| > 0).
e specidlné, vypocet objemu M C R"*™ pomoci Fubiniho véty:

)\n+m(M):/ 1d)\n+m:/ {/ 1d)\m} d)\n:/ A (M) d),,
M 11, M z 11, M

Priklad. Pouziti Fubiniho véty k vypoctu puvodné jednorozmérného integralu:

1. b6 _ ,a
I:/ T L dr .
o Inzx

Integrovana funkce je prirustek, tj. integral derivace

b_ ,a y qy=b b
T = | = / Y dy.
Inz Inz], _, a

Dvojim uzitim Fubiniho véty na M = (0,1) x (a,b), f = 2¥ > 0 mame

1 b b 1
b+ 1
I:/ (/ :Uydy>dx:/xydxdy:/ (/ x%lx)dy:ln i )
0 a M a 0 a+1

Opakovani. Véta o substituci pro Newtonuv integral:

zatimco

b B
/ f(x)dz = / ) - 1/ ()] dy

kde ¢(y) : (a, B) — (a,b) je vzadjemné jednoznacnd, a ¢'(x) # 0.
Definice. Pro ¢(y) : R* — R" definujeme Jakobidn

91 (y) A1 (y)
oY1 T Oyn
Jo(y) = det Vo(y) = : :
Ipn(y) 9pn(y)
o o

Definice. Necht 2, M C R" jsou oteviené mnoziny. Zobrazeni ¢(y) : Q@ — M se nazve
difeomorfismus, jestlize:
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1. ¢(y) je vzéjemné jednoznaéné,
2. ¢(y) je C* (tj. viechny parcidlni derivace fddu 1 jsou spojité),
3. Jo(y) # 0 pro Yy € Q.

* Véta 18.14. [Véta o substituci.] Necht 2, M C R”" jsou oteviené mnoziny, p(y) : Q — M
je difeomorfismus a f(x) : M — R U {£o0} méfitelnd funkce. Potom

/f d:c—/f DIJe()l dy
[ sav= [(roiean.

Poznamka. Prakticky vyznam véty o substituci pro vicerozmérné integraly je v tom, ze
ziskam piijemnéjsi (z hlediska Fubiniho véty) tvar mnoziny, ptes kterou integruji.

neboli

mé-li jedna strana smysl.

Priklad. Plocha mnoziny M, ohranicené piimkami: x +y =1, z+y =2, y = 3z, y = 4x.
Substituce: u = z+y, v = y/x, neboli toto je zobrazeni p~! : M — Q, kde Q = (1,2)x(3,4).
0:Q— M mé tvar z = u/(1 +v), y = uv/(1 +v), jakobidn Jp = u/(1 + v)?. Tedy

AQ(M):/Mldxdy:/Qﬁdudv:/j(/:ﬁdv) du:%.

Polarni souradnice. Substituce x = rcosu, y = rsinu, tj. ¢ : (r,u) — (x,y) je difeomor-
fismus z 2 = (0,00) x (0,27) do R*\ N, kde N = {(z,y); * >0, y = 0}. (To, Ze obrazem
nenf celé R?, nevadi, nebot chybéjici mnozina N mé dvourozmérnou miru 0.) Jakobian je
r.
Sférické souradnice. Substituce x = rcosucosv, y = rsinucosv, z = rsinv. Zobrazeni
¢ {r,u,v) — (z,y, 2) je difeomorfismus z = (0,00) x (0,27) x (—7/2,7/2) do R*\ N,
kde N je polorovina y = 0, x > 0, tj. opét mnozina miry nula. Jakobidn je r? cosv.
Nézorné: u...zemépisna délka, v...zemépisna sitka (pdly lezi na ose z.)
19. KRIVKOVY INTEGRAL.

Znaceni. Tuénym fontem znac¢ime vektory ¢ = (¢1,...,¢,), 0 = (0,...,0). Norma vek-
toru ||z|| = /2% 4 - - - + 22, skaldrnf soucin € -y = 1y + - - - + T Yn.
Definice. Mnozina v C R" se nazve jednoduchd kiivka, jestlize existuje ¢(t) : [a,b] — R™
takové, ze

v =(la,b]) = {o(t); t € [a,0]},
s témito vlastnostmi:
(i) p(t) je spojité a prosté v [a, b]
(ii) ¢'(t) je spojité v (a,b) a ¢'(t) # 0 pro Vt € (a,b)

Mnozina v C R" se nazyva jednoduché uzaviend kiivka, jestlize misto (i) pozadujeme
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(") @ je spojité v [a, b], prosté v [a,b) a p(a) = ¢(b).

Terminologie: Dvojice (g, [a, b]) se nazyva parametrizace kiivky. Alternativni terminologie
(kterou my nepouzivame) nazyvéa dvojici (, [a,b]) kiivkou, a v je ,,geometricky obraz
kiivky”. V piipadé neuzaviené kiivky se ¢(a), ¢(b) nazyvaji krajni body.

Pitklady. () v = {(2? + y*)%% = 22y, = > 0, y > 0}, poldrni parametrizace @(t) =
(sin(2t) cos(t), sin(2t) sin(t)), t € [0, 7/2].

@). Graf C! funkce f(z) : [a,b] — R je kiivka v R?, parametrizace ¢(t) = (¢, f(t)), t € [a, b].
Definice. Mnozina v C R" se nazyva zobecnéna kiivka, jestlize existuji jednoduché kiivky
v, J = 1,...,m tak, Ze

(1) v = Ui v,

(ii) po vynechani krajnich bodt jsou 7, vzajemné disjunktni.
Terminologie: {~;}}~, nazyvdme pifpustny rozklad ktivky v (nenf urcen jednoznaéne.)

Definice. [Integral 1. druhu] Necht v C R" je kiivka a f(z) : 7 — R dana funkce. Integral
prvniho druhu funkce f pres kiivku v znac¢ime f7 f ds a je definovan takto:
1. Je-li v jednoduché kiivka, pak

/&m—/f Dl ()]l dt.

kde (¢, [a,b]) je libovolnd parametrizace 7.
2. Je-li v zobecnéna kiivka, potom

/’yfds:g/%fds,

kde {v;}72, je libovolny pifpustny rozklad ~.
3. Konecné, délku (zobecnéné) kiivky « definujeme a znacime jako

£(7)=[y1ds.

Lemma 19.1. [O reparametrizaci.] Necht 7 je jednoduchéd (neuzaviend) kiivka. Necht
(o, [a, b)), (¥, [c,d]) jsou dvé ruzné jeji parametrizace.

Potom existuje vzajemné jednoznacna funkce w(7) : [¢, d] — [a, b]; pficemz w(T) je spojitéd
v [¢,d], W'(7) je konetnd a nenulovd v (¢, d) a

pw(r)) =9(r) V7 eled.

Opakovani. [Véta o substituci v R.] Necht w(7) : (¢,d) — (a,b) je vzdjemné jednoznacna
funkce, pricemz w'(7) je koneénd a nenulova v (¢, d). Potom

[ swii= [ seepear
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Veéta 19.1.2 Integrdl prvniho druhu nezdvisi na parametrizaci, ani zvoleném rozkladu
kiivky.

Definice. [Orientace kiivky.| Jednoducha kfivka je orientovand, je-li uréen smér probihéni.
(U neuzaviené kiivky to znamend urcit poc¢atecéni a koncovy bod (p.b., k.b.)

Zobecnénou kiivku orientujeme tak, ze zvolime néjaky pripustny rozklad, a orientujeme
jeho jednotlivé elementy (tzv. orientovany rozklad.)

Poznamky.

e parametrizace prirozené vyjadiuje orientaci: smér probihéni ¢(t) pro t rostouci. Rikdme,
ze parametrizace je/neni ve shodé s orientaci kiivky.

e jednoduchéa kiivka pripousti jen dvé ruzné orientace. U zobecnéné kiivky je jich vice -
piipustny rozklad s m prvky umoznuje 2™ ruznych orientaci.

Priklad. Necht v = {2? + y*> = 1, y > 0}, orientovana proti sméru hodinovych rucicek.
Dvé ruzné parametrizace: ¢(t) = (t,v/1 —t?),t € [-1,1] a9(7) = (cos7,sinT), T € [0, 7).
Druhd je ve shodé s orientaci kiivky. (Pozn. k Lemmatu 19.1: w(7) = cos.)

Dodatek k L.19.1 w'(7) > 0 (resp. w'(7) < 0) pro kazdé 7 € (¢,d), prave kdyz ¢, 9
urcuji stejnou (resp. opacnou) orientaci.

Definice. [Integrdl 2. druhu.] Necht v C R™ je orientovana kfivka, F(z) : v — R" dana
(vektorova) funkce. Integrél 2. druhu funkce F' po kiivce 7 znaéime f7 F -ds a je definovén
takto:

1. Je-li v jednoduché, pak

[roa- | o) -y

kde (¢, [a,b]) je libovolnd parametrizace 7, kterd je ve shodé s orientaci.
2. Je-li v zobecnénd kiivka, potom

/F~ds:2 F .ds,
v 7=1 Vi

kde {; L1 je prislusny orientovany rozklad .
Varianta znaceni: F' -ds = Fidx + Fody(+Fsdz).

Véta 19.2. Integréal 2. druhu nezavisi na parametrizaci, je-li ve shodé s orientaci. Neni-li,
vyjde s opacnym znaménkem.

Definice. Rekneme, Ze (orientovand zobecnénd) kiivka v spojuje body o, z1 (,, jde od g
do x,”), jestlize v je urcena orientovanym rozkladem {v;}7,, kde

(1) pb Y1 = Zo

(ii) kb. v =pb. v, j=1,...,m—1

2Ditikaz pro jednoduchou kiivku.
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(iii) k.b. ym = 21

Specidlni pripad: v jednoduché, orientovana, p.b. v = xy, k.b. v = ;.

Pokud zy = z; (tento piipad nevyluc¢ujeme), jde o (zobecnénou) uzavienou kiivku.
Jestlize (zobecnéné) orientované kiivky -, respektive ¢ spojuji body z, a &, respektive z;
a Ty, definujeme xy = v @ 9 jako zobecnénou orientovanou kiivku, vzniklou ,formalnim
zietézenim*® ~yv a 1. Zrejmé x spojuje body zy a x».

Konec¢né, je-li v (zobecnénd), orientovand kiivka, spojujici body g a 1, definujeme xy = &~
jako tutéz kiivku, ale s opacnou orientaci (tj. spojujici z; a xg).

Véta 19.3. [Zékladni vlastnosti kiivkového integrdlu.] Necht « je (zobecnénd, orientovand)
kiivka, necht f, g resp. F, G jsou skaldrni (resp. vektorové) funkce na 7. Necht v je
(zobecnénd, orientovand) kfivka t.z. k.b.y = p.b.4p, necht f a F jsou definovany téZ na 1.
Potom pro integral prvniho druhu plati:

PL [[(f+g)ds= [ fds+ [ gds, [ afds=a] fds.

P2. [, fds=[ fds+ [, fds.

P3. ‘ fwfds‘ < Mil(y), kde My = sup{|f(z)]; = € 7}.

Pro integral druhého druhu plati:

Dl. [(F+G)-ds= [ F-ds+ [ G-ds, [[aF -ds=a[ F-ds.
D2. f7®wF-ds:f7F~ds+wa~ds.

D3. | [, F-ds| < Mst(3), kde My = sup{|[F(@)]|: = € 7).

Definice. Mnozina M C R"™ se nazve krivkove souvisld, jestlize pro libovolné xy, £, € M
existuje ktivka v spojujici xg, £, takova, ze v C M.
Oteviena, kiivkové souvisla mnozina se nazyva oblast.

Priklady. (I) konvexni mnozina je kiivkové souvisla
2) R? s vynechanou polopiimkou je nekonvexni, kiivkové souvisld mnozina
3) R? s vynechanou pifmkou nenf kfivkové souvisla

Definice. Necht Q C R" je oteviend mnozina, F(z) : Q — R" vektorova funkce. Funkce
U(z) : Q — R se nazve potencidl F' v Q, jestlize U € C'(Q), a VU = F v Q, tj. %U(:c) =
Fi(z)proVr € Q,i=1,... n.

Lemma 19.2. [O integrdlu potencidlnfho pole.] Necht Q C R™ je oblast, F(z) :  — R"
dana vektorova funkce. Necht U(z) je potencidl F(z) v Q.
Potom pro libovolnou kiivku v C €2, jdouci od zy do 1, plati

/F-ds:U(ml)—U(zo).
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Definice. Nechf Q C R” je oblast, F(z) : Q@ — R" dana vektorova funkce. Rekneme, ze
integrdl z F' nezavisi v ) na cesté, jestlize pro libovolné body zy, ; v 2 a pro libovolné
kiivky v, ¥ jdouci od xy do @, plati:

/F-ds:/F-ds.
vy p

Pozorovani. Integral z F nezavisi v {2 na cesté, pravé kdyz wa -ds = 0 pro kazdou
(zobecnénou), zavienou kiivku w v €.

Véta 19.4. [O existenci potencidlu.] Necht Q C R™ je oblast, F(z) : Q — R™ spojitd
vektorova funkce. Potom je ekvivalentni:

(1) F mé v Q potenciél

(2) integral z F' nezdvisi v {2 na cesté

Definice. Tecny vektor kiivky v C R™ v bodé z definujeme

()
T@) = 101

kde (¢(t), [a,b]) je libovolnad parametrizace v, a t € [a, b] je zvoleno tak, ze & = ¢(t).

Poznamka. T'(z) nezavisi (az na znaménko) na zvolené parametrizaci. Neni definovén v
krajnich bodech (spojovacich bodech zobecnéné kiivky).
Ekvivalentné muzeme psat

)
Tlelt) = 201

znaménko + plati, pokud ¢ je ve shodé s orientaci v, a T' chceme téz ve sméru orientace.

Véta 19.5. [Vztah integralu 1. a 2. druhu.] Necht v C R” je orientovand kiivka, F(z) :

v — R™. Potom
/F-ds—/(F-T)ds,
v Y

kde T je tecny vektor ke ~, voleny ve shodé s orientaci.

Poznamka. Levd strana je integral 2. druhu; pravé strana integral 1. druhu (ze skaldrni
funkce f(z) = F(z) - T(z).)

Poznamka. [Vyznam kiivkovych integralu.]

D fﬂ{ 1ds mé vyznam délky kiivky.

2) je-li F pole (gravitacni, elektrické), vyjadiuje F'-T silu, kterou prekonava ¢astice (jednot-
kové hmotnosti, ndboje) pohybem po kiivece, tedy f,yF -ds je (az na znaménko a patfi¢nou
konstantu) préce, kterou pohybem po kiivce vykondme
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(3) Lemma 19.2 lze zapsat jako
/VU-ds =U(k.b. v) = U(p.b. 7);
v

jde o variantu tvrzeni “integral derivace je piirustek funkce”.

Poznamky.
e Je-li () C R™ oteviend, znaci 2 uzaver a plati 2 = Q U 992, kde 0 je hranice.
e zdanlivé samoziejmy vzorecek

/ §(t)dt = g(b) — g(a) .

nemusi platit, predpokladame-li pouze g spojita v [a,b], ¢’ je kone¢na a spojitd v (a,b).
Integral vlevo totiz dle imluvy chapeme vzdy jako Lebesgueuv, a ¢’ nemusi byt za vyse
uvedenych predpokladu Lebesgueovsky integrovatelna.

Vzorecek plati, pokud ¢’ je nejen spojita v (a, b), ale méa navic spojité rozsiteni do krajnich
bodu. To motivuje nasledujici definici.

of . [ o
()/ existujl a jsou spojite
x; Jla, .

Definice. Je-li Q C R" oteviena, iikdme, ze f je C' v €, jestlize P
v §2, a navic maji spojité rozsiteni do 2.

Poznamka. Ve zbytku kapitoly se omezime na situaci v R?. Nékterd zobecnéni do vyssich
dimenzi uvedeme v piisti kapitole; nejsou primocara.

Definice. Je-li v kiivka v R?, normalovym vektorem n(z) v bodé z €  rozumime jednot-
kovy vektor, kolmy na tecny vektor T'(z). (Neni definovan tam, kde neni definovan T'; je
urCen az na znaménko.)

Poznamka. Je-li (o, 3) vektor v R?, pak (—83,a) vznikne otocenim o /2 proti sméru
hodinovych rucicek, zatimco (3, —«) vznikne otocenim o 7 /2 ve sméru hodinovych ruéicek.
Konvence: , v kladném smyslu“ znamend ,,proti sméru hodinovych rucicek®.

Definice. Divergence resp. rotace pole F' : R? — R? se definuje jako

. aFl 8F2 8F2 8F1
F=—+— F=——-——.
div B + 9y rot o Iy

Véta 19.6.3 [Gaussoval/ R2.] Necht Q C R? je ,rozumna” oblast, F : Q — R? je C!
dokonce na jistém okoli = Q U 9. Necht 9 je zobecnéna kiivka. Potom

/didea:dy: F -nds,
Q o9

kde n je normala k 0%, sméfujici ven z 2 (vnéjsi normala.)

3Dtikaz pro oblast pod grafem C' funkce.
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Véta 19.7. [Greenova.] Necht Q C R? je , rozumna” oblast, G : Q — R? je C'. Necht 90
je zobecnéna krivka, orientovand tak, ze obihd kolem €2 v kladném smyslu. Potom

/rotG’d:de: G-ds.
Q

o

Poznamky. Operator rotace tizce souvisi s otdzkou existence potencidlu v R2.

Necht 2 C R? je oblast, F': Q — R? je C', a F ma v ) potencial. Potom rot F' = 0 v .
Méme i obracené tvrzeni, tj. podminka rot F = 0 (v praxi lehce ovéfitelnd) implikuje
existenci potencialu. Neobejde se vSak bez dodatecné podminky na €.

Definice. Rekneme, ze oblast Q € R? je jednoduse souvisld, mé-li nésledujici vlastnost:
je-li v C Q uzaviena (zobecnénd) kiivka, tak mnoziny, které v ohranicuje, lezi téz v €.
Ekvivalentné: v lze spojité stahnout do bodu, aniz opustime ).

Priklady. () B = {z* + y* < 1} je jednoduse souvisla.

@) Q = R?\ B je souvisld, ale ne jednoduse.

) konvexn{ mnozina je vzdy jednoduse souvisld; R? s vynechanou polopifmkou je nekon-
vexni, jednoduse souvisla mnozina.

Véta 19.8. Necht 0 C R? je jednoduse souvisld oblast, F : Q — R? je C', arot F =0 v
Q). Potom F' ma v ) potencial.

Poznamka. Predpoklad jednoduché souvislosti nelze vynechat:

F = (I2+yy27 12+y )
je C1 v Q = R?\ {0}, spliuje zde rot F = 0, pfesto nemé v § potencial. Sporem - necht
F =YVU, potom diky Lemmatu 19.2. je integral z F' po kazdé uzaviené kiivce roven nule.
Ovsem snadno spocitame, ze integral po kruznici obihajici pocatek je nenulovy.
Na kazdé jednoduse souvislé podmnoziné Q) C Q potenciél ovsem existuje; napt. pro O =
{z > 0} mame U = arctg(y/x).

20. PLOSNY INTEGRAL.

Definice. Mnozina P C R? se nazve jednoduché plocha, pokud P = @(M), kde M C R?
je omezend oblast, a zobrazeni ¢ spliuje:

(i) ¢ je C, prosté v M

(i) h(Ve) =2 viude v M

(iii) ¢_1 : P — M je spojité

Dvojice (¢, M) se nazyvé parametrizace plochy P.

Komentaf. h(Ve) znaci hodnost matice Vo, tj. bod (ii) = plocha nedegeneruje (ma
dimenzi 2). Bod (iii) vylucuje situaci, kdy kraj se dotyka vnitiku plochy.

Priklady. () Graf C! funkce f: M C R* — R je plocha, ¢ = (u,v, f(u,v)), (u,v) € M.
() Sférické soufadnice z = cosucosv, y = sinucosv, z = sinv, kde (u,v) € M =
(0,27) x (—m/2,7/2) parametrizuji jednotkovou sféru s vyjimkou jednoho ,poledniku*
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Definice. [Vnéjsi soucin v R3.] Pro u = (uq, us, u3), v = (vq,v2, v3) vektory v R? definuji
u X v jako vektor (ugvs — ugve, UzVy — U V3, UVe — Ugl1).

Vlastnosti:
e (utw)xv=uxv+wxv, (au) Xxv=u X (aw) = a(u X v) (bilinearita)
o u X v=—(v xu) (antisymetrie)

Geometricky vyznam:

e u, v jsou linearné zavislé, pravé kdyz u x v =0

e jsou-li w,v linedrné nezavislé, je w = u x v (jednoznaéné urcéeny) vektor s témito vlast-
nostmi:

(1) w je kolmy na rovinu, uréenou vektory u, v

(2) délka w je rovna plose rovnobézniku, uréeného vektory u, v

(3) vektory u, v a w (v tomto poradi) tvoii kladné orientovanou bézi, tj. determinant
matice se sloupci u, v, w je kladny.

e pro Vu, v, w € R? plati: w - (u x v) = det[w, u,v], kde [w,u,v] je matice se sloupci w, u,
v (v tomto poradi.)

Definice. Necht P C R? je jednoduchd plocha, f : P — R. Plogny integral 1. druhu funkce
f pres plochu P definujeme jako

[ 7as=[ (ro0) 10 x dupldudo.

P M

kde (¢, M) je libovolna parametrizace P.

Pozndmka. Geometricky vyznam: [, 1dS je obsah (dvourozmérna mira) plochy.

Definice. Necht P C R3 je jednoduché plocha, z € P, a (¢, M) je libovolnd parametrizace
P. Definujeme te¢ny prostor (podrobnéji: tecny prostor plochy P v bodé x)

T, = Lin {0up(p-1(x)), Duplp1 ()}

a normalu (podrobnéji: normalovy vektor plochy v bodé x)

B Outp X Oy
n(r) ==+ (m) (p-1(z))

Zjevné |n|| =1, n(x) L T,.

Definice. Orientovat jednoduchou plochu znaé¢i uréit preferovanou stranu, neboli rozlisit
S,rub® a | lict.

Poznamky. Parametrizace vyjadiuje orientaci — strana plochy, na kterou ukazuje vektor
Oup X Oytp. Parametrizace je/neni ve shodé s orientaci plochy.

Normaéla je urcena az na znaménko. Pokud volime normalu ve shodé s orientaci, a para-
metrizace ¢ je také ve shodé s orientaci, plati

Outp X Opep

—_— neboli 9, X Oyp =nop - ||0up X Oy
0.0 % D, | |

noy =
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Definice. Nechf P C R? je jednoduchd plocha, F' : P — R3. Plosny integral 2. druhu
funkce F' pres plochu P definujeme jako

/F-dS:/ (Fogp) - (dup x dyp) dudv
P M

kde (¢, M) je libovolnd parametrizace ve shodé s orientaci P.
Integrand se da zapsat také jako

det [F o @, 0, Oup] .

V tradi¢nim znaceni piseme F - dS = Fidydz + Fydzdx + Fsdxdy.

Definice. Mnozina P C R? se nazve zobecnéné plocha, jestlize
P=> PuT, (R)
j=1

kde P; jsou jednoduché plochy, spliujici P; ﬁP_j/ =0 proV j# 7, T je konecné sjednoceni
jednoduchych krivek.
Sjednoceni (R) se nazyva pripustny rozklad plochy P; nenf uréen jednoznacné.

Poznamky. Plat{ P; = P; U3, kde j3 je ,okraj“ plochy. Podminka P; N Py = () tedy ifk4,
ze P; je nejen disjunktni s Py, ale i s jejim okrajem.

Priklady. (D) Sféra Sy = {2+ y? + 2% = 1} je zobecnénd plocha; Sy = Py U P, UT, kde P

jsou polokoule — grafy f = +4/1 — 22 — y2, {2?+y? < 1}, T jerovnik {z = 0, 2% + 3 = 1}.
2) plast (hranice) krychle P = 9[0, 1]* je zobecnénd plocha, s pifpustnym rozkladem

6 12
P=JprulJn,
j=1 k=1

P; jsou stény, ~y,, hrany.

Definice. Zobecnénd plocha je orientovana, pokud je pevné zvolen pripustny rozklad, a
jeho elementy P; jsou orientované (tzv. orientovany rozklad.)

Definice. Necht P C R? je zobecnéna plocha, (R) je piipustny (orientovany) rozklad,
f: P — Rresp. F: P — R3 dané funkce. Potom definujeme

/Pde:i:/P‘de, /PF'dS:i:/P.F'dS.

Definice. Pro F : Q C R?® — R? definujeme divergenci

oF, N OF, N OF;
Ox oy 0z

divF =
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Véta 20.1.* [Gaussova pro R?]. Necht © C R? je ,;rozumnd” oblast, F : Q — R3 je C*
dokonce na jistém okoli 2 = QU 9. Necht 99 je zobecnéné plocha. Potom

/ div F dxdydz = F -ndsS,
Q o9
kde n je normala k 0%, sméfujici ven z 2 (vnéjsi normala.)

Véta 20.2. [Vztah integralu 1. a 2. druhu.] Necht P C R3? je jednoduchd, orientovand

plocha, F' : P — R?. Potom
/F-dS:/(F-n)dS,
P P

kde n je norméla k P, volena ve shodé s orientaci.

Poznamky. Leva strana je integrdl 2. druhu, prava strana je integral 1. druhu ze skalarni
funkce f = F -n. Srovnej Vétu 19.5. Gaussovu vétu lze tedy preformulovat:

/diVFd:Udydz :/ F .-ds
Q 80

pricemz OS2 je orientovana ven z ).

Vzorecky. (D) Pro «, 8 € R? plati
ax 2:dt<°"“ O“ﬂ>.
I Bl o B B-B

@) Necht a, B,7,6 e R* a A = ( Z 2 ) splnuji [a; B] = [v;6] A (kde |a; B] znaci matici

se sloupci a, B.) Potom a x 8 = (’y x §) det A.

Véta 20.3. Necht P C R? je jednoduché plocha, f: P — R, (¢, M) libovoln4 parametri-
zace. Potom

/Pde:/Mfocp\/gdudv,

B Oup - Outp Outp - Opp
9= det ( 8u<p ’ av(p anD ’ anD

je tzv. Grammuv determinant.

Piiklad. Vélcové souradnice © = pcosu, y = psinu, z = v, (u,v) € (—m,m) x R (pozor:
p > 0 je konstanta). Pak je /g = p.

* Lemma 20.1. [O reparametrizaci plochy.] Necht P C R? je jednoduch4 plocha, (¢, M),
(1, O) jeji parametrizace. Potom existuje difeomorfismus w : O — M takovy, ze ¢ = pow.

4Diikaz pro oblast pod grafem C! funkce.
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Navic: Jw > 0 (resp. Jw < 0) vSude v O, praveé kdyz ¢, ¥ vyjadiuji stejnou (resp. opac¢nou)
orientaci.

Disledky. Teény prostor nezavisi na zvolené parametrizaci. Normalovy vektor (az na
znaménko) tézZ ne.

Véta 20.4. Integral 1. druhu nezavisi na parametrizaci. Integral 2. druhu také ne — az na
znaménko v ptripadé neshody parametrizace s orientaci.

Definice. P C R? se nazve plocha s okrajem, pokud existuje parametrizace (@, M) s témito
vlastnostmi:

(i) ¢ je prostd, C* a h(Vep) = 2 dokonce na néjaké mnoziné striktné vétsi nez M

(ii) OM je jednoducha, uzaviend kiivka.

Mnozina I' = ¢(0M) se nazyvé okraj plochy.

Poznamka. Odsud nutné vyplyva, ze I' je téz jednoducha uzaviena krivka. Navic: je-li
(x, [a, b]) parametrizace M, je (¢ o X, [a, b]) parametrizace I

Definice. Necht P C R? je orientovana plocha s okrajem. Necht kiivka I' (= okraj P) je
orientovana. Rekneme, ze I obihd P v kladném smyslu, jestlize (ndzorné feceno): jdeme-li
po okraji ve sméru probihani I', hlavou ve sméru orientace P, mame plochu po levé ruce.

Definice. Pro F : Q C R?* — R? definujeme rotaci

OF, O, OF, OF, 0B OF,
8232 81'3’ 8273 61‘1 ’ 8$1 0:)32

rot F' = (

* Véta 20.5. [Stokesova v R3] Necht P C R? je plocha s okrajem T', necht T' obfhd P v
kladném smyslu. Necht F' € C'(0O), kde O je oteviend mnozina obsahujici P U T. Potom

/rotF'dS':/F-ds.
P r

Definice. Oblast 2 C R" se nazve jednoduse souvisla, jestlize kazdou uzavienou kiivku
~v C () 1ze stdhnout do bodu, aniz opustime (2.

Poznamka. Pro n = 2 to nazorné znamena: je-li v C () uzaviend kiivka, tak ,vnittek*
lezi cely v €.

Pro n = 3 to znaéf: je-li v C Q (zobecnénd) uzaviena kiivka, pak existuje (zobecnénd)
plocha P C 2 takova, ze v je okraj P.

Priklady. (Pro R3.) Ozna¢ B(0,r) = {(z,y,2); 2% +y* + 2% < r?}.

(D Kulova vrstva Q = B(0, R) \ B(0,r), kde R > r je jednoduse souvisla.

@) Koule bez vélce Q = B(0,R) \ {(z,y,2); 2* +y*> < r?}, kde R > r, neni jednoduse
souvisla.

Pozorovani. Necht ) C R? je oblast, F : Q@ — R3 je C!' a m4 v Q potencidl. Potom
rot F =0 v €.
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Véta 20.6. Necht Q C R? je jednoduse souvisla oblast, F':  — R3 je ', arot F =0 v
Q). Potom F' ma v €) potencial.

Poznamka. Srovnej Vétu 19.8 v minulé kapitole.
DODATKY.

Tvrzeni. Necht Q C R? je oteviend, h : Q — R spojitd, F : Q — R? je C'. Potom
nasledujici vyroky jsou ekvivalentni:

1. h(x) =div F(z), pro Va € Q
2. [, hdx = [, F-dS pro kazdou ,rozumnou* mnozinu V C

3. h(z) = lim, o4 mfaBr(x)F -dS pro Yz € Q, kde B,(z) je koule o stiedu z,
poloméru r a |B,.(z)| jeji objem

Lemma D.1. Necht Q C R3 je oteviend, f : Q — R spojité.
(i) Je-li fi, f(z)dx pro kazdou ,rozumnou“ V' C €, je uz nutné f(x) = 0 pro Vz € Q.

(ii) Pro kazdé = € € pevné je

f(z) = lim ——

m ——
r=0+ | B, (z)] Br(z)

fu)du,

kde B,(x) je koule o stiedu x, poloméru r a | B,.(x)| jeji objem.
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