
posledńı úprava 27. prosince 2023

16. Stejnoměrná konvergence.

Definice. Řekneme, že funkce fn(x) : I → R konverguj́ı v I bodově k funkci f(x), jestliže
pro ∀x ∈ I plat́ı

lim
n→∞

fn(x) = f(x) .

Znač́ıme fn(x)→ f(x) v I.

Př́ıklady. 1O fn(x) = (1 + x
n
)n. Potom fn(x)→ expx v R.

2O fn(x) = nx
1+n|x| . Potom fn(x)→ sgnx v R.

3O fn(x) = n2x exp(−nx)→ 0 v [0,∞).

Poznámka. Př́ıklady demonstruj́ı některé nedostatky bodové konvergence.
Pokud fn(x)→ f(x), a fn(x) jsou spojité, pak f(x) nemuśı být spojitá (př́ıklad 2).

Pokud fn(x)→ f(x) v [a, b], nemuśı být
∫ b
a
fn →

∫ b
a
f (př́ıklad 3 pro [a, b] = [0, 1]).

To nás motivuje k zavedeńı silněǰśıho pojmu konvergence funkćı.

Definice. Řekneme, že funkce fn(x) : I → R konverguj́ı v I stejnoměrně k funkci f(x),
jestliže

(∀ε > 0)(∃n0 ∈ N)(∀x ∈ I)(∀n ≥ n0)
[
|fn(x)− f(x)| < ε

]
. (1)

Znač́ıme fn(x) ⇒ f(x) v I.

Poznámka. fn(x)→ f(x) bodově v I, právě když

(∀ε > 0)(∀x ∈ I)(∃n0 ∈ N)(∀n ≥ n0)
[
|fn(x)− f(x)| < ε

]
. (2)

Rozd́ıl je v pořad́ı kvantifikace x a n0. Při bodové konvergenci nejprve fixuji x, pak voĺım
n0, tj. n0 může obecně záviset na x.
Při stejnoměrné konvergenci zvolené n0 nezáviśı na x ∈ I.

Věta 16.1. [Zachováńı spojitosti při stejn. konv.] Necht’ fn(x) jsou spojité v I, necht’

fn(x) ⇒ f(x) v I. Potom f(x) je spojitá v I.

Věta 16.2. [Záměna limity a integrálu při stejn. konv.] Necht’ fn(x) jsou spojité v ome-

zeném, uzavřeném intervalu [a, b], necht’ fn(x) ⇒ f(x) v [a, b]. Potom
∫ b
a
fn(x) dx →∫ b

a
f(x) dx pro n→∞.

Opakováńı. K = supx∈I g(x) znamená:

(i) g(x) ≤ K pro ∀x ∈ I

(ii) ∀K ′ < K ∃x ∈ I tak, že g(x) > K ′.

Souhrnně: K je nejmenš́ı horńı odhad funkce g(x) na I.

Lemma 16.1. Necht’ fn(x) jsou definovány v I. Potom je ekvivalentńı:
(1) fn(x) ⇒ f(x) v I
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(2) σn → 0 pro n→∞, kde σn := supx∈I |fn(x)− f(x)|
(3) pro libovolnou posloupnost {xn} ⊂ I plat́ı: fn(xn)− f(xn)→ 0 pro n→∞
Poznámka. Často už́ıvané d̊usledky:
1. Jestliže existuj́ı an (č́ısla nezávislá na x) taková, že an → 0 a plat́ı |fn(x) − f(x)| ≤ an
pro ∀x ∈ I, tak potom fn(x) ⇒ f(x) v I.
2. Jestliže existuj́ı xn ∈ I taková, že |fn(xn)− f(xn)| 6→ 0, pak fn(x) 6⇒ f(x) v I.

Př́ıklad. fn(x) = nx
1+n2x2

. Potom fn(x) → 0 v (0,∞); fn(x) 6⇒ 0 v (0,∞); pro ∀∆ > 0
pevné fn(x) ⇒ 0 v (∆,∞); pro žádné ∆ > 0 neńı fn(x) ⇒ 0 v (0,∆).

Definice. Řekneme, že funkce fn(x) konverguj́ı k f(x) lokálně stejnoměrně v I, jestliže

(∀x0 ∈ I)(∃δ > 0)
[
fn(x) ⇒ f(x) v I ∩ U(x0, δ)

]
.

Znač́ıme fn(x)
loc

⇒ f(x) v I.

Př́ıklad. fn(x) = nx
1+n2x2

. Potom fn(x) 6⇒ 0 v (0,∞), avšak fn(x)
loc

⇒ 0 v (0,∞).

Poznámky. Stejnoměrná konvergence se přenáš́ı na menš́ı množinu, tj. fn(x) ⇒ f(x) v I,
J ⊂ I =⇒ fn(x) ⇒ f(x) v J .
Dále: stejnoměrná konvergence =⇒ lokálně stejnoměrná konvergence =⇒ bodová kon-
vergence (žádnou implikaci nelze obrátit)

Poznámka. Připomeňme, že posloupnost {an} konverguje (tj. ∃a ∈ R tak, že an → a),
právě když plat́ı Bolzano-Cauchyho podmı́nka konvegence:(

∀ε > 0
)(
∃n0 ∈ N

)(
∀m,n ≥ n0

)[
|am − an| < ε

]
. (BC)

Definice. Řekneme, že funkce fn(x) splňuj́ı v I Bolzano-Cauchyho podmı́nku stejnoměrné
konvergence, jestliže(

∀ε > 0
)(
∃n0 ∈ N

)(
∀x ∈ I

)(
∀m,n ≥ n0

)[
|fm(x)− fn(x)| < ε

]
. (BC− st)

Věta 16.3. [B.C. podmı́nka stejnoměrné konvergence.] Necht’ fn(x) jsou definovány v I.
Potom je ekvivalentńı:
(1) existuje funkce f(x) taková, že fn(x) ⇒ f(x) v I
(2) fn(x) splňuj́ı v I Bolzano-Cauchyho podmı́nku stejnoměrné konvergence

Důsledek. C([a, b]) je úplný metrický prostor (vzhledem k %(f, g) = supx∈[a,b] |f(x) −
g(x)|).
Poznámka. Jsou-li fn(x) : (0,∞)→ R, pak obecně

lim
n→∞

(
lim
x→∞

fn(x)
)
6= lim

x→∞

(
lim
n→∞

fn(x)
)

;

např́ıklad pro fn(x) = arctg(x/n) máme lim
n→∞

(
lim
x→∞

fn(x)
)

= π/2, lim
x→∞

(
lim
n→∞

fn(x)
)

= 0.
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Věta 16.4. [Moore-Osgood.] Necht’ fn(x), f(x) jsou definovány v P(x0, δ) (x0, δ > 0
pevné.) Necht’

1. fn(x) ⇒ f(x) v P(x0, δ);
2. pro ∀n pevné existuje konečná limx→x0 fn(x), značme ji cn.

Potom
1. existuje konečná limn→∞ cn, značme ji c;
2. plat́ı limx→x0 f(x) = c.

Poznámka. Závěr 2 vlastně ř́ıká

lim
x→x0

(
lim
n→∞

fn(x)
)

= lim
n→∞

(
lim
x→x0

fn(x)

)
.

Může být x0 = ±∞, a plat́ı jednostranné verze (tj. pro x→ x0±, pracuji na P±(x0, δ).)

Poznámka. Daľśı nevýhodou bodové konvergence je, že obecně

fn(x)→ f(x) ; f ′n(x)→ f ′(x) ,

dokonce ani
fn(x) ⇒ f(x) ; f ′n(x)→ f ′(x) .

Př́ıklad. Polož fn(x) = sin(nx)/n; potom fn(x) ⇒ 0 v R, leč f ′n(x) = cos(nx) 6→ 0 pro
žádné x ∈ R.

Věta 16.5. [Derivace člen po členu.] Necht’ I je omezený, otevřený interval. Necht’ ∃f ′n(x)
vlastńı pro každé x ∈ I, ∀n, a necht’ existuj́ı funkce f(x), g(x) takové, že f ′n(x) ⇒ g(x) v
I, a fn(x0)→ f(x0) pro alespoň jedno x0 ∈ I.
Potom f ′(x) existuje a rovná se g(x) pro každé x ∈ I.

Poznámka. Věta ř́ıká, že za uvedených předpoklad̊u(
lim
n→∞

fn(x)
)′

= lim
n→∞

f ′n(x) .

Věta 16.5’. [Integrace člen po členu.] Necht’ I je omezený, otevřený interval. Necht’

un(x) ⇒ u(x) v I, necht’
∫
un(x) dx = Un(x) v I, a necht’ Un(x0) → U(x0) pro alespoň

jeden bod x0 ∈ I.
Potom

∫
u(x) dx = U(x) v I.

Poznámka. Závěr věty zapsaný jinak:∫
lim
n→∞

un(x) dx = lim
n→∞

∫
un(x) dx .

Definice. Necht’ fk(x) : I → C jsou dány. Označme

sn(x) =
n∑
k=1

fk(x) .
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Řekneme, že řada
∞∑
k=1

fk(x)

konverguje stejnoměrně v I, jestliže existuje funkce s(x) : I → C taková, že sn(x) ⇒ s(x)
v I.
Řekneme, že řada konverguje lokálně stejnoměrně v I, jestliže existuje s(x) taková, že

sn(x)
loc

⇒ s(x) v I.

Věta 16.6. [Nutná podmı́nka stejnoměrné konvergence řady.]
Necht’

∑∞
k=1 fk(x) konverguje stejnoměrně v I. Potom fn(x) ⇒ 0 v I.

Definice. Řekneme, že řada funkćı
∑∞

k=1 fk(x) splňuje v I Bolzano-Cauchyho podmı́nku
(BC-st-r) stejnoměrné konvergence, jestliže

(
∀ε > 0

)(
∃n0 ∈ N

)(
∀x ∈ I

)(
∀n ≥ n0

)(
∀p ∈ N

)[∣∣ n+p∑
k=n+1

fk(x)
∣∣ < ε

]
.

Věta 16.7. [B.C. podmı́nka stejnoměrné konvergence řady.] Necht’ fk(x) : I → C jsou
dány. Potom je ekvivalentńı:
(1)
∑∞

k=1 fk(x) konverguje stejnoměrně v I
(2)
∑∞

k=1 fk(x) splňuje v I (BC-st-r)

Definice. Řekneme, že řada
∑∞

k=1 fk(x) konverguje absolutně stejnoměrně v I, jestliže
řada

∑∞
k=1 |fk(x)| konverguje stejnoměrně v I.

Věta 16.8. [O absolutně stejnoměrné konvergenci.] Necht’ řada
∑∞

k=1 fk(x) konverguje
absolutně stejnoměrně v I. Potom konverguje stejnoměrně v I.

Věta 16.9. [Weierstrass.] Jsou dány fk(x) : I → C. Necht’ existuj́ı č́ısla ak (nezávislá na
x) taková, že
1. |fk(x)| ≤ ak pro ∀x ∈ I, ∀k ∈ N;
2.
∑∞

k=1 ak konverguje.
Potom

∑∞
k=1 fk(x) konverguje absolutně stejnoměrně v I.

Př́ıklad.
∑∞

k=1 sin
(
x
k2

)
konverguje lokálně absolutně stejnoměrně v R. Nekonverguje stej-

noměrně v R.

Poznámka. Užitečné odhady: | sin y| ≤ |y|, | arctg y| ≤ |y| pro ∀y ∈ R; 0 ≤ ln(1 + y) ≤ y
pro ∀y ≥ 0.

Věta 16.10. [Stejnoměrná verze Leibnizova kritéria.] Necht’ gk(x) ⇒ 0 v I, necht’ pro
∀x ∈ I pevné je posloupnost

{
gk(x)

}∞
k=1

monotónńı.

Potom
∑∞

k=1(−1)kgk(x) konverguje stejnoměrně v I.

Definice. Řekneme, že fn(x) jsou stejnoměrně omezené v I, jestliže(
∃M > 0

)(
∀x ∈ I

)(
∀n ∈ N

)[
|fn(x)| ≤M

]
.
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Řekneme, že řada
∑∞

k=1 fk(x) má v I stejnoměrně omezené částečné součty, jestliže

(
∃M > 0

)(
∀x ∈ I

)(
∀n ∈ N

)[∣∣ n∑
k=1

fk(x)
∣∣ ≤M

]
.

* Věta 16.11. [Stejnoměrná verze Dirichletova kritéria.] Necht’
∑∞

k=1 fk(x) má v I stej-
noměrně omezené částečné součty, necht’ gk(x) ⇒ 0 v I, a necht’ pro ∀x ∈ I pevné je
posloupnost

{
gk(x)

}∞
k=1

monotónńı.
Potom

∑∞
k=1 fk(x)gk(x) konverguje stejnoměrně v I.

Poznámka. Z Lemmatu 10.4 plyne pro ∀x 6= 2kπ∣∣∣∣∣
n∑
k=0

sin kx

∣∣∣∣∣ ≤ 1

| sin(x/2)|
,

∣∣∣∣∣
n∑
k=0

cos kx

∣∣∣∣∣ ≤ 1

| sin(x/2)|
.

Př́ıklad.
∑∞

k=1
sin kx
k

konverguje stejnoměrně v [δ, 2π − δ] pro δ > 0 pevné. Nekonverguje
stejnoměrně v [0, δ].

Poznámka. Necht’ existuje n0 (nezávislé na x) takové, že fk(x) = gk(x) pro ∀x ∈ I,
∀k ≥ n0. Potom

∑∞
k=1 fk(x) konverguje stejnoměrně v I, právě když

∑∞
k=1 gk(x) konverguje

stejnoměrně v I.

* Věta 16.12. [Stejnoměrná verze Abelova kritéria.] Necht’
∑∞

k=1 fk(x) konverguje stej-
noměrně v I. Necht’ gk(x) jsou stejnoměrně omezené v I, a necht’ pro ∀x ∈ I pevné je
posloupnost {gk(x)}∞k=1 monotónńı. Potom

∑∞
k=1 fk(x)gk(x) konverguje stejnoměrně v I.

Věta 16.13. [Zachováńı spojitosti při stejn. konv. řady.] Necht’ fk(x) ∈ C(I), necht’∑∞
k=1 fk(x) konverguje stejnoměrně v I. Označme s(x) jej́ı součet. Potom s(x) ∈ C(I).

Př́ıklad. Z dř́ıvěǰska v́ıme, že

∞∑
k=1

(−1)k−1x
k

k
= ln(1 + x) , ∀x ∈ (−1, 1) .

Podle Věty 16.12 řada vlevo konverguje stejnoměrně v [0, 1]; podle Věty 16.13 je jej́ı součet
s(x) spojitý v [0, 1], speciálně je spojitý v bodě 1 zleva.
Tedy

∞∑
k=1

(−1)k−1

k
= s(1) = lim

x→1−
s(x) = lim

x→1−
ln(1 + x) = ln 2 .

Třet́ı rovnost d́ıky tomu, že s(x) = ln(1 + x) na P−(1); čtvrtá ze spojitosti logaritmu.

Věta 16.14. [Záměny sumy a integrálu při stejn. konv.] Necht’ fk(x) ∈ C(I), kde I = [a, b]
je omezený, uzavřený interval. Necht’

∑∞
k=1 fk(x) konverguje stejnoměrně v I. Potom∫ b

a

∞∑
k=1

fk(x) dx =
∞∑
k=1

∫ b

a

fk(x) dx .
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Věta 16.15. [Záměna sumy a derivace při stejn. konv.] Necht’ fk(x) jsou diferencovatelné
v I (otevřený omezený interval). Necht’ pro nějaké x0 ∈ I pevné

∑∞
k=1 fk(x0) konverguje,

necht’
∑∞

k=1 f
′
k(x) konverguje stejnoměrně v I. Potom součet řady

∑∞
k=1 fk(x) je diferen-

covatelná funkce a plat́ı (
∞∑
k=1

fk(x)

)′
=
∞∑
k=1

f ′k(x) , ∀x ∈ I .

Poznámka. Výsledky kapitoly lze př́ımočaře zobecnit na situaci fn(x) : M → Y , kde
M ⊂ X a X, Y jsou metrické prostory. (V př́ıpadě řad muśı být Y vektorový prostor, ve
větách o B.C. podmı́nce muśı být Y úplný.)

Poznámka. Speciálńım př́ıpadem řady funkćı je mocninná řada

∞∑
k=0

akx
k. (MR)

Viz kapitola 11 minulého semestru. Je-li R poloměr konvergence, plat́ı:
Tvrzeńı 1. Řada (MR) konverguje absolutně stejnoměrně na U(0, r) pro každé r < R;
konverguje lokálně absolutně stejnoměrně na U(0, R).
Tvrzeńı 2. [Abelova věta] Necht’ řada (MR) konverguje pro nějaké x = z ∈ C, kde |z| = R.
Potom konverguje stejnoměrně na úsečce [0; z].

17. Lebesgueova ḿıra.

Značeńı. Je-li X libovolná množina; pak 2X znač potenčńı množinu neboli množinu všech
podmnožin X. Připomeňme dále: rozd́ıl množin A \ B = {x ∈ A : x /∈ B}, spočetné
sjednoceńı množin (index j prob́ıhá N):

⋃
j

Aj =
∞⋃
j=1

Aj = {x : ∃j x ∈ Aj},

spočetný pr̊unik množin:

⋂
j

Aj =
∞⋂
j=1

Aj = {x : ∀j x ∈ Aj}.

De Morganovy vzorce:

B \
⋃
j

Aj =
⋂
j

(B \ Aj), B \
⋂
j

Aj =
⋃
j

(B \ Aj).

Definice. Necht’ X je libovolná množina. Řekneme, že S ⊂ 2X je σ-algebra, pokud

1. ∅, X ∈ S
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2. A ∈ S =⇒ X \ A ∈ S

3. jsou-li Aj ∈ S , j ∈ N, je
⋃
j Aj ∈ S

Poznámka. Z vlastnost́ı σ-algebry dále plyne:

� jsou-li A, B ∈ S , je také A \B ∈ S

� jsou-li Aj ∈ S , j ∈ N, je
⋂
j Aj ∈ S

Souhrně řečeno je σ-algebra systém množin, který je uzavřený na spočetné (=sigma) opa-
kováńı množinových operaćı.

Př́ıklady. S = {∅, X} a S = 2X jsou σ-algebry.

Definice. Necht’ X je libovolná množina, S ⊂ 2X . Funkce µ : S → [0,+∞] se nazve mı́ra
na X, jestliže

1. S je σ-algebra;

2. µ∅ = 0

3. jsou-li Aj ∈ S , j ∈ N disjunktńı, je

µ

(⋃
j

Aj

)
=
∞∑
j=1

µAj.

Trojice (X,S , µ) se nazývá prostor s mı́rou, prvky S se nazývaj́ı měřitelné nebo µ-
měřitelné množiny. Třet́ı vlastnost mı́ry se nazývá σ-aditivita.

Př́ıklady. 1O Poč́ıtaćı mı́ra p: X je libovolná množina, S = 2X ; pA = počet prvk̊u A,
je-li A konečná, a pA =∞, je-li A nekonečná.
2O Diracova mı́ra δa v bodě a: X je libovolná množina, a ∈ X pevně zvolený bod, S = 2X .
δa(A) = 1 pokud a ∈ A a δa(A) = 0 pokud a /∈ A.
3O Lebesgueova mı́ra v Rn - zobecněńı pojmu objem. Korektńı zavedeńı Lebesgueovy mı́ry

je hlavńım úkolem této kapitoly. Nelze S = 2Rn
, tj. existuj́ı Lebesgueovsky neměřitelné

množiny, u nichž by pokus o přǐrazeńı objemu vedl ke sporu, viz následuj́ıćı –

Banach-Tarského paradox. Necht’ F , G jsou libovolné (!) otevřené množiny v Rn, kde
n ≥ 3. Potom existuje N ∈ N a množiny Fj, j = 1, . . . , N (vzájemně disjunktńı) a množiny
Gj, j = 1, . . . , N (též vzájemně disjunktńı) takové, že

F =
N⋃
j=1

Fj , G =
N⋃
j=1

Gj .

Nav́ıc, Gj vznikne z Fj posunut́ım a otočeńım.

Věta 17.1. [Základńı vlastnosti mı́ry.] Necht’ (X,S , µ) je prostor s mı́rou. Potom
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1. A, B ∈ S , A ⊂ B =⇒ µA ≤ µB;

2. jsou-li Aj ∈ S libovolné, pak µ
(⋃

j Aj

)
≤
∑

j=1 µAj, tzv. σ-subaditivita mı́ry.

3. jsou-li Aj ∈ S , Aj ⊂ Aj+1 pro j ∈ N, pak µ(
⋃
j Aj) = limj→∞ µAj;

4. jsou-li Bj ∈ S , Bj ⊃ Bj+1 pro j ∈ N, nav́ıc µB1 <∞, pak µ(
⋂
j Bj) = limj→∞ µBj.

Poznámky. Předpoklad µB1 < ∞ v bodě 3 je podstatný: µ poč́ıtaćı mı́ra na N, Bj =
{n ∈ N : n ≥ j}. Pak µBj = +∞ 6→ µ(

⋂
j Bj) = µ(∅) = 0.

Trik zdisjunktněńı. Pro libovolné množiny Aj, j ∈ N definujeme

Ãj := Aj \
⋃
i<j

Ai.

Potom Ãj jsou vzájemně disjunktńı; přitom⋃
j≤n

Aj =
⋃
j≤n

Ãj,
⋃
j∈N

Aj =
⋃
j∈N

Ãj.

Jsou-li Aj měřitelné, jsou také Ãj měřitelné.

Definice. Intervalem v R rozumı́me některou z množin

I = (a, b), [a, b], (a, b], [a, b).

Definujeme délku intervalu `1(I) = b− a. Připoušt́ıme prázdné, jednobodové i neomezené
intervaly. Intervalem v Rn rozumı́me ,,kvádr“

Q = I1 × · · · × In =
{
x ∈ Rn; xj ∈ Ij

}
,

kde Ij jsou intervaly v R. Objemem intervalu Q ⊂ Rn rozumı́me

`n(Q) = `1(I1)`1(I2) . . . `1(In);

pro účely této definice klademe 0 · ∞ = 0.
Pokud je z kontextu jasné, že Q ⊂ Rn, ṕı̌seme `(Q) mı́sto `n(Q).

Poznámky. Mezi intervaly speciálně patř́ı: prázdná množina, bod, př́ımka, rovina a v̊ubec
,,útvary nižš́ı dimenze“ (jejichž objem je nula). Dále otevřený poloprostor{

x ∈ Rn; xj > c
}

= R× . . . (c,+∞) · · · × R;

a uzavřený poloprostor{
x ∈ Rn; xj ≥ c

}
= R× . . . [c,+∞) · · · × R.
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Otevřeným (resp. uzavřeným) intervalem mı́ńıme Q = I1×· · ·× In, jsou-li všechny Ij ⊂ R
otevřené (resp. uzavřené).
Otevřený (resp. uzavřený) interval lze napsat jako pr̊unik konečně mnoha otevřených (resp.
uzavřených) poloprostor̊u. Otevřený (uzavřený) interval je otevřená (uzavřená) podmožina
v Rn vzhledem k obvyklé metrice.

Definice. [Vněǰśı Lebesgueova mı́ra v Rn.] Pro libovolnou M ⊂ Rn definujeme

λ∗n(M) = inf
{ ∞∑
j=1

`n(Qj); Qj ⊂ Rn jsou intervaly, M ⊂
⋃
j∈N

Qj

}
.

Č́ıslo λ∗n(M) se nazývá vněǰśı Lebesgueova mı́ra množiny M ⊂ Rn. Nehroźı-li nedoro-
zuměńı, ṕı̌seme opět λ∗ mı́sto λ∗n.

Poznámky. Snadno nahlédneme, že plat́ı:

� 0 ≤ λ∗(M) ≤ +∞

� λ∗(∅) = λ∗({a}) = 0

� A ⊂ B =⇒ λ∗(A) ≤ λ∗(B)

� λ∗ je translačně invariantńı, tj. λ∗(M) = λ∗(a+M) pro každé a ∈ Rn, kde

a+M :=
{
a+m; m ∈M

}
.

� těžš́ı je dokázat, že λ∗ se neměńı ani otočeńım množiny (je rotačně invariantńı)

Věta 17.2. Necht’ Mj ⊂ Rn, j ∈ N, jsou libovolné množiny. Potom

λ∗
(⋃

j

Mj

)
≤
∑
j

λ∗(Mj).

Jinými slovy, vněǰśı mı́ra je σ-subaditivńı.

Lemma 17.1. [O konečném podpokryt́ı.] Necht’ (X, ρ) je metrický prostor, K ⊂ X kom-
paktńı, necht’ K ⊂

⋃∞
j=1Aj, kde Aj ⊂ X jsou otevřené. Potom existuje n ∈ N tak, že

K ⊂
⋃n
j=1Aj.

* Lemma 17.2. Necht’ Q, Qj ⊂ Rn jsou intervaly takové, že Q ⊂
⋃
j Qj. Pak `(Q) ≤∑

j `(Qj).

Důsledek. Pro každý interval Q ⊂ Rn je λ∗(Q) = `(Q).

Definice. Množina A ⊂ Rn se nazve měřitelná podle Carathéodoryho, jestliže

λ∗(T ) = λ∗(T ∩ A) + λ∗(T \ A)

plat́ı pro libovolnou ,,testovaćı” množinu T ⊂ Rn.
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Věta 17.3. [Carathéodory.] Označme

Mn =
{
M ⊂ Rn; M je měřitelná dle Carathéodoryho

}
.

Potom Mn je σ-algebra a λ∗n : Mn → [0,+∞] je mı́ra.

Terminologie. Mn nazýváme Lebesgueovsky měřitelné podmnožiny Rn; Lebesgueovu
mı́ru množiny M ⊂ Rn definujeme takto:

λn(M) :=

{
λ∗n(M), pokud M ∈Mn,

neńı definováno pro M /∈Mn.

Ṕı̌seme obvykle M , λ, tj. symbol n se vynechává, je-li z kontextu jasné, v jakém Rn se
pohybujeme.

Lemma 17.3. Každý interval Q ⊂ Rn je měřitelný a λ(Q) = `(Q).

Věta 17.4. [Daľśı vlastnosti Lebesgueovy mı́ry.]

1. Otevřené a uzavřené množiny jsou měřitelné.

2. Lebesgueova mı́ra je translačně invariantńı.

3. * Lebesgueova mı́ra je rotačně invariantńı.

Poznámka. Z d̊ukazu předchoźı věty též vyplývá: je-li G ⊂ Rn neprázdná, otevřená
množina, pak λ(G) > 0.

Definice. Množina A ⊂ Rn se nazve množina (Lebesgueovy) mı́ry nula (též nulová
množina), jestliže A ∈Mn a λn(A) = 0.

Věta 17.5. [Vlastnosti Lebesgueovsky nulových množin.]

1. A je množina mı́ra nula, právě když λ∗(A) = 0.

2. A je množina mı́ra nula, B ⊂ A =⇒ B je množina mı́ra nula.

3. Aj jsou množiny mı́ry nula, j ∈ N =⇒
⋃
j Aj je množina mı́ry nula.

4. Každá spočetná množina má Lebesgueovu mı́ru nula.

Definice. Necht’ M ⊂ Rn je měřitelná. Řekneme, že výrok V (x) plat́ı skoro všude (zkratka
,,s.v.”) v M , jestliže existuje množina mı́ry nula N ⊂ M tak, že V (x) plat́ı pro každé
x ∈M \N .

Př́ıklady. 1O Skoro všechna reálná č́ısla jsou iracionálńı (N = Q).
2O Funkce ϕ : (x, y) 7→ |x| + |y| je diferencovatelná skoro všude v R2. Zde N = {(x, y) ∈
R2; x = 0 nebo y = 0}, což je sjednoceńı dvou př́ımek (intervaly nulového objemu).

18. Lebesgue̊uv integrál.

Ćıl kapitoly: definovat
∫
M
f dλ, kde M ⊂ Rn je měřitelná množina, f(x) : M → R je

funkce a λ = λn je Lebesgueova mı́ra v Rn.
Chceme, aby integrál fungoval pro co neǰsirš́ı tř́ıdu funkćı, a měl některé rozumné vlastnosti:
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�
∫
M

(f + g) =
∫
M
f +

∫
M
g (linearita)

� f ≤ g =⇒
∫
M
f ≤

∫
M
g (monotonie)

�
∫
M
c = cλ(M)

� rozumné věty o ,,záměně limity a integrálu”, tj. (za vhodných předpoklad̊u):

lim
j→∞

∫
M

fj =

∫
M

lim
j→∞

fj,
d

da

∫
M

f =

∫
M

∂f

∂a
, atd.

Nám dosud známé integrály (Riemann̊uv a Newton̊uv) funguj́ı jenom pro M rovná se reálný
interval; předevš́ım však integruj́ı př́ılǐs málo funkćı a nemaj́ı žádné (rozumně použitelné)
věty o záměně limity a integrálu.
Názorný význam integrálu je ,,objem pod grafem funkce”. Protože mı́ru (objem) už umı́me
měřit ve všech Rn, mohli bychom rovnou definovat:∫

M

fdλn = λn+1(Γ+)− λn+1(Γ−), (3)

má-li pravá strana smysl, kde

Γ+ =
{

(x, y) ∈ Rn+1; x ∈M, 0 < y < f(x)
}
,

Γ− =
{

(x, y) ∈ Rn+1; x ∈M, f(x) < y < 0
}
.

My podáme složitěǰśı (nicméně ekvivalentńı) definici – ze dvou d̊uvod̊u:

1. z definice (3) bychom těžko dokazovali např́ıklad linearitu

2. ńıže uvedená definice zahrne obecnou situaci integrováńı podle libovolné mı́ry (tj.
nejen Lebesgueovy)

Značeńı. Máme prostor s mı́rou (X,M , λ), tj. M je σ-algebra měřitelných podmnožin
X a λ je mı́ra. Dále bude a f : M → R, kde M ∈M . (Lebesgeueova mı́ra bude d̊uležitý
speciálńı př́ıpad.) Budeme také značit:

{f > c} = {x ∈M ; f(x) > c}, {f ∈ I} = {x ∈M ; f(x) ∈ I}, atd.

Definice. Funkce f : M → R∗ se nazve měřitelná, jestliže M je měřitelná množina a dále
pro každé c ∈ R je množina {f > c} měřitelná.

Lemma 18.1. [Ekvivalentńı definice měřitelnosti.] Necht’ M je měřitelná množina a f :
M → R∗. Potom je ekvivalentńı:

1. f je měřitelná;

2. pro ∀c ∈ R je množina {f ≥ c} měřitelná;
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3. pro ∀c ∈ R je množina {f < c} měřitelná;

4. pro ∀c ∈ R je množina {f ≤ c} měřitelná;

5. pro každý interval I ⊂ R∗ je množina {f ∈ I} měřitelná;

6. pro každou otevřenou G ⊂ R∗ je množina {f ∈ G} měřitelná.

Lemma 18.2 Necht’ M ⊂ Rn je měřitelná množina, f : M → R. Necht’ M = G ∪N , kde
G je otevřená v Rn, f je spojitá v G, a N je množina mı́ry nula. Potom f je měřitelná v
M .

Důsledek. Je-li f(x) : (a, b)→ R spojitá všude až na konečně bod̊u, je měřitelná v (a, b).

Lemma 18.3. Necht’ f : M → R je měřitelná; necht’ f(M) ⊂ G, kde G je otevřená (v R).
Necht’ φ : G→ R je spojitá. Potom φ ◦ f je měřitelná v M .

Poznámka. Obecně při skládáńı měřitelných funkćı nemuśı vyj́ıt měřitelná funkce; dokonce
ani složeńı měřitelná (vněǰśı) a spojitá (vnitřńı) nemuśı být měřitelné.

Věta 18.1.1 [Zachováńı měřitelnosti.] Necht’ f , g, fj : M → R∗ jsou měřitelné funkce.
Potom

1. αf , f + g, f − g, fg, f/g jsou měřitelné na množině S ⊂ M , kde má daná operace
smysl;

2. max{f, g}, min{f, g}, f+, f−, |f | jsou měřitelné v M ;

3. supj fj, infj fj jsou měřitelné v M ; funkce limj fj na množině, na ńıž je definována

Definice. Charakteristickou funkćı množiny A rozumı́me

χA(x) =

{
1, x ∈ A.
0, x /∈ A.

Funkce f : M → R se nazve jednoduchá v M , jestliže existuj́ı množiny Aj ⊂ M a č́ısla
cj ∈ R, j = 1, . . . , n tak, že

f(x) =
n∑
j=1

cjχAj
(x), x ∈M.

Jsou-li nav́ıc Aj měřitelné, hovoř́ıme o jednoduché měřitelné funkci.

Poznámky. 1O Jednoduchou funkci lze vyjádřit v́ıce zp̊usoby; vyjádřeńı je jednoznačné,
pokud požadujeme, aby Aj byly disjunktńı a č́ısla cj vzájemně r̊uzná, nenulová.
2O Pozorováńı: f je jednoduchá měřitelná v M ⇐⇒ f je měřitelná v M a f(M) je konečná

množina

1Důkaz pouze pro součet a supremum.
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Věta 18.2. Necht’ f je nezáporná, měřitelná funkce v M . Potom existuj́ı nezáporné, jed-
noduché měřitelné funkce fk takové, že fk(x) → f(x) a nav́ıc posloupnost {fk(x)}k je
neklesaj́ıćı pro každé x ∈M .

Značeńı. Výše uvedený zp̊usob konvergence znač́ıme stručně: 0 ≤ fk ↗ f v M .

Definice. [Abstraktńı Lebesgue̊uv integrál.] Necht’ f : M → R∗ je měřitelná funkce.

1. je-li f jednoduchá, tj. f =
∑n

j=1 cjχAj
, definujeme

∫
M
fdλ =

∑n
j=1 cjλ(Aj).

2. je-li f nezáporná, klademe∫
M

fdλ = sup
{∫

M

sdλ; s jednoduchá měřitelná v M , 0 ≤ s ≤ f
}
.

3. pro obecnou f definujeme (f+ = max{0, f}, f− = max{0,−f})∫
M

fdλ =

∫
M

f+dλ−
∫
M

f−dλ,

má-li pravá strana smysl (tj. neńı-li tvaru +∞−∞).

Poznámky. Ohledně korektnosti definice je třeba si rozmyslet: integrál jednoduché funkce
nezáviśı na jej́ım vyjádřeńı, a jsou-li s ≤ t jednoduché, pak

∫
M
sdλ ≤

∫
M
tdλ.

Terminologie a značeńı. Chceme-li zvýraznit proměnnou, ṕı̌seme
∫
M
f(x)dλ(x). Naopak

v př́ıpadě M ⊂ Rn a λ - Lebesgeueova mı́ra zpravidla vynecháváme symbol pro mı́ru, tj.
ṕı̌seme pouze

∫
M
f(x)dx.

Symbolem L∗(M) znač́ıme funkce, pro něž je integrál definován (může být nekonečný).
Symbolem L(M) znač́ıme funkce, pro něž je integrál definován a nav́ıc je konečný. V této
situaci ř́ıkáme, že integrál konverguje, neboli funkce je integrovatelná.

Věta 18.3. Necht’ f , g : M → R∗ se rovnaj́ı skoro všude v M . Potom f je měřitelná, právě
když g je měřitelná, a ∫

M

fdλ =

∫
M

gdλ,

– má-li jedna strana smysl, má ho i druhá a rovnaj́ı se.

Zobecněńı definice. Necht’ f je definována skoro všude v M . Tj. f(x) : M̃ → R∗, kde
M = M̃ ∪N , λ(N) = 0. Definujme f̃ : M → R takto:

f̃(x) :=

{
f(x), x ∈ M̃,

libovolně (např. 0), x ∈ N.

Funkce f se nazve měřitelná v M , je-li f̃ měřitelná v M ; a definujeme∫
M

fdλ =

∫
M

f̃dλ ,
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má-li výraz vpravo smysl. (Dı́ky předchoźı větě nezáviśı výsledek na dodefinováńı v množině
N .)

Př́ıklady. 1O f(x) = 1/x je měřitelná v R (N = {0}).
2O Je-li D(x) Dirichletova funkce, pak

∫
RDdλ1 = 0. Např́ıklad proto, že D = 0 skoro

všude.

Věta 18.4. [Leviho věta.] Necht’ fn, f jsou měřitelné v M , a necht’ 0 ≤ fn(x)↗ f(x) s.v.
v M . Potom limn→∞

∫
M
fn dλ =

∫
M
f dλ.

Věta 18.5. [Vlastnosti Lebesgeueova integrálu.] Necht’ f , g ∈ L∗(M). Potom:

1. (i)
∫
M
αf dλ = α

∫
M
f dλ;

(ii)
∫
M

(f + g) dλ =
∫
M
f dλ+

∫
M
g dλ, má-li pravá strana smysl;

2. (i) f ≤ g s.v. v M =⇒
∫
M
f dλ ≤

∫
M
g dλ;

(ii)
∣∣ ∫

M
f dλ

∣∣ ≤ ∫
M
|f | dλ;

3. je-li f nezáporná s.v. v M , pak:

(i)
∫
M
f dλ <∞ =⇒ f <∞ s.v. v M ;

(ii)
∫
M
f dλ = 0 ⇐⇒ f = 0 s.v. v M .

Poznámky. Vlastnosti množiny L(M) integrovatelných funkćı:
1O f , g ∈ L(M) =⇒ αf , f + g ∈ L(M) (vektorový prostor)
2O f ∈ L(M) ⇐⇒ f je měřitelná a

∫
M
|f | dλ <∞

3O f měřitelná, |f | ≤ g s.v. v M , kde g ∈ L(M) =⇒ f ∈ L(M)

Poznámky. Záměna limity a integrálu, neboli rovnost

lim
n→∞

∫
M

fn dλ =

∫
M

(
lim
n→∞

fn
)
dλ (∗)

obecně neplat́ı. Př́ıklad: fn(x)(x) = nχ(0,1/n)(x). Potom
∫
R fn = 1, přitom fn(x)→ 0 v R,

tedy vlevo je 1, vpravo 0. – Rovnost (*) plat́ı, pokud nav́ıc předpokládáme:
• fn(x) ⇒ f(x) v M , a λ(M) <∞ (viz Věta 16.2.) To jsou pro praktické účely př́ılǐs silné
předpoklady.
• 0 ≤ fn ↗ f skoro všude v M – to je Leviho věta.
• třet́ı př́ıpad je následuj́ıćı věta.

Věta 18.6. [Lebesgueova věta.] Necht’ funkce fn, f jsou měřitelné v M , fn(x)→ f(x) pro
skoro všechna x ∈ M . Necht’ existuje g ∈ L(M) tak, že |fn(x)| ≤ g(x) skoro všude v M .
Potom limn→∞

∫
M
fn dλ =

∫
M
f dλ.

Věta 18.7. [Leviho věta pro řady.] Necht’ fk jsou nezáporné, měřitelné v M . Potom∫
M

( ∞∑
k=1

fk
)
dλ =

∞∑
k=1

( ∫
M

fk dλ
)
.
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Př́ıklad. ∫ 1

0

dx

1− x
=

∫ 1

0

∞∑
k=0

xk dx =
∞∑
k=1

∫ 1

0

xk dx =
∞∑
k=1

1

k + 1
= +∞ .

Věta 18.8. [Lebesgueova věta pro řady.] Necht’ fk jsou měřitelné, necht’
∑∞

k=1 fk(x) kon-
verguje s.v. v M . Necht’ existuje g ∈ L(M) tak, že |

∑n
k=1 fk(x)| ≤ g(x) pro ∀n, s.v. x ∈M .

Potom ∫
M

( ∞∑
k=1

fk
)
dλ =

∞∑
k=1

( ∫
M

fk dλ
)
.

Př́ıklad. ∫ 1

0

dx

1 + x
=

∫ 1

0

∞∑
k=0

(−1)kxk dx =
∞∑
k=0

∫ 1

0

(−1)kxk dx =
∞∑
k=0

(−1)k

k + 1
.

Majorantou částečných součt̊u je – vzhledem k teleskopičnosti sumy – prvńı člen f0 = 1.

Poznámka. Na množinách konečné mı́ry mi jako integrovatelná majoranta může posloužit
konstantńı funkce. Źıskáváme t́ım variantu Lebesgueovy věty: necht’ fn(x) → f(x) s.v. v
M , necht’ |fn(x)| ≤ C pro s.v. x ∈M , a necht’ λ(M) <∞. Potom

∫
M
fn dλ→

∫
M
f dλ.

* Věta 18.9. [Závislost integrálu na množině integrace.] Necht’ f je měřitelná v M . Potom:

1. Jestliže M =
⋃N
j=1Mj, kde Mj jsou disjunktńı, měřitelné, pak

∫
M

f dλ =
N∑
j=1

∫
Mj

f dλ,

má-li pravá strana smysl.

2. Necht’ f ∈ L∗(M), necht’ M =
⋃
j∈NMj, kde Mj jsou disjunktńı, měřitelné. Potom∫

M

f dλ =
∞∑
j=1

∫
Mj

f dλ.

3. Necht’ f ∈ L∗(M), necht’ M =
⋃
j∈NMj, kde Mj měřitelné a Mj ⊂Mj+1. Potom∫

M

f dλ = lim
j→∞

∫
Mj

f dλ.

Poznámky. 1O V předchoźım d̊ukazu se použ́ıvá d̊uležitý vztah:∫
N

f dλ =

∫
M

f · χN dλ
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pro libovolnou měřitelnou N ⊂ M . Speciálńı d̊usledek: jestliže N ⊂ M a λ(M \ N) = 0,
pak

∫
N
f dλ =

∫
M
f dλ.

2O Předpoklad f ∈ L∗(M) v bodech 2, 3 předchoźı věty je podstatný - nestačilo by
předpokládat

”
má-li pravá strana smysl“.

Definice. [Lebesgue̊uv integrál v R.] Pro libovolná a < b ∈ R∗ a funkci f : (a, b) → R∗
klademe

(L )

∫ b

a

f(x) dx =

∫
(a,b)

f dλ1

má-li pravá strana smysl. Pro b < a dále klademe (L )
∫ b
a
f(x) dx = −(L )

∫ a
b

a také
(L )

∫ a
a
f(x) dx = 0. Samozřejmě se nab́ıźı otázka vztahu k Riemannovu resp. Newtonovu

integrálu.

Tvrzeńı 1. Necht’ f ∈ R([a, b]) Potom též f ∈ L(a, b) a plat́ı

(R)

∫ b

a

f(x) dx = (L )

∫ b

a

f(x) dx .

Tvrzeńı 2. Necht’ f : [a, b]→ R je omezená funkce. Potom f ∈ R([a, b]), právě když f je
spojitá skoro všude v [a, b], tj. λ1(N ) = 0, kde N je množina bod̊u nespojitosti f v [a, b].

Věta 18.10. [Výpočet Lebesgueova integrálu v R.] Necht’ f(x) : I → R je spojitá, kde
I = (a, b) ⊂ R je interval. Necht’ je splněn jeden z předpoklad̊u:
1. f(x) ≥ 0 v I

2.
∫ b
a
|f(x)| dx <∞

Potom

(L )

∫ b

a

f(x) dx = lim
x→b−

F (x)− lim
x→a+

F (x) ,

kde F (x) je primitivńı funkce k f(x).

Poznámky.
• věta jinými slovy tvrd́ı existenci a rovnost Lebesgueova a Newtonova integrálu (za daných
předpoklad̊u)
• předpoklad 1 nebo 2 je podstatný; lze naj́ıt (spojitou) funkci, jej́ıž Lebesgue̊uv integrál
neexistuje, avšak Newton̊uv integrál konverguje (tj. existuje a je konečný)
• předpoklad 2 se může ověřovat pomoćı bodu 1 (nebot’ |f | ≥ 0)

Problém. Integrály závislé na parametru – studujeme funkce tvaru

F (a) =

∫
M

f(a, x) dx .

Pozor: F neńı primitivńı funkce k f . Integruje se podle x ∈ M , zaj́ımá nás závislost na
parametru a ∈ I - zda je spojitá a zda plat́ı

∂

∂a

∫
M

f(a, x) dx =

∫
M

∂

∂a
f(a, x) dx .
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Př́ıklad.

F (a) =

∫ ∞
0

e−|a|x sin(ax) dx.

Př́ımý výpočet dá F (a) = 1/2a pro a 6= 0, F (0) = 0. Vid́ıme, že F (a) je nespojitá, třebaže
integrand záviśı na a spojitě.

Značeńı. Je-li f(a, x) funkce dvou proměnných, znač́ı f(a, ·) funkci druhé proměnné (tj.
x), která vznikne, pokud a fixujeme. Podobně f(·, x) je funkćı prvńı proměnné a při pevném
x.

Věta 18.11. [Spojitá závislost integrálu na parametru.] Necht’ f(a, x) : I ×M → R, kde
I ⊂ R je interval, M je měřitelná množina. Předpokládáme:
(i) pro ∀a ∈ I pevné je f(a, ·) měřitelná v M .
(ii) pro s.v. x ∈M pevná je f(·, x) spojitá v I.
(iii) existuje g ∈ L(M) tak, že |f(a, x)| ≤ g(x) pro s.v. x ∈M , pro každé a ∈ I.
Potom je funkce

F (a) =

∫
M

f(a, x) dx

konečná a spojitá v I.

Př́ıklady. 1O Funkce

F (a) =

∫ 100

0

a2x2

a4 + x4
dx

je spojitá v R.
2O Gamma funkce

Γ(s) =

∫ ∞
0

xs−1e−x dx

je spojitá v (0,∞).

Věta 18.12. [Derivace integrálu podle parametru.] Necht’ f(a, x) : I×M → R, kde I ⊂ R
je otevřený interval, M je měřitelná množina. Předpokládáme:
(i) pro ∀a ∈ I pevné je f(a, ·) měřitelná v M .
(ii) pro s.v. x ∈M pevná je f(·, x) diferencovatelná v I (tj. ∃ konečná ∂

∂a
f(a, x) pro ∀a ∈ I)

(iii) existuje g ∈ L(M) tak, že | ∂
∂a
f(a, x)| ≤ g(x) pro s.v. x ∈M , pro každé a ∈ I.

(iv) existuje a0 ∈ I tak, že f(a0, ·) ∈ L(M), (tj.
∫
M
|f(a0, x)| dx <∞.)

Potom funkce F (a) =
∫
M
f(a, x) dx je konečná a

F ′(a) =

∫
M

∂

∂a
f(a, x) dx

pro každé a ∈ I.

Př́ıklady. 1O F (a) =
∫∞

0
e−bx sin(ax)

x
dx, a ∈ R, b > 0 pevné. Potom

F ′(a) =

∫ ∞
0

e−bx cos(ax) dx =
b

a2 + b2
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odtud pak F (a) = arctg(a/b).
2O Pro gamma funkci plat́ı: Γ′(s) =

∫∞
0

(lnx)xs−1e−x dx,
Γ′′(s) =

∫∞
0

(lnx)2xs−1e−x dx > 0, – a tedy je ryze konvexńı.

Poznámka. Ještě ke značeńı: je-li f : M → R, kde M ⊂ Rn, tak Lebesgue̊uv integrál
znač́ıme

∫
M
f dλn, nebo

∫
M
f(x) dx, nebo

∫
M
f(x) dλn(x). Záviśı na tom, zda chceme

zd̊uraznit mı́ru, nebo proměnnou, nebo oboj́ı. Pokud chceme vyznačit jednotlivé složky
proměnné, ṕı̌seme

∫
M
f(x, y) dxdy, nebo

∫
M
f(x, y, z) dxdydz.

Význam symbolu je ale vždy tentýž. Někdy se také ṕı̌se
∫∫

,
∫∫∫

mı́sto
∫

, aby se zd̊uraznilo,
že jde o dvourozměrný (tř́ırozměrný) integrál.

Značeńı. Pro M ⊂ Rn+m znač́ıme proměnnou (x, y), x ∈ Rn, y ∈ Rm. Definujeme projekci
M do Rn

ΠnM = {x ∈ Rn; ∃y ∈ Rm, (x, y) ∈M}
a pro x ∈ Πn pevné definujeme řez množinou M vzhledem k y

Mx = {y ∈ Rm; (x, y) ∈M} .

Jestliže f = f(x, y), tak f(x, ·) znač́ı funkci proměnné y, které vznikne fixováńım x.

Věta 18.13. [Fubiniho věta.] (S použit́ım předchoźıho značeńı.) Necht’ M ⊂ Rn+m, necht’

f(x, y) ∈ L∗(M). Potom pro λn-skoro všechna x ∈ ΠnM je Mx ⊂ Rm měřitelná množina,
a f(x, ·) ∈ L∗(Mx).
Označ́ıme-li g(x) =

∫
Mx f(x, ·)dλm, je g ∈ L∗(Πn) a plat́ı∫

M

f dλn+m =

∫
ΠnM

g dλn

neboli (v názorněǰśım značeńı)∫
M

f(x, y) dxdy =

∫
ΠnM

(∫
Mx

f(x, y) dy

)
dx .

Př́ıklad. M = {(x, y) ∈ R2; x2 + y2 < 1}, f(x, y) = |x|. Potom Π1M = (−1, 1), Mx =
(−
√

1− x2,
√

1− x2), tedy∫
M

|x| dxdy =

∫ 1

−1

(∫ √1−x2

−
√

1−x2
|x| dy

)
dx =

4

3
.

Poznámky. Mechanické použit́ı Fubiniho věty v př́ıpadě, že f /∈ L∗(M), tj. p̊uvodńı
v́ıcenásobný integrál neexistuje, vede k nesmyslným výsledk̊um:
M = (0,∞)× (0,∞) ⊂ R2,

f(x, y) =


1, 0 < y < x+ 1

−1, y < x < y + 1

0 jinde
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Potom
∫
M
f(x, y) dxdy neexistuje (integrál kladné i záporné části je +∞), avšak∫ ∞

0

{∫ ∞
0

f(x, y) dy

}
dx = +

1

2
,

zat́ımco ∫ ∞
0

{∫ ∞
0

f(x, y) dx

}
dy = −1

2
.

• předpoklad f ∈ L∗(M) je určitě splněn, pokud f je měřitelná a bud’ f ≥ 0, nebo∫
M
|f |dλ <∞. (Druhý předpoklad můžeme ověřit pomoćı Fubiniho věty, nebot’ |f | ≥ 0).

• speciálně, výpočet objemu M ⊂ Rn+m pomoćı Fubiniho věty:

λn+m(M) =

∫
M

1 dλn+m =

∫
ΠnM

{∫
Mx

1 dλm

}
dλn =

∫
ΠnM

λm(Mx) dλn

Př́ıklad. Použit́ı Fubiniho věty k výpočtu p̊uvodně jednorozměrného integrálu:

I =

∫ 1

0

xb − xa

lnx
dx .

Integrovaná funkce je př́ırustek, tj. integrál derivace

xb − xa

lnx
dx =

[
xy

lnx

]y=b

y=a

=

∫ b

a

xy dy .

Dvoj́ım užit́ım Fubiniho věty na M = (0, 1)× (a, b), f = xy > 0 máme

I =

∫ 1

0

(∫ b

a

xy dy

)
dx =

∫
M

xy dxdy =

∫ b

a

(∫ 1

0

xy dx

)
dy = ln

b+ 1

a+ 1
.

Opakováńı. Věta o substituci pro Newton̊uv integrál:∫ b

a

f(x) dx =

∫ β

α

f(ϕ(y)) · |ϕ′(y)| dy

kde ϕ(y) : (α, β)→ (a, b) je vzájemně jednoznačná, a ϕ′(x) 6= 0.

Definice. Pro ϕ(y) : Rn → Rn definujeme Jakobián

Jϕ(y) = det∇ϕ(y) =

∣∣∣∣∣∣∣
∂ϕ1(y)
∂y1

. . . ∂ϕ1(y)
∂yn

...
...

∂ϕn(y)
∂y1

. . . ∂ϕn(y)
∂yn

∣∣∣∣∣∣∣
Definice. Necht’ Ω, M ⊂ Rn jsou otevřené množiny. Zobrazeńı ϕ(y) : Ω → M se nazve
difeomorfismus, jestliže:
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1. ϕ(y) je vzájemně jednoznačné,
2. ϕ(y) je C1 (tj. všechny parciálńı derivace řádu 1 jsou spojité),
3. Jϕ(y) 6= 0 pro ∀y ∈ Ω.

* Věta 18.14. [Věta o substituci.] Necht’ Ω, M ⊂ Rn jsou otevřené množiny, ϕ(y) : Ω→M
je difeomorfismus a f(x) : M → R ∪ {±∞} měřitelná funkce. Potom∫

M

f(x) dx =

∫
Ω

f(ϕ(y))|Jϕ(y)| dy ,

neboli ∫
M

f dλn =

∫
Ω

(f ◦ ϕ)|Jϕ| dλn ,

má-li jedna strana smysl.

Poznámka. Praktický význam věty o substituci pro v́ıcerozměrné integrály je v tom, že
źıskám př́ıjemněǰśı (z hlediska Fubiniho věty) tvar množiny, přes kterou integruji.

Př́ıklad. Plocha množiny M , ohraničené př́ımkami: x+ y = 1, x+ y = 2, y = 3x, y = 4x.
Substituce: u = x+y, v = y/x, neboli toto je zobrazeńı ϕ−1 : M → Ω, kde Ω = (1, 2)×(3, 4).
ϕ : Ω→M má tvar x = u/(1 + v), y = uv/(1 + v), jakobián Jϕ = u/(1 + v)2. Tedy

λ2(M) =

∫
M

1 dxdy =

∫
Ω

u

(1 + v)2
dudv =

∫ 2

1

(∫ 4

3

u

(1 + v)2
dv

)
du =

3

40
.

Polárńı souřadnice. Substituce x = r cosu, y = r sinu, tj. ϕ : (r, u) 7→ (x, y) je difeomor-
fismus z Ω = (0,∞)× (0, 2π) do R2 \N , kde N = {(x, y); x ≥ 0, y = 0}. (To, že obrazem
neńı celé R2, nevad́ı, nebot’ chyběj́ıćı množina N má dvourozměrnou mı́ru 0.) Jakobián je
r.

Sférické souřadnice. Substituce x = r cosu cos v, y = r sinu cos v, z = r sin v. Zobrazeńı
ϕ : 〈r, u, v〉 7→ 〈x, y, z〉 je difeomorfismus z Ω = (0,∞)× (0, 2π)× (−π/2, π/2) do R3 \N ,
kde N je polorovina y = 0, x ≥ 0, tj. opět množina mı́ry nula. Jakobián je r2 cos v.
Názorně: u...zeměpisná délka, v...zeměpisná śı̌rka (póly lež́ı na ose z.)

19. Křivkový integrál.

Značeńı. Tučným fontem znač́ıme vektory ϕϕϕ = (ϕ1, . . . , ϕn), 000 = (0, . . . , 0). Norma vek-
toru ‖xxx‖ =

√
x2

1 + · · ·+ x2
n, skalárńı součin xxx · yyy = x1y1 + · · ·+ xnyn.

Definice. Množina γ ⊂ Rn se nazve jednoduchá křivka, jestliže existuje ϕϕϕ(t) : [a, b]→ Rn

takové, že
γ = ϕϕϕ([a, b]) =

{
ϕϕϕ(t); t ∈ [a, b]

}
,

s těmito vlastnostmi:
(i) ϕϕϕ(t) je spojité a prosté v [a, b]
(ii) ϕϕϕ′(t) je spojité v (a, b) a ϕϕϕ′(t) 6= 000 pro ∀t ∈ (a, b)

Množina γ ⊂ Rn se nazývá jednoduchá uzavřená křivka, jestliže mı́sto (i) požadujeme
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(i’) ϕϕϕ je spojité v [a, b], prosté v [a, b) a ϕϕϕ(a) = ϕϕϕ(b).

Terminologie: Dvojice (ϕϕϕ, [a, b]) se nazývá parametrizace křivky. Alternativńı terminologie
(kterou my nepouž́ıváme) nazývá dvojici (ϕϕϕ, [a, b]) křivkou, a γ je ,,geometrický obraz
křivky”. V př́ıpadě neuzavřené křivky se ϕϕϕ(a), ϕϕϕ(b) nazývaj́ı krajńı body.
Př́ıklady. 1O γ = {(x2 + y2)3/2 = 2xy, x ≥ 0, y ≥ 0}, polárńı parametrizace ϕϕϕ(t) =
(sin(2t) cos(t), sin(2t) sin(t)), t ∈ [0, π/2].
2O. Graf C1 funkce f(x) : [a, b]→ R je křivka v R2, parametrizaceϕϕϕ(t) = (t, f(t)), t ∈ [a, b].

Definice. Množina γ ⊂ Rn se nazývá zobecněná křivka, jestliže existuj́ı jednoduché křivky
γj, j = 1, . . . ,m tak, že
(i) γ =

⋃m
j=1 γj,

(ii) po vynecháńı krajńıch bod̊u jsou γj vzájemně disjunktńı.

Terminologie: {γi}mj=1 nazýváme př́ıpustný rozklad křivky γ (neńı určen jednoznačně.)

Definice. [Integrál 1. druhu] Necht’ γ ⊂ Rn je křivka a f(x) : γ → R daná funkce. Integrál
prvńıho druhu funkce f přes křivku γ znač́ıme

∫
γ
f ds a je definován takto:

1. Je-li γ jednoduchá křivka, pak∫
γ

f ds =

∫ b

a

f(ϕϕϕ(t))‖ϕϕϕ′(t)‖ dt ,

kde (ϕϕϕ, [a, b]) je libovolná parametrizace γ.
2. Je-li γ zobecněná křivka, potom∫

γ

f ds =
m∑
j=1

∫
γj

f ds ,

kde {γi}mj=1 je libovolný př́ıpustný rozklad γ.
3. Konečně, délku (zobecněné) křivky γ definujeme a znač́ıme jako

`(γ) =

∫
γ

1 ds .

Lemma 19.1. [O reparametrizaci.] Necht’ γ je jednoduchá (neuzavřená) křivka. Necht’

(ϕϕϕ, [a, b]), (ψψψ, [c, d]) jsou dvě r̊uzné jej́ı parametrizace.
Potom existuje vzájemně jednoznačná funkce ω(τ) : [c, d]→ [a, b]; přičemž ω(τ) je spojitá
v [c, d], ω′(τ) je konečná a nenulová v (c, d) a

ϕϕϕ(ω(τ)) = ψψψ(τ) ∀τ ∈ [c, d] .

Opakováńı. [Věta o substituci v R.] Necht’ ω(τ) : (c, d)→ (a, b) je vzájemně jednoznačná
funkce, přičemž ω′(τ) je konečná a nenulová v (c, d). Potom∫ b

a

g(t) dt =

∫ d

c

g(ω(τ))|ω′(τ)| dτ .
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Věta 19.1.2 Integrál prvńıho druhu nezáviśı na parametrizaci, ani zvoleném rozkladu
křivky.

Definice. [Orientace křivky.] Jednoduchá křivka je orientovaná, je-li určen směr prob́ıháńı.
(U neuzavřené křivky to znamená určit počátečńı a koncový bod (p.b., k.b.)
Zobecněnou křivku orientujeme tak, že zvoĺıme nějaký př́ıpustný rozklad, a orientujeme
jeho jednotlivé elementy (tzv. orientovaný rozklad.)

Poznámky.
• parametrizace přirozeně vyjadřuje orientaci: směr prob́ıháńı ϕϕϕ(t) pro t rostoućı. Ř́ıkáme,
že parametrizace je/neńı ve shodě s orientaćı křivky.
• jednoduchá křivka připoušt́ı jen dvě r̊uzné orientace. U zobecněné křivky je jich v́ıce -
př́ıpustný rozklad s m prvky umožňuje 2m r̊uzných orientaćı.

Př́ıklad. Necht’ γ = {x2 + y2 = 1, y ≥ 0}, orientovaná proti směru hodinových ručiček.
Dvě r̊uzné parametrizace: ϕϕϕ(t) = (t,

√
1− t2), t ∈ [−1, 1] a ψψψ(τ) = (cos τ, sin τ), τ ∈ [0, π].

Druhá je ve shodě s orientaćı křivky. (Pozn. k Lemmatu 19.1: ω(τ) = cos τ .)

Dodatek k L.19.1 ω′(τ) > 0 (resp. ω′(τ) < 0) pro každé τ ∈ (c, d), právě když ϕϕϕ, ψψψ
určuj́ı stejnou (resp. opačnou) orientaci.

Definice. [Integrál 2. druhu.] Necht’ γ ⊂ Rn je orientovaná křivka, FFF (xxx) : γ → Rn daná
(vektorová) funkce. Integrál 2. druhu funkce FFF po křivce γ znač́ıme

∫
γ
FFF ·dsdsds a je definován

takto:
1. Je-li γ jednoduchá, pak ∫

γ

FFF · dsdsds =

∫ b

a

f(ϕϕϕ(t)) ·ϕϕϕ′(t) dt ,

kde (ϕϕϕ, [a, b]) je libovolná parametrizace γ, která je ve shodě s orientaćı.
2. Je-li γ zobecněná křivka, potom∫

γ

FFF · dsdsds =
m∑
j=1

∫
γj

FFF · dsdsds ,

kde {γi}mj=1 je př́ıslušný orientovaný rozklad γ.
Varianta značeńı: FFF · dsdsds = F1dx+ F2dy(+F3dz).

Věta 19.2. Integrál 2. druhu nezáviśı na parametrizaci, je-li ve shodě s orientaćı. Neńı-li,
vyjde s opačným znaménkem.

Definice. Řekneme, že (orientovaná zobecněná) křivka γ spojuje body xxx0, xxx1 (,, jde od xxx0

do xxx1”), jestliže γ je určena orientovaným rozkladem {γi}mj=1, kde

(i) p.b. γ1 = xxx0

(ii) k.b. γj = p.b. γj+1, j = 1, . . . ,m− 1

2Důkaz pro jednoduchou křivku.
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(iii) k.b. γm = xxx1

Speciálńı př́ıpad: γ jednoduchá, orientovaná, p.b. γ = xxx0, k.b. γ = xxx1.
Pokud xxx0 = xxx1 (tento př́ıpad nevylučujeme), jde o (zobecněnou) uzavřenou křivku.
Jestliže (zobecněné) orientované křivky γ, respektive ψ spojuj́ı body xxx0 a xxx1 respektive xxx1

a xxx2, definujeme χ = γ ⊕ ψ jako zobecněnou orientovanou křivku, vzniklou
”
formálńım

zřetězeńım“ γ a ψ. Zřejmě χ spojuje body xxx0 a xxx2.
Konečně, je-li γ (zobecněná), orientovaná křivka, spojuj́ıćı body xxx0 a xxx1, definujeme χ = 	γ
jako tutéž křivku, ale s opačnou orientaćı (tj. spojuj́ıćı xxx1 a xxx0).

Věta 19.3. [Základńı vlastnosti křivkového integrálu.] Necht’ γ je (zobecněná, orientovaná)
křivka, necht’ f , g resp. FFF , GGG jsou skalárńı (resp. vektorové) funkce na γ. Necht’ ψ je
(zobecněná, orientovaná) křivka t.ž. k.b.γ = p.b.ψ, necht’ f a FFF jsou definovány též na ψ.
Potom pro integrál prvńıho druhu plat́ı:

P1.
∫
γ
(f + g) ds =

∫
γ
f ds+

∫
γ
g ds,

∫
γ
αf ds = α

∫
γ
f ds.

P2.
∫
γ⊕ψ f ds =

∫
γ
f ds+

∫
ψ
f ds.

P3.
∣∣∣ ∫γ f ds∣∣∣ ≤M1`(γ), kde M1 = sup{|f(xxx)|; xxx ∈ γ}.

Pro integrál druhého druhu plat́ı:

D1.
∫
γ
(FFF +GGG) · dsdsds =

∫
γ
FFF · dsdsds+

∫
γ
GGG · dsdsds,

∫
γ
αFFF · dsdsds = α

∫
γ
FFF · dsdsds.

D2.
∫
γ⊕ψFFF · dsdsds =

∫
γ
FFF · dsdsds+

∫
ψ
FFF · dsdsds.

D3.
∣∣∣ ∫γ FFF · dsdsds∣∣∣ ≤M2`(γ), kde M2 = sup{‖FFF (xxx)‖; xxx ∈ γ}.

Definice. Množina M ⊂ Rn se nazve křivkově souvislá, jestliže pro libovolné xxx0, xxx1 ∈ M
existuje křivka γ spojuj́ıćı xxx0, xxx1 taková, že γ ⊂M .
Otevřená, křivkově souvislá množina se nazývá oblast.

Př́ıklady. 1O konvexńı množina je křivkově souvislá
2O R2 s vynechanou polopř́ımkou je nekonvexńı, křivkově souvislá množina
3O R2 s vynechanou př́ımkou neńı křivkově souvislá

Definice. Necht’ Ω ⊂ Rn je otevřená množina, FFF (xxx) : Ω → Rn vektorová funkce. Funkce
U(xxx) : Ω→ R se nazve potenciál FFF v Ω, jestliže U ∈ C1(Ω), a ∇U = FFF v Ω, tj. ∂

∂xi
U(xxx) =

Fi(xxx) pro ∀xxx ∈ Ω, i = 1, . . . , n.

Lemma 19.2. [O integrálu potenciálńıho pole.] Necht’ Ω ⊂ Rn je oblast, FFF (xxx) : Ω → Rn

daná vektorová funkce. Necht’ U(xxx) je potenciál FFF (xxx) v Ω.
Potom pro libovolnou křivku γ ⊂ Ω, jdoućı od xxx0 do xxx1, plat́ı∫

γ

FFF · dsdsds = U(xxx1)− U(xxx0) .
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Definice. Necht’ Ω ⊂ Rn je oblast, FFF (xxx) : Ω → Rn daná vektorová funkce. Řekneme, že
integrál z FFF nezáviśı v Ω na cestě, jestliže pro libovolné body xxx0, xxx1 v Ω a pro libovolné
křivky γ, ψ jdoućı od xxx0 do xxx1 plat́ı:∫

γ

FFF · dsdsds =

∫
ψ

FFF · dsdsds .

Pozorováńı. Integrál z FFF nezáviśı v Ω na cestě, právě když
∫
ω
FFF · dsdsds = 0 pro každou

(zobecněnou), zavřenou křivku ω v Ω.

Věta 19.4. [O existenci potenciálu.] Necht’ Ω ⊂ Rn je oblast, FFF (xxx) : Ω → Rn spojitá
vektorová funkce. Potom je ekvivalentńı:

(1) FFF má v Ω potenciál

(2) integrál z FFF nezáviśı v Ω na cestě

Definice. Tečný vektor křivky γ ⊂ Rn v bodě xxx definujeme

TTT (xxx) :=
ϕϕϕ′(t)

‖ϕϕϕ′(t)‖
,

kde (ϕϕϕ(t), [a, b]) je libovolná parametrizace γ, a t ∈ [a, b] je zvoleno tak, že xxx = ϕϕϕ(t).

Poznámka. TTT (xxx) nezáviśı (až na znaménko) na zvolené parametrizaci. Neńı definován v
krajńıch bodech (spojovaćıch bodech zobecněné křivky).
Ekvivalentně můžeme psát

TTT (ϕϕϕ(t)) = ± ϕϕϕ′(t)

‖ϕϕϕ′(t)‖
,

znaménko + plat́ı, pokud ϕϕϕ je ve shodě s orientaćı γ, a TTT chceme též ve směru orientace.

Věta 19.5. [Vztah integrál̊u 1. a 2. druhu.] Necht’ γ ⊂ Rn je orientovaná křivka, FFF (xxx) :
γ → Rn. Potom ∫

γ

FFF · dsdsds =

∫
γ

(
FFF · TTT

)
ds ,

kde TTT je tečný vektor ke γ, volený ve shodě s orientaćı.

Poznámka. Levá strana je integrál 2. druhu; pravá strana integrál 1. druhu (ze skalárńı
funkce f(xxx) = FFF (xxx) · TTT (xxx).)

Poznámka. [Význam křivkových integrál̊u.]
1O
∫
γ

1 ds má význam délky křivky.

2O je-liFFF pole (gravitačńı, elektrické), vyjadřujeFFF ·TTT śılu, kterou překonává částice (jednot-
kové hmotnosti, náboje) pohybem po křivce, tedy

∫
γ
FFF ·dsdsds je (až na znaménko a patřičnou

konstantu) práce, kterou pohybem po křivce vykonáme
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3O Lemma 19.2 lze zapsat jako∫
γ

∇U · dsdsds = U(k.b. γ)− U(p.b. γ) ;

jde o variantu tvrzeńı “integrál derivace je př́ırustek funkce”.

Poznámky.
• Je-li Ω ⊂ Rn otevřená, znač́ı Ω uzávěr a plat́ı Ω = Ω ∪ ∂Ω, kde ∂Ω je hranice.
• zdánlivě samozřejmý vzoreček∫ b

a

g′(t) dt = g(b)− g(a) ,

nemuśı platit, předpokládáme-li pouze g spojitá v [a, b], g′ je konečná a spojitá v (a, b).
Integrál vlevo totiž dle úmluvy chápeme vždy jako Lebesgue̊uv, a g′ nemuśı být za výše
uvedených předpoklad̊u Lebesgueovsky integrovatelná.
Vzoreček plat́ı, pokud g′ je nejen spojitá v (a, b), ale má nav́ıc spojité rozš́ı̌reńı do krajńıch
bod̊u. To motivuje následuj́ıćı definici.

Definice. Je-li Ω ⊂ Rn otevřená, ř́ıkáme, že f je C1 v Ω, jestliže ∂f
∂xj

existuj́ı a jsou spojité

v Ω, a nav́ıc maj́ı spojité rozš́ı̌reńı do Ω.

Poznámka. Ve zbytku kapitoly se omeźıme na situaci v R2. Některá zobecněńı do vyšš́ıch
dimenźı uvedeme v př́ıst́ı kapitole; nejsou př́ımočará.

Definice. Je-li γ křivka v R2, normálovým vektorem nnn(xxx) v bodě xxx ∈ γ rozumı́me jednot-
kový vektor, kolmý na tečný vektor TTT (xxx). (Neńı definován tam, kde neńı definován TTT ; je
určen až na znaménko.)

Poznámka. Je-li (α, β) vektor v R2, pak (−β, α) vznikne otočeńım o π/2 proti směru
hodinových ručiček, zat́ımco (β,−α) vznikne otočeńım o π/2 ve směru hodinových ručiček.
Konvence:

”
v kladném smyslu“ znamená

”
proti směru hodinových ručiček“.

Definice. Divergence resp. rotace pole FFF : R2 → R2 se definuje jako

divFFF =
∂F1

∂x
+
∂F2

∂y
, rotFFF =

∂F2

∂x
− ∂F1

∂y
.

Věta 19.6.3 [Gaussova v R2.] Necht’ Ω ⊂ R2 je ,,rozumná” oblast, FFF : Ω → R2 je C1

dokonce na jistém okoĺı Ω = Ω ∪ ∂Ω. Necht’ ∂Ω je zobecněná křivka. Potom∫
Ω

divFFF dxdy =

∫
∂Ω

FFF · nnn ds ,

kde nnn je normála k ∂Ω, směřuj́ıćı ven z Ω (vněǰśı normála.)

3Důkaz pro oblast pod grafem C1 funkce.
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Věta 19.7. [Greenova.] Necht’ Ω ⊂ R2 je ,,rozumná” oblast, GGG : Ω→ R2 je C1. Necht’ ∂Ω
je zobecněná křivka, orientovaná tak, že ob́ıhá kolem Ω v kladném smyslu. Potom∫

Ω

rotGGGdxdy =

∫
∂Ω

GGG · dsdsds .

Poznámky. Operátor rotace úzce souviśı s otázkou existence potenciálu v R2.
Necht’ Ω ⊂ R2 je oblast, FFF : Ω→ R2 je C1, a FFF má v Ω potenciál. Potom rotFFF = 0 v Ω.
Máme i obrácené tvrzeńı, tj. podmı́nka rotFFF = 0 (v praxi lehce ověřitelná) implikuje
existenci potenciálu. Neobejde se však bez dodatečné podmı́nky na Ω.

Definice. Řekneme, že oblast Ω ⊂ R2 je jednoduše souvislá, má-li následuj́ıćı vlastnost:
je-li γ ⊂ Ω uzavřená (zobecněná) křivka, tak množiny, které γ ohraničuje, lež́ı též v Ω.
Ekvivalentně: γ lze spojitě stáhnout do bodu, aniž opust́ıme Ω.

Př́ıklady. 1O B = {x2 + y2 < 1} je jednoduše souvislá.
2O Ω = R2 \B je souvislá, ale ne jednoduše.
3O konvexńı množina je vždy jednoduše souvislá; R2 s vynechanou polopř́ımkou je nekon-

vexńı, jednoduše souvislá množina.

Věta 19.8. Necht’ Ω ⊂ R2 je jednoduše souvislá oblast, FFF : Ω → R2 je C1, a rotFFF = 0 v
Ω. Potom FFF má v Ω potenciál.

Poznámka. Předpoklad jednoduché souvislosti nelze vynechat:

FFF = ( −y
x2+y2

, x
x2+y2

)

je C1 v Ω = R2 \ {000}, splňuje zde rotFFF = 0, přesto nemá v Ω potenciál. Sporem - necht’

FFF = ∇U , potom d́ıky Lemmatu 19.2. je integrál z FFF po každé uzavřené křivce roven nule.
Ovšem snadno spoč́ıtáme, že integrál po kružnici ob́ıhaj́ıćı počátek je nenulový.
Na každé jednoduše souvislé podmnožině Ω̂ ⊂ Ω potenciál ovšem existuje; např. pro Ω̂ =
{x > 0} máme U = arctg(y/x).

20. Plošný integrál.

Definice. Množina P ⊂ R3 se nazve jednoduchá plocha, pokud P = ϕϕϕ(M), kde M ⊂ R2

je omezená oblast, a zobrazeńı ϕϕϕ splňuje:
(i) ϕϕϕ je C1, prosté v M
(ii) h(∇ϕϕϕ) = 2 všude v M
(iii) ϕϕϕ−1 : P →M je spojité
Dvojice (ϕϕϕ,M) se nazývá parametrizace plochy P .

Komentář. h(∇ϕϕϕ) znač́ı hodnost matice ∇ϕϕϕ, tj. bod (ii) =⇒ plocha nedegeneruje (má
dimenzi 2). Bod (iii) vylučuje situaci, kdy kraj se dotýká vnitřku plochy.

Př́ıklady. 1O Graf C1 funkce f : M ⊂ R2 → R je plocha, ϕϕϕ = (u, v, f(u, v)), (u, v) ∈M .
2O Sférické souřadnice x = cosu cos v, y = sinu cos v, z = sin v, kde (u, v) ∈ M =

(0, 2π)× (−π/2, π/2) parametrizuj́ı jednotkovou sféru s výjimkou jednoho
”
poledńıku“
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Definice. [Vněǰśı součin v R3.] Pro uuu = (u1, u2, u3), vvv = (v1, v2, v3) vektory v R3 definuji
u× v jako vektor (u2v3 − u3v2, u3v1 − u1v3, u1v2 − u2v1).
Vlastnosti:
• (uuu+www)× vvv = uuu× vvv +www × vvv, (auuu)× vvv = uuu× (avvv) = a(uuu× vvv) (bilinearita)
• uuu× vvv = −(vvv × uuu) (antisymetrie)
Geometrický význam:
• uuu, vvv jsou lineárně závislé, právě když uuu× vvv = 0
• jsou-li uuu,vvv lineárně nezávislé, je www = uuu × vvv (jednoznačně určený) vektor s těmito vlast-
nostmi:
(1) www je kolmý na rovinu, určenou vektory uuu, vvv
(2) délka www je rovna ploše rovnoběžńıku, určeného vektory uuu, vvv
(3) vektory uuu, vvv a www (v tomto pořad́ı) tvoř́ı kladně orientovanou bázi, tj. determinant
matice se sloupci uuu, vvv, www je kladný.
• pro ∀uuu, vvv, www ∈ R3 plat́ı: www · (uuu× vvv) = det[www,uuu,vvv], kde [www,uuu,vvv] je matice se sloupci www, uuu,
vvv (v tomto pořad́ı.)

Definice. Necht’ P ⊂ R3 je jednoduchá plocha, f : P → R. Plošný integrál 1. druhu funkce
f přes plochu P definujeme jako∫

P

f dS =

∫
M

(
f ◦ϕϕϕ

)
‖∂uϕϕϕ× ∂vϕϕϕ‖ dudv ,

kde (ϕϕϕ,M) je libovolná parametrizace P .

Poznámka. Geometrický význam:
∫
P

1 dS je obsah (dvourozměrná mı́ra) plochy.

Definice. Necht’ P ⊂ R3 je jednoduchá plocha, xxx ∈ P , a (ϕϕϕ,M) je libovolná parametrizace
P . Definujeme tečný prostor (podrobněji: tečný prostor plochy P v bodě xxx)

Txxx = Lin
{
∂uϕϕϕ(ϕϕϕ−1(xxx)), ∂vϕϕϕ(ϕϕϕ−1(xxx))

}
,

a normálu (podrobněji: normálový vektor plochy v bodě xxx)

nnn(xxx) = ±
(

∂uϕϕϕ× ∂vϕϕϕ
‖∂uϕϕϕ× ∂vϕϕϕ‖

)
(ϕϕϕ−1(xxx))

Zjevně ‖nnn‖ = 1, nnn(x) ⊥ Tx.

Definice. Orientovat jednoduchou plochu znač́ı určit preferovanou stranu, neboli rozlǐsit

”
rub“ a

”
ĺıc“.

Poznámky. Parametrizace vyjadřuje orientaci – strana plochy, na kterou ukazuje vektor
∂uϕϕϕ× ∂vϕϕϕ. Parametrizace je/neńı ve shodě s orientaćı plochy.
Normála je určena až na znaménko. Pokud voĺıme normálu ve shodě s orientaćı, a para-
metrizace ϕϕϕ je také ve shodě s orientaćı, plat́ı

nnn ◦ϕϕϕ =
∂uϕϕϕ× ∂vϕϕϕ
‖∂uϕϕϕ× ∂vϕϕϕ‖

, neboli ∂uϕϕϕ× ∂vϕϕϕ = nnn ◦ϕϕϕ · ‖∂uϕϕϕ× ∂vϕϕϕ‖
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Definice. Necht’ P ⊂ R3 je jednoduchá plocha, FFF : P → R3. Plošný integrál 2. druhu
funkce FFF přes plochu P definujeme jako∫

P

FFF · dSdSdS =

∫
M

(
FFF ◦ϕϕϕ

)
·
(
∂uϕϕϕ× ∂vϕϕϕ

)
dudv ,

kde (ϕϕϕ,M) je libovolná parametrizace ve shodě s orientaćı P .
Integrand se dá zapsat také jako

det
[
FFF ◦ϕϕϕ, ∂uϕϕϕ, ∂vϕϕϕ

]
.

V tradičńım značeńı ṕı̌seme FFF · dSdSdS = F1dydz + F2dzdx+ F3dxdy.

Definice. Množina P ⊂ R3 se nazve zobecněná plocha, jestliže

P =
m∑
j=1

Pj ∪ Γ , (R)

kde Pj jsou jednoduché plochy, splňuj́ıćı Pj ∩Pj′ = ∅ pro ∀ j 6= j′, Γ je konečné sjednoceńı
jednoduchých křivek.
Sjednoceńı (R) se nazývá př́ıpustný rozklad plochy P ; neńı určen jednoznačně.

Poznámky. Plat́ı Pj = Pj ∪ β, kde β je
”
okraj“ plochy. Podmı́nka Pj ∩ Pj′ = ∅ tedy ř́ıká,

že Pj je nejen disjunktńı s Pj′ , ale i s jej́ım okrajem.

Př́ıklady. 1O Sféra S2 = {x2 + y2 + z2 = 1} je zobecněná plocha; S2 = P1 ∪P2 ∪Γ, kde Pi
jsou polokoule – grafy f = ±

√
1− x2 − y2, {x2 +y2 < 1}, Γ je rovńık {z = 0, x2 +y2 = 1}.

2O plášt’ (hranice) krychle P = ∂[0, 1]3 je zobecněná plocha, s př́ıpustným rozkladem

P =
6⋃
j=1

Pj ∪
12⋃
k=1

γk ,

Pj jsou stěny, γk hrany.

Definice. Zobecněná plocha je orientovaná, pokud je pevně zvolen př́ıpustný rozklad, a
jeho elementy Pj jsou orientované (tzv. orientovaný rozklad.)

Definice. Necht’ P ⊂ R3 je zobecněná plocha, (R) je př́ıpustný (orientovaný) rozklad,
f : P → R resp. FFF : P → R3 dané funkce. Potom definujeme∫

P

f dS =
m∑
j=1

∫
Pj

f dS ,

∫
P

FFF · dSdSdS =
m∑
j=1

∫
Pj

FFF · dSdSdS .

Definice. Pro FFF : Ω ⊂ R3 → R3 definujeme divergenci

divFFF =
∂F1

∂x
+
∂F2

∂y
+
∂F3

∂z
.
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Věta 20.1.4 [Gaussova pro R3]. Necht’ Ω ⊂ R3 je ,,rozumná” oblast, FFF : Ω → R3 je C1

dokonce na jistém okoĺı Ω = Ω ∪ ∂Ω. Necht’ ∂Ω je zobecněná plocha. Potom∫
Ω

divFFF dxdydz =

∫
∂Ω

FFF · nnn dS ,

kde nnn je normála k ∂Ω, směřuj́ıćı ven z Ω (vněǰśı normála.)

Věta 20.2. [Vztah integrálu 1. a 2. druhu.] Necht’ P ⊂ R3 je jednoduchá, orientovaná
plocha, FFF : P → R3. Potom ∫

P

FFF · dSdSdS =

∫
P

(FFF · nnn) dS ,

kde nnn je normála k P , volená ve shodě s orientaćı.

Poznámky. Levá strana je integrál 2. druhu, pravá strana je integrál 1. druhu ze skalárńı
funkce f = FFF · nnn. Srovnej Větu 19.5. Gaussovu větu lze tedy přeformulovat:∫

Ω

divFFF dxdydz =

∫
∂Ω

FFF · dSdSdS

přičemž ∂Ω je orientována ven z Ω.

Vzorečky. 1O Pro α, β ∈ R3 plat́ı

‖ααα× βββ‖2 = det

(
ααα ·ααα ααα · βββ
ααα · βββ βββ · βββ

)
.

2O Necht’ ααα, βββ, γγγ, δδδ ∈ R3 a A =

(
a b
c d

)
splňuj́ı [ααα;βββ] = [γγγ;δδδ]A (kde [ααα;βββ] znač́ı matici

se sloupci ααα, βββ.) Potom ααα× βββ =
(
γγγ × δδδ) detA.

Věta 20.3. Necht’ P ⊂ R3 je jednoduchá plocha, f : P → R, (ϕϕϕ,M) libovolná parametri-
zace. Potom ∫

P

f dS =

∫
M

f ◦ϕϕϕ√g dudv ,

kde

g = det

(
∂uϕϕϕ · ∂uϕϕϕ ∂uϕϕϕ · ∂vϕϕϕ
∂uϕϕϕ · ∂vϕϕϕ ∂vϕϕϕ · ∂vϕϕϕ

)
je tzv. Grammův determinant.

Př́ıklad. Válcové souřadnice x = ρ cosu, y = ρ sinu, z = v, (u, v) ∈ (−π, π) × R (pozor:
ρ > 0 je konstanta). Pak je

√
g = ρ.

* Lemma 20.1. [O reparametrizaci plochy.] Necht’ P ⊂ R3 je jednoduchá plocha, (ϕϕϕ,M),
(ψψψ,O) jej́ı parametrizace. Potom existuje difeomorfismus ω : O →M takový, že ψψψ = ϕϕϕ◦ω.

4Důkaz pro oblast pod grafem C1 funkce.
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Nav́ıc: Jω > 0 (resp. Jω < 0) všude v O, právě když ϕϕϕ, ψψψ vyjadřuj́ı stejnou (resp. opačnou)
orientaci.

Důsledky. Tečný prostor nezáviśı na zvolené parametrizaci. Normálový vektor (až na
znaménko) též ne.

Věta 20.4. Integrál 1. druhu nezáviśı na parametrizaci. Integrál 2. druhu také ne – až na
znaménko v př́ıpadě neshody parametrizace s orientaćı.

Definice. P ⊂ R3 se nazve plocha s okrajem, pokud existuje parametrizace (ϕϕϕ,M) s těmito
vlastnostmi:
(i) ϕϕϕ je prostá, C1 a h(∇ϕϕϕ) = 2 dokonce na nějaké množině striktně větš́ı než M
(ii) ∂M je jednoduchá, uzavřená křivka.
Množina Γ = ϕϕϕ(∂M) se nazývá okraj plochy.

Poznámka. Odsud nutně vyplývá, že Γ je též jednoduchá uzavřená křivka. Nav́ıc: je-li
(χ, [a, b]) parametrizace ∂M , je (ϕϕϕ ◦ χ, [a, b]) parametrizace Γ.

Definice. Necht’ P ⊂ R3 je orientovaná plocha s okrajem. Necht’ křivka Γ (= okraj P ) je
orientovaná. Řekneme, že Γ ob́ıhá P v kladném smyslu, jestliže (názorně řečeno): jdeme-li
po okraji ve směru prob́ıháńı Γ, hlavou ve směru orientace P , máme plochu po levé ruce.

Definice. Pro FFF : Ω ⊂ R3 → R3 definujeme rotaci

rotFFF =
(∂F3

∂x2

− ∂F2

∂x3

,
∂F1

∂x3

− ∂F3

∂x1

,
∂F2

∂x1

− ∂F1

∂x2

)
* Věta 20.5. [Stokesova v R3.] Necht’ P ⊂ R3 je plocha s okrajem Γ, necht’ Γ ob́ıhá P v
kladném smyslu. Necht’ FFF ∈ C1(O), kde O je otevřená množina obsahuj́ıćı P ∪ Γ. Potom∫

P

rotFFF · dSdSdS =

∫
Γ

FFF · dsdsds .

Definice. Oblast Ω ⊂ Rn se nazve jednoduše souvislá, jestliže každou uzavřenou křivku
γ ⊂ Ω lze stáhnout do bodu, aniž opust́ıme Ω.
Poznámka. Pro n = 2 to názorně znamená: je-li γ ⊂ Ω uzavřená křivka, tak

”
vnitřek“ γ

lež́ı celý v Ω.
Pro n = 3 to znač́ı: je-li γ ⊂ Ω (zobecněná) uzavřená křivka, pak existuje (zobecněná)
plocha P ⊂ Ω taková, že γ je okraj P .

Př́ıklady. (Pro R3.) Označ B(0, r) = {(x, y, z); x2 + y2 + z2 < r2}.
1O Kulová vrstva Ω = B(0, R) \B(0, r), kde R > r je jednoduše souvislá.
2O Koule bez válce Ω = B(0, R) \ {(x, y, z); x2 + y2 < r2}, kde R > r, neńı jednoduše

souvislá.

Pozorováńı. Necht’ Ω ⊂ R3 je oblast, FFF : Ω → R3 je C1 a má v Ω potenciál. Potom
rotFFF = 000 v Ω.
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Věta 20.6. Necht’ Ω ⊂ R3 je jednoduše souvislá oblast, FFF : Ω → R3 je C1, a rotFFF = 000 v
Ω. Potom FFF má v Ω potenciál.

Poznámka. Srovnej Větu 19.8 v minulé kapitole.

Dodatky.

Tvrzeńı. Necht’ Ω ⊂ R3 je otevřená, h : Ω → R spojitá, FFF : Ω → R3 je C1. Potom
následuj́ıćı výroky jsou ekvivalentńı:

1. h(x) = divFFF (x), pro ∀x ∈ Ω

2.
∫
V
h dx =

∫
∂V
FFF · dSdSdS pro každou

”
rozumnou“ množinu V ⊂ Ω

3. h(x) = limr→0+
1

|Br(x)|

∫
∂Br(x)

FFF · dSdSdS pro ∀x ∈ Ω, kde Br(x) je koule o středu x,

poloměru r a |Br(x)| jej́ı objem

Lemma D.1. Necht’ Ω ⊂ R3 je otevřená, f : Ω→ R spojitá.

(i) Je-li
∫
V
f(x) dx pro každou

”
rozumnou“ V ⊂ Ω, je už nutně f(x) = 0 pro ∀x ∈ Ω.

(ii) Pro každé x ∈ Ω pevné je

f(x) = lim
r→0+

1

|Br(x)|

∫
Br(x)

f(u) du ,

kde Br(x) je koule o středu x, poloměru r a |Br(x)| jej́ı objem.
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