KONSTRUKCE INERCIALNI VARIETY OPTIMALNI DIMENZE.

Poznamka. Zjednoduseno dle ¢lanku A.V. Romanov: ”Sharp estimates of the dimension of

inertial manifolds ...”, Russian Acad. Sci. Izv. Math., vol. 43 (1994), no. 1.
Studujeme rovnici
d
%u—i—Au—i—F(u) =0 (1)

Operator A ma posloupnost vlastnich vektortu uy a vlastnich éisel \x, pficemz predpokladdme,
ze Ak je nerostouci s limitou A\, — oo pro k — oo a vektory uy tvoii bazi Hilbertova prostoru
H°. Od nelinearity F(-) pozadujeme globdlni lipschitzovskost

1 (w) = F()ll gro < Ll = ]| o (2)

Za uvedenych predpokladii Ize dokazat, ze pro kazdé ug € HO existuje jediné u(t) : [0, 00) —
HY (klasické) fesenf rovnice s pocatecni podminkou u(0) = ug. Pifslusné tesici operatory S(t) :
H° — H° definujeme jako obvykle vztahem S(t) : ug + u(t). Budeme také piedpokladat
F(0) =0, tj. u = 0 je Feseni.

Chceme dokéazat existenci inercidlni variety, coz je koneéné-dimenzionalni lipschitzovskd va-
rieta v HY, kter4 je (1iplné) invariantni, a pfitom obsahuje vlastné véechna feseni (1) modulo
exponencialné mala porucha pro t — oo.

V nasledujicim jsou Py respektive Qi projekce na podprostor generovany uq, . .., uj respektive
kg1, Uks2, - - - tj. Pr je k-dimenzionalni. Normu v H? znaéfme pro jednoduchost ||-||.

Definice. Mnozinu M C H nazveme inercidlni varietou tiidy (k,&,7), jestlize M = graf o,
kde o : P, — Q. je &-lipschitzovska funkce, a plati

e pro Yug € M existuje u(t) : R — M feSeni (1) splaujici u(0) = ug
e pro kazdé ug € H existuje tig € M takové, ze
luo — tio| < coll@ruo — o(Pruo)l| 3)
a prislusnd feseni u(t), u(t) spliuji

lu(t) — @)l < eilluo — Golle™™, V=1 (4)

Véta 4.1. Necht k € N a h € (0,1) spliuji
Mer1 — A\ > (14+w(h))L, MNgy1 > L (SGC)
kde w(h) = (h?+h~2)/2. Potom existuje inercidln{ varieta ve t¥idé (k, h,v), kde v = A1 — L.

Poznamky. Klicovd podminka (SGC) (“spectral gap condition” neboli ,,podminka diry ve
spektru®) pozaduje, aby mezera mezi A\, a Ap+1 byla dost velkd (vzhledem k lipschitzovské
konstanté nelinearity L). Protoze funkce w(h) mé minimum w(1) = 1, lze ji vyhovét, pravée
kdyz Ap+1 — A\ > 2L. Lze také ukéazat, ze konstanta dva je zde nejlepsi mozna.

Definice. Definujme pro dané k € N a & > 0 vyraz Ve(u) = ||y|* — & z||?, kde u = Pyu +
Qru = x + y. Déle definujeme ,,kladny a zdporny kuzel

VgL = {u € H Vg(u) >0} (5)
e = {ue H% Ve(u) <0} (6)



Rekneme, ze (1) spliuje podminku (€,v)-kuzelu, jestlize pro libovolna dvé fesenf w(t), a(t)
plati
Ve(u(t) — a(t)) < Ve(uo —do)e™™", Vt>0 (€r-K)

Poznamka. 7 naSeho hlediska je Vg ,,dobra mnozina“, protoze y (a tedy celd norma) je
kontrolovdna kone¢né-dimenzionalni slozkou z. Podminka (£v-K) implikuje klicovou vlast-
nost: Vg je dopiredné invariantni, ekvivalentné Vgr je zpétné invariantni pro rozdily feSeni.
Podrobnéji: jsou-li u(t) a u(t) feseni a plati u(t) — u(t) € V, pro néjaké to, pak totéz plat i
pro véechna t > ty. Naopak, je-li u(t) —u(t) € V; pro né&jaké t1, pak totéz plati i pro vSechna
t < t1. Poznamenejme, ze diky mozné volbé u = 0 dostavame analogickou invarianci i pro
jednotlivé feseni u(t).

Ve zbyvajicim textu jiz v podstaté probiha dikaz Véty 4.1, tj. konstrukce inercidlni variety
M. Predpokladdme tedy, ze k € N a h € (0,1), pro néz plati klicovd podminka (SGC), jsou
fixovana, a budeme psét jednoduse P a Q misto Py a Q. Oznacime X = PH? (rovna se R¥)
a'Y = QH". Opakované budeme pracovat s rozkladem v = Pu + Qu = = + y.

Lemma 4.1. [Romanov, Lemma 4.] Necht plati (SGC). Potom plati (£7-K) pro kazdé & €
[ha hil] a7y e [70771]7 kde Yo = )\k +w(h)L7 mn = )‘k+1 — L.
Diikaz. Ukazeme, zZe pro libovolnd feseni u(t), u(t) a konstanty &, v v uvedenych mezich plati

AP Ve(ult) (1))} <0 ™)

odsud zfejmé plyne (£7-K). Oznacme u(t) = Pu(t) = Qu(t) = z(t) + y(t), analogicky
rozlozime w(t) = Z(t) + y(t). Nejprve si vypocitdme %Hx(t) —z()|? a %Hy(t) — g%

Odecteme rovnice pro u a @ a na vysledek aplikujeme operator P, ktery lze zaménit s %

1 A a tudiz méme
d

2 (@) = () = —A(2(t) - 2(t) = P[F(u(t) - F(a(1))]

Skaldrné nasobime s 2(x(t) — Z(t)) a pocitdme (pro jednoduchost jiz bez argumentu t)
= (Al — 1), = 7) — (P[F(u) - F(a)],z - 7)
> ~Xillw = &|° = ([F(v) - F(@)],2 - 7) (8)

Uzili jsme spektralni odhad (Az,x) < A\x||z||?> pro # € X a ve druhém ¢lenu samoadjungo-
vanost P. Zcela analogicky pomoci odhadu (Ay,y) > Agy1]|y]|? dostaneme

d _ _ _ _
ey =917 < =Aeqally = 9l* = ([F(u) = F(@)],y - 7) (9)
Nyn{ uz mtizeme vyéislit levou stranu (7), kterou ihned nasobime (kladnym) faktorem e~27¢:

2V — @) + Vel — ) = 2y(lly = 3112 — €1l — 17) + Sy — 17 — €l — 3]
dt dt dt
<20y = Mpgr)lly — @l + 262 (O = )llz — 2P — 27 (10)
kde

J = ([F(u) = F@)],(y - §) - &(z — 7)) (11)



Diky (2) je
[1F(u) = F(@)|| < Lllu =l = Lli(y = 9) + (z = 7)]|

a tedy, diky Cauchy-Schwartzové nerovnosti,
|T| < Lll(y = 9) + (@ = D)y — §) — (@ - 7)|

Ziejmé plati odhad |J| < ceL, my se vsak jesté trochu zdrzime uréenim optimalni hodnoty
konstanty c¢. Diky ortogonalité x a y plyne z Pythagorovy véty

TP < L*(a+b)(a +€')
kde a = ||y — g||?, b = ||z — &||?; nyni pouzijeme elementérni nerovnost!

1+c

(a+b)1/2(a+cb)1/2§a+< )b Va,b,c > 0.

Odsud je

715 Ll =gl + 2 (155 o —a?
a tedy odhad (10) lze pokracovat
< 2(y = A1 + L)y = g% + 262 (A — v + Lw(€)) = — 2| (12)
Diky podmince v < v1 = Ag+1—L je nekladny prvni ¢len. Diky podmince v > 79 = Ap+w(h)L
a odhadu w(¢) < w(h) pro € € [h,h™!] je nekladny i druhy ¢len. O
Lemma 4.2. [Romanov, Lemma 5.] Necht wuy, ug, uz € H%. Pisme w; = Pu; + Qu; = z; + yi,

i =1,2,3. Necht o1 = 29, u; —ug € V;{, Uy — uz € Vg, kde ¢ € (0,1) an = & L. Potom

1 — u3ll < Kellyr — v2l|-
Dikaz. 7 predpokladu us — ug € Vg respektive uq — ug € V;{ mame

ly2 = ysll < &llze — 3 (13)
e — 2% < llyr = w3l (14)

Aplikujeme postupné trojihelnikovou nerovnost, (13), rovnost xo = x1 a kone¢né (14)

lyr — w3l < llyr — vell + lly2 — vl
< lyr = wall + &z — 3|
= llyr — w2l + &flz1 — a3
<y = w2l +&n Hlvn — sl

1

Ovsem n~! = ¢ a zdvér plyne s konstantou K = (1 — £2)7L. O

Komentar. Predchozi lemma je geometricky dost nazorné: body u; a us lezi nad sebou, body
U9 a ug jsou sevieny uzkym zapornym kuzelem Vg, tj. lezi ,,vedle sebe®; body u; a ug jsou
naopak vzijemné v tzkém kladném kuzelu V;r , tj. lezi . ,;nad sebou“. Pochopitelny zavér je,
ze vertikalni vzdalenost w1 a us je odhadnutelna vertikalni vzdalenosti ui a us.

'BUNO a + b = 1, hledejme maximum levé strany pii a =¢, b=1—t pro t € [0,1].



Téz nasledujici lemma je velmi ndzorné: uvazime-li, ze Ve(u) je imérné vzdélenosti bodu u
od zaporného kuzelu Vg , pak tvrdime, ze bod nachazejici se mimo sirsi zaporny kuzel V™ se
muze priblizit k uzsimu zdpornému kuzelu Vg pouze tak, ze se priblizi k pocatku.
Lemma 4.3. [Romanov, Lemma 6.] Necht 0 < ¢ <nau € V. Potom [[ul[* < Mg, Ve(u).
Diikaz. Piedpoklad u € V,I implikuje llz|?> < n72||ly||*>. Nyni odhadujeme
2 2 2 -2 2
Jull® = =[] + [y [I* < (X +n7) [yl

a za druhé

(7 = ENyl* = wllyll* = Ellyl* < n*llyl* — €n[l2]* = n*Ve(w)

Kombinaci téchto nerovnosti plyne zdvér s konstantou M, = nlj—j;g O
Definice. Definujme pro 7 > 0 a € X zobrazeni g(7,z) = PS(7)x.
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Komentai. Uvedend definice je naivni projekei dynamiky z H° do X; dle nésledujiciho lem-
matu vSak dostavdame prosty a dokonce invertovatelny (tj. definovany i pro ¢ < 0) dynamicky
systém.

Lemma 4.4. [Romanov, Lemma 7.] Pro kazdé 7 > 0 pevné je g(7,-) vzdjemné jednoznacné
(dokonce bi-lipschitzovské) zobrazeni X na X.

Dukaz. Fixujme 7 > 0 a z, & € X. Oznacme u(t) = S(t)z a u(t) = S(t)Z. Z podminky (£v-K),
kde si miizeme poslouzit libovolnym & € [h, h™!] a v € [y0,71] dle Lemmatu 4.1, mame

ly(r) = G(0)1> = E[le(r) = 2(7)||* < —&|la — & ?e™7"
lz — &[> < 7 ||x(7) — &(7)||?
a posledni nerovnost 1ikd, ze
lg(r,2) —g(m,2)| = 77" ||lz — Z| (15)
Tedy zobrazeni g(7,-) je prosté, a protoze je ziejmé i spojité, z Brouwerovy véty o invarianci
vyplyvd, ze mnozina X, = g(7, X) je oteviena.
Za druhé je snadné si rozmyslet, Ze X, je uzaviend: pokud y; € X, konverguji k bodu yp € X,

je piislusna mnozina vzoru x; dle (15) cauchyovskd a jeji limita je zjevné vzorem bodu yo.
Tedy X, je obojetnd, neprazdnd mnozina, tedy nutné rovné celému X. O



Definice. Pro x € X a t € R oznacme

x(t,x) = lim S(t+7)z(r, ) (16)

T—00

kde z(7,) = [g(7,")]-1.

Komentar. Vyraz z(r,z) je definovan diky predchozimu lemmatu, operdtor S(t + 7) je
definovan pokud 7+t > 0, tedy pro 7 dost velka. Existenci limity vSak bude nutno dokézat

v~

Lemma 4.5. Pro kazdé t € R a = € X je funkce x(¢,x) dobte definovana.
Driikaz. Rozmysleme si nejprve, ze je-li definovano x(t,x), je definovano i x(,z) pro kazdé
t >t aplati x(t,2) = S(t — t)x(t, z); 1ze totiz psit

lim S(t+7)z(r,x) = lim S(t —)S(t + 7)z(r,2) = S(t — t) lim S(t + 7)z(7,z)

T—00 T—00 T—00
diky spojitosti a semigrupové vlastnosti S(¢). Fixujme 2’ € X a ¢’ € R; dle predchoziho lze
btino predpokladat, ze ¢’ < 0. Existenci limity x(¢',2’) ovéifme pfes b.c. podminku

(Ve>0)(3T > 0)(Vr,7)[F>7>T = ||S{t +7)z(r,2") — S{t' + 7)z(7,2)|| <e] (17)

Pro kladnd 7 > 7 takovd, ze 7 + ¢ > 0, definujeme (viz obrazek!) uy = z(r,2') a 4y =
S(7 — 7)z(7,2'). Pifslusna feseni oznacime u(t) = S(t)ug a u(t) = S(t)ug. Vsimnéme si, ze
Pu(r) = Pu(r) = 2/. Veli¢ina odhadovana v implikaci (17) je ||u(t' + 7) — a(t' + 7)|.
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z(7,z") z(T,2’') = o 2

Budeme potiebovat ¢tyii pomocné odhady: za prvé, z negativni invariance kladnych kuzelu a
faktu, ze u(7) a @(7) lez nad sebou, plyne, ze u(t) — a(t) € V}, ¢ = h™! pro kazdé ¢t € [0, 7].
Z lemmatu 4.3 (pro & = 1, n = q) specidlné mame

lut +7) —at + 1) < MVi(u(t' +7) —a(t’ + 7)) (18)
Za druhé, z podminky (£7-K) pro £ =1 a v = 7, mame
Vi(u(t' +7) — a(t’ + 7)) < Vi(ug — tig)e 21 +7)
Avsak Vi(uo — 1) = [lyo — oll* — llzo — Zol* = [|50]I* — [lzo — Zo]|*, tedy celkem

Viu(' +7) = a(t’ +7)) < ([90l|* = l|lzo — Fo[|*)e >+ (19)



Za treti, uvazime-li, ze 49 = S(7 — 7)2(7,2') a 2(7,2') € X CV,, je dle pozitivni invariance
zapornych kuzelu téz iy € V, . Tedy

150]* = llwo = Zo||* < h||Zo ]| — [lzo — Zol* < Kllxo” (20)

pro né&jaké vhodné K = K, dost velké. Za ¢tvrté, z podminky (£7-K) pro { =1 a v = v
vyplyvé (srovnej (15) vyse)
lzol* < [|2"|[*e*07 (21)

Zietézenim nerovnosti (18 — 21) dostaneme
u(t' +7) — @t +7)|| < Ce 207 (22)

kde C' = M,Ke ?1"||2’||? je pevna konstanta. Je zfejmé, ze pro 7 > 7 > T dost velké je
prava strana libovolné maléd a b.c. podminka (17) je tim ovéfena. U

Definice. Pro z € X ozna¢me ¢(z) = x(0,2) a o(z) = Q¢(z), patrné je ¢¥(z) = = + o(z).
Ovéiime, ze M := graf o = {¢)(x); = € X} je inercidlni varieta ve smyslu Véty 4.1.

Ziejmé x — 1 € X C V), a uzitim doptedné invariance a uzavienosti zdpornych kuzelu je téz
x(0,2) = x(0,2) = (x) — (T) € V), coz po rozepsani ik, ze funkce o je h-lipschitzovska.

Lemma 4.6. Pro kazdé z € X at € R je x(t,z) € M.
Dukaz. Je ddno x € X at € R. Ukédzeme, ze x(t,x) = x(0,%), kde £ = Px(t,x). Lze psét
x(t,z) — x(0,2) = lim (S(t+ 7)2(r,z) — S(7)2(1, &))

T—r00
= lim (S(t+7)z(r,2) — S(t+7)2(t + 7,2))
T—>00
Protoze z(7,z)—z(t+7,2Z) € V, , plyne z dopredné invariance a uzavienosti zapornych kuzelu,
ze téz x(t,x) — x(0,2) € V, . Ovéem x(t,z) — x(0,Z) € Y, a ziejmé V,  NY = {0}. O

Dusledek. M je (tipIné) invariantni vaéi S(¢): necht uyg € M, tj. ug = x(0,z0) pro néjaké
xg € X. Prot > 0 je S(t)up = x(t,x0) € M, viz zacatek dikazu Lemmatu 4.5. Podobnou
tivahou pak je ug = S(t)u_1, kde u_1 = x(—t,z9) € M.

Lemma 4.7. M m4 stopovaci vlastnost, tj. vlastnosti (3) a (4) v definici inercidlni variety.
Drikaz. Necht u(t) = S(t)ug je libovolné feseni, u(t) = Pu(t) + Qu(t) = z(t) + y(t). Fixujme
t1 > 0. Diky invarianci M existuje tg, takové, ze S(t1)toy, = ¥ (x(t1)). Jinymi slovy, Feseni
w1 (t) = S(t)uos, se v case t = t; nachdzi v bodé M lezicim pod u(ty), tedy specidlné u(ty) —
ui(ty) € V;, kde ¢ = h~!. Z negativni invariance kladnych kuzelt je téz ug — @i, € V;.
Stejnou uvahu provadime pro posloupnost ts, t3, ...t, — 00 a ziskdme pocateéni podminky
tor, € M takové, ze prislusna tesent i, (t) = S(t)tor, lezi na M a navic u(t) —a,(t) € V; pro
kazdé t € [0, t,]. Protoze se posloupnost g, nachdzi na grafu koneéné-dimenzionélni variety
M a je zaroven omezenda kladnym kuzelem o pevném vrcholu ug, 1ze z ni vybrat konvergentni
podposloupnost g, — %o a rutinnim zpusobem se ovéri, ze u,(t) jdou lokdlné stejnomérné
k feseni a(t) = S(t)to, a plati u(t) — a(t) € V,f pro kazdé t € [0, 00).

Zbyvé oveérit (3) a (4). Aplikaci Lemmatu 4.2 pro u; = ug, uz = ¥ (o) a ug = g dostavame

[Quo — Quol| < Kp[|Quo — o(Puo)|
Ovsem ug — g € V;, tedy

l[ug — || = || Pug — Piig||* + [|Quo — Qiig|* < (1 + h?)||Quo — Qiiol?



Kombinacf téchto nerovnosti dostavame (3) s ¢o = (1 + h?)'/?K},. Exponencidlni pfitahovan{
(4) plyne snadno z podminky ({v-K) pro & = h, v = 1, odhadu

lu(t) = a()[* < KnVi(u(t) - a(t))
dle Lemmatu 4.3 pro £ = h an=q = h~! a koneéné ziejmého odhadu

Vi (uo — @io) < enluo — i)



