ROVNICE VEDENI TEPLA.
Resime rovnici Oyu — Au = 0 pro nezndmou funkci u = u(z,t), kde t > 0
ax € eR" Pocdtecni podminka je u(x,0) = uy(z), x € Q.
1. Q =R, pocatecni podminka ug(z) = exp(—cz?), ¢ > 0.

[Pouzijte Fourierovu transformaci pies z. Vysledek:
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2. Q = (0,1), pocdtecni podminka ug(z) = 1 —z, z € (0,1), okrajové
podminky 0,u(0,t) =0, u(1,t) = 0.
[Pocatecni podminku rozsitte lise v .z = 1, sudé kolem pocatku a
dale 4-periodicky. Hledejte feSeni ve tvaru Fourierovy fady s casovée
proménnymi koeficienty. Vysledek:
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3. = (0,7), pocatetni podminka ug(z) = 1 pro x € (0,7), okrajova
podminka u(0,t) = u(m,t) = 0.
[Pocatecni podminku rozsifte lise v .z = 7 a v pocatku, déle 27-
periodicky. Hledejte feseni ve tvaru Fourierovy fady s casové proménnymi
koeficienty. Vysledek:
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4. Q = (0,7), pocdtecni podminka ug(z) = exp(az), okrajové podminky
0,u(0,t) = Oyu(m,t) = 0.
[Pocatecni podminku rozsiite sudé a 2m-periodicky. Hledejte feseni ve
tvaru Fourierovy fady s ¢asové proménnymi koeficienty. Vysledek:
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5. Ou— kAu = 0 (k je koeficient tepelné vodivosti) {2 = (0, c0), okrajova
podminka u(x = 0,t) = f(t) je dand T-periodicka funkce (okrajovou
podminku pro x = oo nahradime pozadavkem omezenosti feseni pro
T — 00).

[Hleddme Feseni ve tvaru y_, _, ¢, (x) exp(Zitn). Odtud ) (z)—Finc,(z) =

0, char. polynom \2—w? = 0, kde w = (144)q,, + odpovid4 kladnému/z4-

pornému n a g, = 1/ % Z pozadavku omezenosti feSeni pro x — oo

zustane jen feseni ¢,(x) = ¢, exp(—(1£1i)g,z). Obecné feseni mé tvar:
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kde konstanty ¢, dostanu z fourierova rozvoje okrajové podminky f(t).

Fyzikalni interpretace: z je hloubka pod povrchem zemé, f(t) kolisajici
teplota povrchu, k = 2 - 1073c¢m?/sec tepelnd vodivost pudy. Reélnd
¢ast prvniho modu (¢lenu u ¢;) je
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Vidim, ze mensi 7" dava vétsi ¢q, tj. rychlejsi tlumeni amplitudy do
hloubky (¢len exp(—q 1)), také vetsi zaostavani faze (Clen —qyz v ar-
gumentu cosinu). Viz ilustrujici obrazky na ptedchozi strance pro T
rovno rok resp. den. (Udaje jsou v cm a v sekundéach).

6. Q = {(z,y); 2* +y* < a®}, pocdtetni podminka u|,—g = f, okrajovd
podminka wu,—, = 0, navic predpoklad radidlni symetrie, tj. vSe zavisi
jen nar = /2 4+ y>.

[V polarnich soutadnicich je to rovnice dyu — Oppu — %&,u = 0, FeSeni ve
tvaru c(t) R(r) vedou na exp(—A2,t) Jo(\nr), kde Jy je Besselova funkce
a A\ = ap/a, kde a,, jsou koteny Jy (splnéni okrajové podminky!)

Obecné feseni ma tvar
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7. Jako predchozi ptiklad, ale bez predpokladu radialni symetrie, tj. u =
u(t, r, ).



[Reseni hleddm ve tvaru c(t)R(r) exp(ing), vede na n-tou Besselovu
rovnici pro R(r), FeSeni maji tvar exp(—A,mt)Jn(Anmr) exp(ing), kde
J je Besselova funkce, {omn}men jeji kofeny, Ay m = @nm/a. Jako
vedlejsi produkt dostaneme, ze J,, (A, 1) exp(ing) jsou vlastni funkce
laplace v dané geometrii.



