DUKAZ LERCHOVY VETY (SPOJITA VERZE)
Lemma 1 Necht o(x) je spojita v [0,1] a
1
/ p(x)z™dr =0, Vm >0 celé. (1)
0

Potom ¢(z) = 0.

DUKAzZ. Pomoci Weiestrassovy véty! naleznu posloupnost polynomii p,(z)
takovych, ze p,(x) = ¢(z) v [0, 1]. Tudiz

1 1
| mtareta)dz = [ et dr.
0 0
Diky (1) je viak [ p.(x)p(z) dz = 0 pro kazdé n. O

Véta 1 (Lerch, 1903) Necht f(t) € L. ; predpoklidejme navic, e f je spo-
jitd. Necht existuje po takové, Ze

/wa(t)e_pt dt=0,  Vp=>po.
Potom f(t) = 0.
DUKAZ. Sta¢i dokonce slabsi predpoklad
/0 h ft)e Pttt gt =0 Vn >0 celé. (2)

Oznacme -
b(t) = / f(s)e P ds.
Derivovanim podle dolni meze mz;me
V(t)=—f(t)e ™", (3)
tedy b(t) je C' v [0,00), a diky (2) plati

b(0) = 0. (4)

1Viz napt. Jarnikiv Diferencidlni pocet II, Véta 180.
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Piipadnym zvétsenim p, zajistime, ze
g(t) = f(t)e @V € 110, 00).

Odtud plyne odhad na pokles b(t) v nekoneénu

(1) = | / T g(s)e ds| < et / T g(s)ds < cet (5)

Integraci per-partes nyni dostavame

[ et a=[-u e s —n [T apetar

u’ v

Z (2)—(5) vyplyva
/ b(t)e ™ dt =0, Vn > 1 celé.
0
Substituci = e~* obdrzime

1
/ o(z)z" tdr =0, Vn > 1 celé.
0
o(x) =b(—Inz).

Dodefinovanim nulou na krajich je ¢(x) spojité v [0, 1]. K ovéFeni spojitosti
v 0 zprava uzijeme (5):

lp(z)| < cexp(—(—1Inx)) = cx.

Podle Lemmatu 1 je ¢(z) = 0, tedy b(t) = 0 a odtud podle (3) f(t)
—b/(t) et = 0. O



