
7. Laplaceova transformace.

Definice. Definujeme prostor

L1
+ :=

{

f(t) : (0, +∞) → C měřitelná a ∃ c inR, f(t)e−ct ∈ L1(0, +∞)
}

.

Poznámky.

• L1
+ ( L1(0, +∞)

• f ∈ L1
+ =⇒ f ∈ L1(0, K) pro ∀K < +∞ (tj. je lokálně integrovatelná)

• f(t) = et2 /∈ L1
+

Značeńı. Pro f(t) ∈ L1
+ znač́ıme

cf = inf
{

c ∈ R : f(t)e−ct ∈ L1(0, +∞)
}

Obecně f(t)e−cf t /∈ L1, ale pro libovolné c > cf je f(t)e−ct ∈ L1.

Definice. Laplaceovu transformaci funkce f(t) ∈ L1
+ definujeme

L
{

f(t)
}

[p] = F (p) =

∫ +∞

0

f(t)e−pt dt ∀p ∈ C, Re p > cf .

Poznámky.

• přǐrazuje funkci f(t) funkci F (p)
• definice je korektńı: |f(t)|e−Re pt integrovatelná majoranta
• souvislost s Fourierovou transformaćı:

F (p) = ̂[

f(x)χ(x)e−Re px
]

(
Im p

2π
) .

Věta 7.1. [Základńı vlastnosti L.t.] Nechť f(t) ∈ L1
+. Potom

(1) F (p) ∈ H
(

{p ∈ C : Re p > cf}
)

(2) dk

dpk F (p) = L
{

(−t)kf(t)
}

[p] pro ∀k ∈ N
(3) F (p) → 0 pro Re p → +∞, Im p ∈ R pevné
(4) F (p) → 0 pro Im p → ±∞, Re p > cf pevné

Př́ıklady.

• L{1} = 1
p

(cf = 0)

• L{eat} = 1
p−a

, Re p > a = cf

• L{tα} = Γ(α+1)
pα+1 , Re p > 0 = cf , pro α > −1

Věta 7.2. [Vlastnosti L.t.] Nechť f(t) ∈ L1
+. Potom

(1) L
{

f(αt)
}

[p] = 1
α
L

{

f(t)
}

[p/α] pro α > 0, Re p > αcf
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(2) L
{

f(t − α)
}

[p] = e−atL
{

f(t)
}

[p] pro α > 0, Re p > cf

(3) L
{

eatf(t)
}

[p] = L
{

f(t)
}

[p − a] pro a ∈ C, Re p > Re a + cf

Věta 7.3. [L.t. a derivace.] Nechť f (j)(t) ∈ L1
+ ∩ C([0, +∞)) pro j =

0, . . . , n. Potom

L
{

f (n)(t)
}

[p] = pnF (p) −
n−1
∑

j=0

pjf (n−1−j)(0) .

Speciálně

L
{

f ′(t)
}

[p] = pF (p) − f(0) ,

L
{

f ′′(t)
}

[p] = p2F (p) − f ′(0) − pf(0) .

Definice. Pro f(t), g(t) ∈ L1
+ definujeme konvoluci

[

f ∗ g
]

(t) =

∫ t

0

f(s)g(t − s) ds t > 0

a nula pro t < 0.

Úmluva. Funkce z L1
+ automaticky klademe rovné nula pro t < 0.

Lemma 7.1. [Konvoluce v L1
+.]

(1) Nová definice konvoluce je ve shodě s definićı kapitoly 6.
(2) f , g ∈ L1

+ =⇒ [f ∗ g](t) má smysl pro s.v. t a je prvkem L1
+. Nav́ıc:

cf∗g ≤ max{cf , cg}.

Věta 7.4. [L.t. a konvoluce.] Nechť f(t), g(t) ∈ L1
+. Potom

L
{

[f ∗ g](t)
}

[p] = L{f(t)}[p]L{g(t)}[p] , Re p > max{cf , cg} .

Důsledek. [L.t. primitivńı funkce.] Nechť f(t) ∈ L1
+. Označ h(t) =

∫ t

0
f(s) ds. Pozorováńı: h = f ∗ 1. Tedy Lh[p] = F (p)/p. Nav́ıc: cf ≤

max{cf , 0}.

Věta 7.5. [Prostota L.t.]
(1) Nechť f(t) ∈ L1

+. Jestliže ∃c∗ ∈ R tak, že F (p) = 0 pro všechna p ∈ C,
splňuj́ıćı Re p > c∗, je f(t) = 0 skoro všude.
(2) Nechť f(t), g(t) ∈ L1

+. Jestliže ∃c∗ ∈ R tak, že F (p) = G(p) pro všechna
p ∈ C, splňuj́ıćı Re p > c∗, je f(t) = g(t) skoro všude.

Věta 7.6. [Inverze L.t.] Nechť F (p) ∈ H(C \ {z1, . . . , zn}), nechť |F (p)| ≤
K|p|−2 pro |p| > R. Potom existuje f(t) ∈ L1

+ tak, že L{f(t)}[p] = F (p).
Dále plat́ı vzorce

f(t) =
1

2πi

∫ a+i∞

a−i∞

F (z)etz dz =
∑

k

resz=zk
F (z)etz .
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