7. LAPLACEOVA TRANSFORMACE.

Definice. Definujeme prostor

Ll == {f(t): (0,400) — C méfitelnd a Ic inR, f(t)e* € L'(0,400)}.

Poznamky.

o L1 C L0, +0)

o fell = feL'(0,K)proVK < 400 (tj. je lokdln¢ integrovatelnd)
o flty=¢"¢ L}

Znaceni. Pro f(t) € L} znaéime
cy=inf{ceR: f(t)e™" € L'(0,+00)}

Obecné f(t)e~¢t ¢ L', ale pro libovolné ¢ > ¢; je f(t)e™ € L'
Definice. Laplaceovu transformaci funkce f(t) € L) definujeme

+oo

L{f(t)}p] = F(p) = i f(t)e P dt Vp e C, Rep > cy.

Poznamky.
e piitazuje funkei f(t) funkeci F'(p)
e definice je korektni: |f(t)]e” R¢P! integrovatelnd majoranta
e souvislost s Fourierovou transformact:

— Imp

F(p) = [fexe v (222,
Véta 7.1. [Zakladn{ vlastnosti L.t.] Necht f(¢) € L. Potom
(1) F(p) e H{p € C: Rep > c;})

(2) £:F(p) = L{(—t)*f(t)}[p] pro Vk € N

(3) F(p) — 0 pro Rep — 400, Imp € R pevné

(4) F(p) — 0 pro Imp — +oo, Rep > ¢ pevné

Piiklady.

o L{1} = (c;=0)

o L{e"} = 1 Rep>a=cs

o L{t*} = F}g‘iﬂ), Rep > 0=cy, proa > —1

Véta 7.2. [Vlastnosti L.t.] Necht f(¢) € LL. Potom
(1) L{f(at)}[p] = SL{f(®)}[p/a] pro a > 0, Rep > acy
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(2) L{f(t — ) }[p] = e~ L{f(t)}[p] pro @ >0, Rep > ¢;
(3) c{e* f(t)}pl = L{f(t)}[p — a] pro a € C, Rep > Rea + ¢;

Véta 7.3. [L.t. a derivace.] Necht f9(t) € L N C([0,+00)) pro j =
0,...,n. Potom

LW =2 F )~ Y p S 0),

Specialné

L{f'(t)}p) = pF(p) — f(0),
L{f"(t)}pl = P*F(p) — f'(0) — pf(0).

Definice. Pro f(t), g(t) € L’ definujeme konvoluci

Feali = [ Giate-sds >0

a nula pro t < 0.
Umluva. Funkee z L} automaticky klademe rovné nula pro ¢ < 0.

Lemma 7.1. [Konvoluce v L ]

(1) Nova definice konvoluce je ve shodé s definici kapitoly 6.

(2) f, g € LY = [f*g](t) mé smysl pro s.v. t a je prvkem L!. Navic:
Crg < max{cy, Cg}.

Véta 7.4. [L.t. a konvoluce.] Necht f(t), g(t) € LL. Potom
L{[f * gl() }p) = LLF )} ) L{g(0)}p] . Rep > max{cr, ¢y} -

Dusledek. [L.t. primitivn{ funkce.] Necht f(t) € L. Ozna¢ h(t)
[5 f(s)ds. Pozorovéni: h = f 1. Tedy Lhlp] = F(p)/p. Navic: c;
max{cys, 0}.

Véta 7.5. [Prostota L.t.]

(1) Necht f(t) € L%. Jestlize 3¢* € R tak, ze F(p) = 0 pro vSechna p € C,
splnujici Rep > ¢, je f(t) = 0 skoro vSude.

(2) Necht f(t), g(t) € LL. Jestlize 3¢* € R tak, ze F'(p) = G(p) pro viechna
p € C, splaujici Rep > ¢*, je f(t) = g(t) skoro vsude.

Véta 7.6. [Inverze L.t.] Necht F(p) € H(C\ {z1,...,2.}), necht |F(p)| <
K|p|=2 pro |p| > R. Potom existuje f(t) € L} tak, ze L{f(t)}[p] = F(p).
Déle plati vzorce

IA I

1 a+100 . .
ft)= I /a F(z)e*dz = Zreszzzk F(z)e"”.



