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Abstrakt

Elementarni jesté neznamend jednoduchy :-). Mysli se tim, Ze pro odvozeni budou pot¥eba pouze
zékladni znalosti. Konkrétné v tomto pfipadé nebude potfeba nic, co by neznal absolvent prvniho
ro¢niku MFF UK: pojem limity posloupnosti a nékteré zakladni vlastnosti posloupnosti, soucet geo-
metrické fady, vétu o nabyvani mezihodnot pro spojité funkce, vlastnosti funkce exp, Taylorovu fadu
funkce In. Kdo znd Wallisovu formuli pro 7, bude mit o paragraf kratsi ¢teni, ale i jeji odvozeni lze
zde nalézt, pokud méte zékladni znalosti o uréitém (Riemannové) integrélu.
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Nasim cilem je odvodit tzv. Stirlingovu formuli, neboli vyrok, Ze pro vSechna n € N existuje 6,, € (0,1)
takové, ze plati
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Nejprve uéinime nékteré piipravné ivahy. Z teorie Taylorovych fad vime, Ze pro |z| < 1 je

Odec¢tenim téchto rovnosti dostaneme:

2 4 6

1+z x x x
1 =2(1+ T+ T+ ), <1. 1
i A T T A 2 @
Polozme v tomto vztahu 2 = 5L, tedy {2 = (14 +), a vyndsobme rovnost (1) vyrazem 5~ = (n + 3):
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n € N. (2)

Pravé strana rovnosti (2) je jednak evidentné vétsi nez 1, jednak, odhadneme-li ¢iselné koeficienty u zlomkii
trividlngé: 1 < &, 1 < 1, atd., dostaneme geometrickou fadu, kterou lze secist:

1 1 1 1 1 1
1+ - =
T FS ER e TR +3((2n+1)2+(2n+1)4+(2n+1)6+)
1 1
T
1L,
dn? +4n 2n(n+1)"

W= | =

Ukazali jsme tedy, ze
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*Podle Fichténgolcovy knihy [1].



Odtud méme (protoze exp je rostouci funkce)
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Lze tedy (3) psat jako
a b
1< — < —, n € N. (5)

Gpt1 bnyr

Z prvni z nerovnosti v (5) a z definice a, vidime, Ze a, > ant1 > 0, tj. a, je klesajici zdola omezend
posloupnost, a tedy existuje vlastni lim a,, =: a > 0. Protoze lim b, = 1, mame
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Z (5) vsak rovnéz plyne 7= < 3 -
klesajici posloupnost a,. Tedy je

; posloupnost §* je tedy rostouci, pfitom m4 stejnou limitu a jako
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ProtoZe exponenciela je spojitd funkce, existuje 6,, € (0,1) takové, Ze a = ane’l%"n = ’f:fr"l e~ 1% . Tim
n 2
jsme ukazali, ze
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pro viechna n € N existuje 6, € (0,1), Ze nl = a\/ﬁ(—) e2n . kde a= lim - (6)
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Cislo a v (6) spocteme pomoci Wallisovy formule:'
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Rozsitime zlomek uvniti druhé mocniny vyrazem 2n!! a uvazime, ze 2n!! = 2"n!l. Poté vzniklé faktorialy

vyjaddiime pomoci (6) a upravime:
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1Pokud ji znéte, tim lip, pokud ne, lze jeji nepkili§ obtizné odvozeni nalézt v nésledujicim paragrafu. Tam se taky mluvi
o dvojfaktoridlech (!!), viz (10).



Z (7) pak dostaneme
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Proto je a = v/2m a my jsme ukéazali to, co jsme chtéli, a sice, 7e

pro viechna n € N existuje 6, € (0,1), Ze n! = \/27m(2) eTH . (8)
e
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Odvodime jesté pro Gplnost Wallisovu formuli (7). Nejprve spocteme Iy, := fO% sinfz dz pro kazdé celé
k > 0. Pfimym vypoctem obdrzime Iy = 5 a I} = 1, a pro obecné k > 2 pouzijeme metodu per partes:
B

. C k-1 12 2 .k
I, = / sin*z dz = {—cosmsmk 13:] +(k—1)/ cos® zsin* 2z dz =
0 0 0
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2
= 0+ (k-1) / (1 —sin’z) sin* 2z de = (k—1)I;_y — (k—1) I} .
0
Odtud jednoduse dostdvame nésledujici rekurentni formuli I}, = k%l I, _5, k=2,3,.... Jejim opakovanym
pouzitim zvlast pro k = 2n a k = 2n + 1, a s vyuZzitim znalosti hodnot Iy a I; dostaneme pron € N
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U7 jsme skoro u konce. Vzhledem k tomu, 7Ze mame z € (0,7/2) a tedy sinz € (0,1), plati na (0,7/2) a
pro viechna pfirozend n nerovnosti sin®” z > sin®"*!' z > sin®"*? z. Pfeintegrujeme-li tyto nerovnosti od
0 do §, dostaneme I, > Iopy1 > Iopy2, neboli
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Vydélme tuto nerovnost koeficientem u 5
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ma tutéz limitu i posloupnost uprostied, a tedy plati
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ProtoZze posloupnost vpravo mé limitu 7,

T 1 2 4 om ' 1 2!l \°
— = hm — s — e = hm 3 (9)
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pouzijeme-li obvyklé znaceni
(2n)N1:=24...2n, 2n—-1!1:=13...2n—-1), n=12,..., (10)

(pro n =0 klademe 0!! := 1, (—1) ! := 1). Tim je Wallisova formule (7) dokdzana.
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