X. SPOCETNOST A MOHUTNOST.

Definice. Mnozina A se nazve spocetnd, jestlize existuje vzajemné jed-
nozna¢né zobrazeni mezi A a mnozinou prirozenych cisel.
Nazorné: prvky A lze setadit do posloupnosti.

Poznamky.

e Pokud A je spocetnd, a mnozinu B lze vzajemné jednoznacné zobrazit
na A, pak B je spocetnéa

e Pokud A, B jsou spocetné, pak také AU B je spocetna

e Pokud A je spocetna, a B C A je nekonecn4, je také B spocetna

e Vsimnéte si paradoxni vlastnosti nekone¢nych mnozin: lze je vzédjemné
jednoznac¢né zobrazit na néjakou jejich podmozinu. (To by se s konecnou
mnozinou nepodafilo.)

Priklady.
D N je spocetna
@) 7Z je spocetna

Veéta X.1. Mnozina Q je spocetna.
Véta X.2. (Cantor.) Interval (0,1) neni spocetny.

Definice. Rekneme, Ze mnozina B mé& mohutnost kontinua, pokud exis-
tuje vzdajemné jednoznacné zobrazeni mezi B a mnozinou realnych cisel.

Poznamky. e interval (0,1) ma mohutnost kontinua. D& se ukdzat,
ze kazdy netrividlni interval ma mohutnost kontinua. Také mnozina ira-
cionalnich ¢isel mé mohutnost kontinua.

e G. Cantor v roce 1878 zformuloval tzv. hypotézu kontinua:

Je-li A C R nekonecna mnozina, tak potom

bud A je spocetnd, nebo A mé mohutnost kontinua.

Jinymi slovy, kazd4 nekoneénd mnozina c¢isel se d4 vzdjemné jednoznacné
zobrazit bud na N, nebo na R.

Dlouho se nevédélo, zda hypotéza kontinua plati nebo ne. V roce 1938
dokazal prekvapivé K. Godel, ze hypotézu kontinua nelze vyvratit. V roce
1963 pak dokéazal P. Cohen, ze hypotézu kontinua nelze dokazat. Jde tedy o
"nerozhodnutelné” tvrzeni.



Definice. Cislo a € R se nazve algebraické, pokud existuje nenulovy
polynom p(x) s celociselnymi koeficienty takovy, ze p(a) = 0. V opaéném
pripadé se a nazve transcendentni.

Poznamky.

e kazdé racionalni cislo je algebraické

e islo v/2 je algebraické, iraciondlni éfslo
e Ize dokazat, ze e, m jsou transcendentni

Definice. Cislo a € R se nazve vyéislitelné, pokud existuje koneény algo-
ritmus (program), ktery pro zadané n vypocita a s presnosti na n desetinnych
mist.

Veéta X.3. Existuji nevycislitelnd ¢isla.

Literatura: Balcar, Stepanek: Teorie mnozin.



