9. URCITY INTEGRAL.

Motivace. Studujeme nasledujici problém: je ddna funkce f(z) : [a,b] —
R, a my chceme najit ¢islo, které vyjadiuje plochu pod jejim grafem. Tato
hodnota se nazyva uréity integral (funkce f od a do b), znaci se

/ab f(z)dx

Existuje fada zpusobu, jak definovat integral. Ty se nelisi hodnotou vysledku;
spise tiidou funkci, které se jimi daji integrovat.

Strucné probereme dva piistupy: Newtonuv integrdl a Riemannuv in-
tegral. Ukazeme, ze pro spojité funkce davaji stejné vysledky:.

Definice. Je-li dana f(x) : (a,b) — R, pak F(x) se nazyva primitivni
funkce (zkratka PF) k f(z) v (a,b), pokud F'(z) = f(z) pro kazdé « € (a,b).

Definice. Necht F'(z) je definovdna v (a,b). Ma-li vyraz

F(b—)—F(a+) = lim F(z)— lim F(z)

r—b— r—a+

smysl, nazyvame ho zobecnénym pfirustkem funkce F'(x) od a do b. Znaéime
[F(xﬂz nebo [F(:L')Ezz

Poznamky. e je-li F(z) spojitd v [a,b], je [F(z )]b = F(b) — F(a).

e situace, kdy [F (:L’)}I; nemd smysl: 1. nékterd z limit F'(b—), F(b+)
neexistuje, 2. tyto limity sice existuji, ale vyraz F(b—) — F(a+) je typu
00 — 00.

Definice. Necht f(z) je definovdna v (a,b), a necht F(x) je PF k f(z)
v (a,b). Potom Newtonuv integral funkce f(z) od a do b definujeme jako

b
b
m/f@mzumm,
ma-li prava strana smysl.

Prlklady D WN) 7% =00
fl dx =3
@ (N ) ffooo T d:c neexistuje



Terminologie a znaceni. Mnozinu téch funkci, pro které Newtonuv
integrdl od a do b existuje a je konecny, znacime N (a,b). Mnozinu téch
funkei, pro které integrél existuje (a muze byt kone¢ny nebo nekonecény),
znacime N*(a,b).

Lemma 9.1. (1) Necht ¢(z) je spojitd v intervalu I, necht ¢'(z) = 0 pro
Va vnitini bod I. Potom 3¢ € R tak, ze ¢(z) = ¢ pro Vo € .

(2) Necht F(z), G(x) jsou spojité v intervalu I, necht F'(x), G'(x) exis-
tuji, jsou konecné a rovnaji se pro Va vnitini bod I. Potom dc € R tak, ze
F(xz) = G(x)+ c pro Vo € 1.

Véta 9.1. Necht f(z) je definovéna v (a,b), necht F(z), G(x) jsou PF
k f(z) v (a,b). Potom

[F@)], = [G@)],.

Rovnost chapeme takto: mé-li jedna strana smysl, mé ho i druha a rovnaji
se.

Disledek. Definice Newtonova integralu je korektni.
Véta 9.2. [Linearita N.i.] Necht f(z), g(z) € N(a,b). Nechf a, 8 € R.
Potom téz af (z) 4 Bg(z) € N(a,b) a
b b b
W) [ @)+ G9(a) s = al\) [ f@)d+ BN [ gle)do.

Véta 9.3. [Vztah N.i. a nerovnosti.] (1) Necht f(z) € N(a,b) a necht
f(z) > 0 pro Vz € (a,b). Potom

(N)/abf(x)d:v > 0.
(2) Nechi f(z), g(x) € N'(a,b) a nechi f(z) > g(x) pro ¥z € (a,b). Potom
(N)/jf@) do > (N)/abg(:c) dx.
(3) Necht f(z), |f(2)| € N(a,b). Potom

b b
\(N)/ f(x) di] < w)/ ()| de.



(4) Necht f(x) € N'(a,b) a necht |f(z)| < c pro Vz € (a,b). Potom
b
W) [ fa)ds] < o).

Véta 9.4. [Per-partes pro N.i.| Necht u(z), v(x) maji vlastni derivaci
pro Vx € (a,b). Potom

jestlize vyrazy napravo maji smysl a jsou konec¢né.

Véta 9.5. [Substituce pro N.i.] Necht f(z) je definovana v (a,b). Necht
o(t) : (o, B) — (a,b) je vzdjemné jednoznacénd funkce takové, ze bud (i) ¢(t)
je rostouci a ¢'(t) > 0, nebo (ii) ¢(t) je klesajici a ¢'(t) < 0. Potom

B

b
W) / f(2)dz = (W) / F(6(0)16/(1) dt.

Rovnost chapeme takto: ma-li jedna strana smysl, ma ho i druhéd a rovnaji
se.

Dodatek k definici N.i. Pro a > b definujeme

00 [ s@ =00 [ @,

ma-li prava strana smysl. Dale klademe
(N)/ f(x)dz =0.

Poznamka. Je-li ve Vété 9.5. dokonce ¢(t) : [a, 3] — [a, b], plati
b ¢-1(b) , B ,
W) [ fayde= ) [ RECOECEEEY | rew)s i
a d—1(a a
kde 4+ odpovidd pripadu ¢(t) rostouci/klesajici.
Definice. Délenim D intervalu [a,b] rozumime konecnou posloupnost

bodu zg < 11 < T9 < --- < x,, kde g = a, x,, = b.
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Je-li f(z) : [a,b] — R omezend funkce, definujeme proi=1...n
m; = inf f([zi1, 7)), M; = sup f([zi—1, 7)) .
Cisla
s(D) = s(D, f) = Zmz’(ffi—l — ;)
i=1

S(D) = S(D7f) = ZMz’(l'i—l - %)

nazyvame dolni resp. horni Riemannuv soucet funkce f(x), prislusny déleni
D.

Definice. Necht f(z) : [a,b] — R je omezend funkce. Potom supremum
mnoziny

{s(D); D je déleni [a,b]}

se nazyva dolni Riemannuv integral f(x) od a do b a znaéi se

b
®) [ fia)ds.
Naproti tomu infimum mnoziny
{S(D); D je déleni [a,b] }

se nazyva horni Riemannuv integral f(z) od a do b a znaci se
b
®) [ fia)ds.

Definice. Rekneme, ze déleni D je zjemnénim deéleni D, pokud D ob-
sahuje vsechny body D. Znac¢ime D C D.

~ Lemma 9.2. Necht f(z) : [a,b] — R je omezend funkce. (1) Jsou-li D,
D déleni intervalu [a,b] a D C D, je s(D) < s(D) a S(D) > S(D).
(2) Jsou-li Dy, Dy libovolnd déleni intervalu [a, b, je s(Dy) < S(D3).

Véta 9.6. Necht m < f(z) < M pro Vz € [a,b]. Potom

m(b—a) < (R)/ f(z)de < (R)/ flx)de < M(b—a).
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Definice. Necht f(z) : [a,b] — R je omezend funkce. Jestlize

mgﬂ@m:m%?mm

pak toto ¢islo se nazyva Riemannuv integral funkce f(x) od a do b. Znadci se

R)/ab f(z)dx

Rikdme, ze f(x) ma Riemanniv integral (je Riemannovsky integrovatelnd)
na [a, b], piseme f(z) € R(a,b).

Piiklady. @ (R) [, zdz = 1/2.

Poznamky. Lze dokdzat (nebudeme délat):
(1) Jsou-li f(z), g(x) € R(a,b), je také af(z) + Bg(x) € R(a,b) a plati

0@L1ﬁ<>+my /ﬁf Vot - /q<>

(2) Pokud f(x) < g(z) pro Vx € [a, b], tak

R [ s < ® [ owar.

(3)
b b
® [ )il <@ [ 5] as.
(4) Pokud |f(z)| < ¢ pro Vx € [a,b], tak
b
‘(R)/ flx)dz| <c(b—a).

Véta 9.7. [Intervalova aditivita pro R.i.] (1) Necht f(x) je omezend v
[, b], necht ¢ € (a,b). Potom

/f )z + (R /f m%?mw
R%fmw+m%fmw=m%3ww
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(2) Necht ¢ € (a,b) a necht f(x) € R(a,c), f(x) € R(c,b). Potom téz
f(z) € R(a,b) a plati

c b b
®R) [ f@)de+ ®) [ o) do=(R) [ ) do.
Dodatek k definici R.i. Pro b < a definujeme

®) [ swyaei= ) [ )

Déle klademe (R) [ f(x) dz = 0.

Poznamka. S vyse uvedenym dodatkem plati Véta 9.7. v tomto obecnéjsim
tvarw: je-li f(z) € R(a, ), a éisla a, b, ¢ € [a, 3] jsou libovolnd, pak plati:

®) [ s ®) [ rerae= @ [ s,

Lemma 9.3. [Postacujici podminka existence R.i.] Necht f(x) je omezend
v [a,b] a necht plati:

(Ve > 0) (3 dalen D) [S(D) —s(D) < g} .

Potom f(z) € R(a,b).
Lemma 9.4. Necht f(z) : [a,b] — R je spojitd. Potom

(Ve > 0)(30 > 0) (Yz.y € [a.8]) [|lo = 9| <8 = |f(2) = fw)| <<].

Poznamka. Vlastnost v predchozim lemmatu se nazyva stejnomeérnd
pojitost; je o néco silnéjsi nez obycejna spojitost v intervalu.

Véta 9.8. Necht f(z) je spojitd na [a, b]. Potom f(z) € R(a,b).

Véta 9.9. Necht f(x) je omezend, monoténni v [a,b]. Potom f(z) €
R(a,b).

Véta 9.10. [R.i. s proménnou horni mezi.] Necht f(z) € R(a,b) a
¢ € [a,b] je pevné. Definuji funkci

F(x) := (R)/xf(t)dt, x € |a,b].
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Potom:
(1) F(x) je spojita v [a, b].
(2) F'(x¢) = f(xo) plati pro kazdé zy € (a,b), ve kterém je f(z) spojité.

Dusledek. Necht f(x) je spojitd v (a,b). Potom f(z) mé v (a,b) primi-
tivni funkci.

Dusledek. Otédzka "ma dand f(x) primitivni funkci?” ma dva aspekty.

- diste teoreticky, odpoved je ANO, pokud f(x) je spojitd, (viz vyse).
Také vime, ze odpovéd je NE, pokud f(z) nema Darbouxovu vlastnost (diky
Véte 6.7.)

- 7z praktického hlediska zni otdzka malinko jinak: dokazi danou PF napsat
vzoreckem (tj. vyjarit pomoci elementarnich funkei)? A to zdaleka vzdy
nejde.

Casto uvadeény pifklad: funkce f(x) = exp(—z?) urcéité ma PF (je spo-
jitd), ale dé se dokdzat, Ze tato primitivni funkce se nedd vyjadtit pomoci
elementdrnich funkei.

Véta 9.11. [Vztah N.i. a R.i.] Necht f(z) je spojitd v [a,b]. Potom
f(x) € N(a,b) a plati

(N)/abf(x)dx = (R)/abf(x)d:v.

Poznamky. K nazornému vyznamu integralu: lze provést asi nésledujici
uvahu. Je-li ddna funkce f(x) : [a,b] — R, a jestlize ¢islo P € R vyjadiuje
"plochu pod grafem f(x)”, pak nutné P = (R)f; f(x)dx.

Podobné lze odvodit fadu dalsich vzorecku pro vypocet délky ktivky,

Poznamky.

Newtonuv integral - vyhody: snadny vypocet z definice, umi i neomezené
funkce/intervaly; nevyhody: spo¢iva na slozitém pojmu (primitivni funkce),
nazorny vyznam neni viibec jasny

Riemannuv integral - vyhody: elementérni definice (supremum, infimum),
nazorny vyznam snadno zduvodnitelny; nevyhody: takika nelze spocitat z
definice, funguje jen na omezenych funkcich a intervalech

Klicové je, ze pro spojité funkce davaji oba typy integralu stejny vysledek.



