5. PRIMITIVNI FUNKCE.
Kdybychom byli presprilis svédomiti,
neexistovala by vibec matematika.

Umluva. V celé kapitole jsou I a J oteviené intervaly.

Definice. Necht F(z), f(z) : I — R. Rekneme, ze F(x) je primitivni
funkce k f(x) v intervalu I, jestlize F'(x) = f(x) pro Va € I. Zna¢ime

/f(x) dr = F(z) v 1.

Terminologie: F(x) se také nazyva neurcity integral k f(z), f(z) je inte-
grand, z je integra¢ni proménna.

xn—i—l
Priklady. "dr = R. n> 1é
1 ;y @fa:ldx n+1v ,n >0 celé
@fx_f:mv(—ooﬂ)av((),oo),n22celé

€) fi_x = In|z| v (=00,0) a v (0,00); obecnéji [ 719 gy = In|f(z)] v

f(z)
I, pokud f'(z) existuje vlastni a f(x) # 0 vSude v [
@ fe“"’ dxr = e”, fsinzdx = —cosz, fcosxd:v =sinz, vse v R

dx

Véta 5.1. (Linearita integralu.)

(1)

x
— —arctgz v R

= arcsinz v (=1, 1), f1+
T

/af(x) + bg(z) do = a/f(:c) dm—irb/g(x) iz

v kazdém I, kde maji smysl integraly vpravo;
(2) Jestlize [ f(y)dy = F(y) v J, pak

/f(ax—i—b)d:c: %F(ax—i—b)

v kazdém [ takovém, ze {ax +b: z €I} C J.

Véta 5.2. (Integrace per-partes.) Necht u(x), v(x) maji vlastni derivace
v Vx € I. Potom



Piiklady. @ [zlnzdr = %2111:5 - xfflnzv v (0, 00)
@) oznacme [, = f(x;l%)n, n € N. Tedy I = arctgx v R, a integraci
per-partes odvodime rekurentni vzorec
x 2n —1

I, eEN.
2n(x? +1)n * 2n "

[n-l—l -

Véta 5.3. (1. véta o substituci.) Necht [g(y)dy = G(y) v J, a necht
f(z): I — J ma vlastni derivaci v Vx € I. Potom

Pitklady. @ [ze* de = Le”” v R

2
@ [cos’wdr =sinz — 2sin’z + fsin’z v R

Rozklad polynomiu. Kazdy (nenulovy) polynom Q(x) lze rozlozit

k

Q(z) = AT J(x — ay)»

J=1

kde a; € C se nazyvaji kofeny, p; jejich nasobnosti. Plati Z?:l pj rovna se
stupen Q(x).

Disledek: kazdy (nenulovy) polynom je roven nule v nejvyse konecné
bodech; pokud se dva polynomy shoduji v nekoneéné bodech, jsou nutné
totozné (maji stejné koeficienty.)

Pokud ma Q(x) redlné koeficienty a a = a4 i3 je kofen nasobnosti p, tak
a = a — if je také koten (stejné nésobnosti) a plati

(z —a)’(z —a) = [(z — a)(z — d)]p = [:cQ —2ax + o +62]p,

pricemz posledné uvedeny polynom druhého stupné nema tedy zadné realné
koteny.
Tedy kazdy polynom s redlnymi koeficienty lze rozlozit
Q(z) = A[[(@ —ay)» [ («* + bwz + c) ™, (%)
j=1 k=1

kde A, aj, by, ¢ jsou realna cisla, tj. a; jsou realné koteny () nasobnosti
pj, zatimco polynomy z? + byx + ¢, skryvaji dvojici komplexné sdruzenych
kotent nasobnosti gy.



y P
Véta F. (Rozklad na parcidlni zlomky.) Necht R(x) = ngg, kde P(x),
x
Q(x) jsou polynomy a stupenn P je mens{ nez stupenn Q. Necht Q(r) ma
rozklad (*). Potom existuji jednoznacné urcend cisla A;,, Bis a Cis € R tak,
ze

m  Pj n qk

Bksl’—FCks
ZZ z—aj +ZZ (2 + bz + cx)®

j=1 r=1 k=1 s=1

plati pro kazdé = kde Q(x) # 0.

P(a)
Q(z)

1. Pokud stupen P je vétsi nebo roven stupni (), délenim prevedu na tvar
Qz)’
kde p(z), P(x)jsou polynomy a stupeii P je mens{ nez stupeii Q.

Integrace raciondlni funkce. Je-li dana R(x) = , pak:

R(z) = plz) +

P
2. Funkci 2) rozlozim podle Véty F.
Q(x)

3. Integruji jednotlivé ¢leny rozkladu.
Priklad.

/ 3x d / dx +/ —r+1 d
T = T
3 —1 r—1 24+r+1

1 2 1
:ln|$—1|—5111($2+:c—|—1)+\/§arctg (7%4-%)

plati v (—o0,1) a v (1, 00).

Véta 5.4. (2. véta o substituci.) Necht f(x) : I — R, necht p(t) : J — I
je vzajemné jednoznacnd a ¢'(t) existuje koneénd a nenulova pro Vt € J.
Jestlize

/f(w(“)@”'(t) dt=G(t) v J,
pak

[1wdr=6(eat) w1

Poznamky. e 1. véta o substituci - schematicky:

, y="Ffx) | _ _ _
Jott@rwar| 700 = [oway=cw = (@),
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Pouziva se v pripadé, ze integrand ma specialni tvar, tj. slozend funkce krat
derivace vnitini funkce. Substituovana funkce f(z) nemusi byt prosta.
e 2. véta o substituci - schematicky:

[ 2750 L= [ e = o = Feaw).

V tomto pripadé substituovana funkce ¢(t) musi byt vzdjemné jednoznacnd
a ¢'(t) # 0. Druhd véta o substituci se pouziva hlavné ve standardnich
situacich, viz dale.

Typové substituce. V dalsim je R = R(u,v) raciondlni funkce dvou
promménych, tj. R je z u, v vytvorena operacemi +, —, - a /.

)
b
/R(:c, o 07+ )d:c.
cr+d
Substituce t = {/ Zgig vede na integraci racionalni funkce.
Priklad:

/ dx

x4+ 2/ —1

Poloz t = Vo — 1, tj. x = o(t) = 1> + 1, ¢/(t) = 2t - predpoklady Véty 5.4
splnény (I = (1,00), J = (0,00)); dostavame

2 dt 2
2T o+ )+ v I
/(t+1)2 a4y v

Po zpétné substituci je vysledek 2In(1 + vz —1)+2/(1+ vz — 1) v (1, 00).
@
/R(sin x,cosx)dx.

Pouziva se substituce t = tg(x/2), tj. x = ¢(t) = 2arctgz. Odsud

2t 1 —¢? 2

Sinx:m, COS,I:m, I’:m

dt

coz vede opét na integraci racionalni funkce. Pozor: substituce dava vysledek

jen pro z € (—m, ).
Priklad:

/ dr

24 cosx’
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vede na integral
/ 2dt _ 2 arct (i)
T N A AW

dx —iarc tg(x/2),
/2+COS$_\/§ te V3 );

plati v (—m, 7) a diky periodicité v kazdém intervalu ((2k — 1)m, (2k + 1)7).
Pokud chci primitivni funkci na delsim intervalu, musim vysledek provést
slepeni (zespojiténi) vysledné funkce

Tedy

tg(z/2)
V3

2
Fy(z) = —= arctg (

73 ):

Napriklad funkce

Fy(z), x € (—m,m)
Fi(z) = %, rT="7

Fy(x) + 2—\/%, x € (m,3m)

je primitivni k f(z) = 1/(2 + cosx) v intervalu (—m,37). Pro z # 7 je
F/(x) = f(x) zjevné, v bodé z = 7 to elegantné vyfesime pomoci pozdéjsi
vety.

8)
/ R(exp(ax)) dx

se prevede na integraci racionalni funkce substituci ¢ = exp(az), dz = dt/at.

@
/R(x,\/ax2 +bx+c)dr.

Pokud a < 0, 1ze BUNO predpoklddat, ze p(x) = az® + br + ¢ ma realné
koteny. Ptepiseme

Var? +be+c=v/a(z — Nz — p) = @ — p)y | ——=,

¢imz obdrzime integral typu (D).



Pro a > 0 pouzijeme Eulerovu substituci
Vax? +bxr +c=t—+ax.

Ta vede opét na racionalni funkci, navic lze dokazat, ze spliuje predpoklady
Véty 5.4. na vSech intervalech, kde je p(z) > 0.

Poznamka. (Integral a derivace komplexnich funkei.)
Necht F(z), f(z): I — C. Potom F'(z) = f(x) znaci

{ReF(z)} =Ref(zr), {ImF(z)} =Imf(z).

Stejny vyznam mé [ f(z)dx = F(x).
Diky vzorecku (dokdzeme pozdéji pii presnéjsim zavedeni elementarnich
funkei)
exp|(a +if)z] = exp(ax)[cos(fz) + isin(fBz)]

vyplyva, ze exp(ax)’ = aexp(ar), a také

exp(ax)

/exp(am) dx =

a

plati pro a € C. Rozkladem na redlnou a imaginarni cast ziskdme uziteéné
vztahy

/exp(cw) cos(fz) dx = e@);piaﬁl’g [ cos(Bz) + Bsin(Bz)]
/exp(ax) sin(fz) dx = (Z(zp_(i_a;z) [asin(Bz) — B cos(Bx)] .



