3. ELEMENTARNI FUNKCE.
Véta C. Existuji funkce sin(z) a cos(z) z R do R a ¢islo m € (0, 00) tak, ze
plati:
1. sin(z +y) = sin(z) cos(y) + cos(z) sin(y) pro Vz, y € R,
cos(z + y) = cos(x) cos(y) — sin(zx) sin(y) pro Vz, y € R;
2. sin(—z) = —sin(x) pro Vo € R,
cos(—x) = cos(x) pro Vz € R;
3. funkce sin(z), cos(z) jsou spojité v R;

4. funkce sin(z) je rostouci v [0,7/2] a sin(0) = 0, sin(7/2) = 1;
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Funkce sin(x), cos(x) jsou témito vlastnostmi uréeny jednoznacné.

Z 1-5 lze vyvodit vSechny dalsi znamé vlastnosti funkei sinx a cosz.

e cos0 = 1, nebot 1 = sin(7/2 + 0) = sin(7/2) cos0 + cos(7/2) sin 0 =
cos0+0 (dle 1, 4)

e cos?(z)+sin?(x) = 1, nebot 1 = cos 0 = cos(x+(—x)) = cos(z) cos(—x)—
sin(z) sin(—xz) = cos?(x) + sin®(x) (dle 1, 2, 4 a piedchoziho bodu)

e |sin(z)| <1, |cos(z)] <1 v R (dle pfedchoziho bodu)
e cos(m/2) =0, cos(m) = —1, sin(—7n/2) = —
(dobrovolné doméci cviceni)
e cos(x + m) = —cos(x), sin(z + 7) = —sin(z), (dle 1 a predchoziho)
e funkce sin(x), cos(z) jsou 2m-periodické (dle predchoziho)

)
), cos(x) lze vzajemné nahradit:
(x —m/2)
cos(x) = sin(z + 7/2)

(dle 1)

e funkce sin(x

sin(x) = cos



e sin(a) — sin(b) = 2 cos %’ sin
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a+b

cos(a) — cos(b) = —2sin =

- tyto vzorce odvodime nasledujicim trikem: polozime z := (a + b)/2,
y:=(a—"0)/2. Pak a = x +y, b = x — y a uzijeme vzorce 1.
o dalsi uzitecné vzorce:
sin(2x) = 2sin(x) cos(x)
cos(2z) = cos?(z) — sin?(x)
cos?(x) = 3(1 + cos(2x))
sin’(z) = 1(1 — cos(2x))
1—cosxz

e zakladni limita pro cos: lim ———— =
z—0
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Véta D. Existuje funkce In(z) z (0,00) do R takova, ze
1. In(zy) = In(x) + In(y) pro Vz, y € (0, 00);
2. In(z) je rostouci a spojita na (0, co);

In(1+ =
lim g —
x—0 €x
Funkce In(z) je témito vlastnostmi jednoznacné urcena.

Z 1-3 plynou dalsi vlastnosti funkce In(z):

e Inl=0,nebof Inl =1In(1.1)=Inl1+1Inl

e In(1/x) = —In(z), nebot 0 =In1 =1In(z-1/z) = In(z) + In(1/x)



e lim In(z) = co. Chceme ukazat, ze

r— 00

(VK >0)(30 > 0)[z € P(co,0) = Inz > K].

Necht K > 0 je ddno: protoze In(z) je rostouci, je In2 > Inl =0 a
tedy existuje n € N tak, ze nln2 > K. Polozme § = 1/2".

Potom z € P(00,0) = o> 2" = Inz >nln2> K.

e lim = —o0, nebot
z—0+

lim In(z) = lim In(1/y) = lim [—In(y)] = —oc.
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e In((0,00)) = R. Obor hodnot je interval (ze spojitosti); podle ptedchoziho
je shora i zdola neomezeny.

Véta E. Existuje funkce exp(z) : R — (0, 00) takové, ze plati:

1. exp(x 4+ y) = exp(z) exp(y) pro Vz, y € R;
2. exp(z) je spojitd a rostouci v R;

3. lim 7exp(x) -1 =
x—0 x

1.

Funkce exp(z) je navic vlastnostmi 1-3 jednozna¢né urcena.

Samoziejmeé funkce In z a exp x jsou vzajemneé inverzni. Vétu E muzeme také
dokazat z Véty D tak, ze polozime exp = (In)_; — vSechny vlastnosti exp(z)
pak plynou z vlastnosti In(z) a z toho, ze jde o funkce vzajemné inverzni:

e exp(z) je rostouci, nebot In(x) je rostouct
e exp(x) zobrazuje R vzajemné jednoznacné na (0, 0o)
e vlastnost 1 plyne z vlastnosti 1 funkce In(x), Véta D

e limita sub 3 plyne ze zdkladni limity pro In(x) (vlastnost 3 ve Vété D)
a ze spojitosti funkce exp(x)



Funkce exp(z) ma tyto dalsi vlastnosti (dokazte sami):
e exp(0) =1
e exp(—x) = 1/exp(x) pro Vo € R
e exp(nz) = [exp(z)]" pro Ve € R, n € N

e lim exp(z) = 0o

r—00

e lim exp(z) =0

r——00

Definice. (Obecnd mocnina.) Pro z > 0, a € R definuji 2% = exp(alnz).
Déle definuji 2° = 1 pro kazdé x € R, specidlné téz 0° = 1.

Poznamky. Jak chdpeme symbol z¢?
e proa=n€Njex® =z x...r (ndsobeno n-krat)
e pro —a=n € N je 2* = 1/2~ a uziji pFedchozi definice
o V=1

e pokud a ¢ Z, nezbyva nez pouzit definici 2% = exp(alnz) (kterd ovsem
pro a € Z dava stejny vysledek jako tii predchozi)

Symbol /x m4 zvldstni vyznam, uréeny Vétou B.

Rozdily a souvislosti: pokud x > 0, plati vSechno tak, jak ocekdvame: /z =
zw, (29) = 2% atd.

Pokud oviem z < 0, objevi se rozdily: /—1 = 1, aviak (—1)% neni defi-
novéno. Podobné [(—1)2]7 = 17 = 1, aviak (—1)21 = (—1)2 nen{ definovéno.

Definice. (Dalsi elementérni funkce.)
@ arcsin = (8in |_r/2,x/2))

@ arccos = ( cos |[07ﬂ)_1
Qtgr =2 0 # 5 +ka

@ arctgr = (tg(_w/z,wm) )_1
® cotgr = 2% x # km

sinx’
Definice. Funkce se nazve (na daném definiénim oboru) elementérni, jestlize
je to:



(1) polynom, raciondlni funkce, odmocnina

(2) sin, cos, exp, In

(3) arcsin, arccos, arctg

(4) jakakoliv dalsi funkce, kterd vznikne z predchozich koneénym opakovanim
operaci s¢itani, odc¢itani, nasobeni, déleni a skladani.

Poznamky.

e funkce sinhx = %(exp x — exp(—x)) (hyperbolicky sinus) je zjevné ele-
mentarni. Funkce k ni inverzni (zvand argsinh) ovsem také, protoze argsinhy =
In(y + y2+1)

e ve skutecnosti se vSechny elementarni funkce daji vytvofit pomoci exp a In,
pokud povolime komplexn{ argumenty: napf. sinz = o (exp(iz) —exp(—iz)),
arcsinz = —iln(ix + V1 — x2).

e pitklad funkce, kterd neni elementarni (na zddném intervalu): Dirichletova
funkce



