1. UvoD. REALNA CiSLA.

Véta Al. (Algebraické vlastnosti R.) Existuje mnozina redlnych ¢isel R,
kterd obsahuje prvky 0 a 1, a jsou na ni definovany operace ’-’ (ndsobeni) a
'+ (sciténi) tak, ze plati (pro Vr, y, z € R):

r+y=y+z,z-y=y-x

(i) s+ (y+2)=@+y) +zz-(y-2)=(r-y) 2
(ii)z-(y+z2)=x-y+x-z

(iv)0+z=z,1-z=2

(v) 0-z=0anaopak: z-y=0 = z=0Vy=0

(vi) Vz, z Jly tak, ze x + y = z, toto y znacime z — x

(vii) Vz, Vx # 0 dly tak, ze x - y = z, toto y znaéime z/x

Véta A2. (Uspordadani R.) Na mnoziné R je definovéna relace '<’ (mensi
nez) tak, ze plati (pro Vz, y, z € R):

(i) nastane pravé jedna z moznosti: © =y nebo x < y nebo y < x
ir<y&ky<z = <z

i)z <y = x+2<y+=z

(iv)0<z&0<y = 0<zx-y

Definice. (Vyznacné podmnoziny R.)
N ={1,2,3,...} (pfirozend ¢isla)
Z=NU{0,—1,-2,...} (cela cisla)

Q ={% p€Z, qe N} (raciondlni ¢isla)

(a,b) ={x; a <z < b}
[a,0] = {z; a <z < b}
(a,b] = {x; a <x < b}
[a,b) = {z; a <z < b}

(a,40) ={x; = > a}
la, +00) ={z; x > a}

Definice. Pro z € R definuji |z| (absolutni hodnota z) jako

x, x>0
x| =

—x, =<0

Lemma 1.1. Necht a > 0. Potom |z| < a pravé kdyz —a < z < a.

Véta 1.1. (Trojihelnikovéd nerovnost.) Pro Vz,y € R plati:
(1) |z +yl < [z|+y|

(i) [z —y[ < |z] + [y]

(iti) |z 4+ y| = ||| — [y]]

(iv) [z —y| = ||| = |yl



Definice. (Odmocnina.)

1. Necht n € N je sudé a a > 0. Potom existuje jednoznacné uréené b > 0
tak, ze b = a. Znacime b = {/a.

2. Necht n € N je liché a a € R. Potom existuje jednoznacné uréené b € R
tak, ze b" = a. Znacime b = {/a.

Vyrok dne. Neni (obecné) pravda, ze Va2 = x - to plati jen pro = > 0, pro
x < 0 mame Va2 = —uz.

Véta 1.2. Existuji iracionalni ¢isla.

Véta A3. (Vlastnosti N.)

(i) Vx € R In € N tak, ze n >«

(ii) (princip indukce) - Necht M C N spliuje: (a) 1 € M (b)n € M =
n+1¢& M. Potom M = N.

Veéta 1.3. Kazdy otevieny interval obsahuje nekoneé¢né mnoho racionalnich
a nekone¢né mnoho iraciondlnich ¢éisel.

Definice. Necht M C R.

Prvek x € M se nazve maximum (nejvétsi prvek) M, pokud pro Vy € M
plati y < x. Znac¢ime x = max M.

Prvek x € M se nazve minimum (nejmensi prvek) M, pokud pro Vy € M
plati y > x. Znacime x = min M.

Cislo K se nazve hornf odhad M, pokud pro Vz € M plati z < K.

Cislo L se nazve dolni odhad M, pokud pro Vz € M plati z > K.

Mnozina se nazve shora omezena, ma-li néjaky horni odhad; zdola omezena,
ma-li néjaky dolni odhad; omezena, je-li omezend shora i zdola.

Definice. Necht M c R. Cislo S se nazve supremum mnoziny M, znaéime
S = sup M, jestlize

(i) Ve € M plati z < S

(i) VS' < S Jy € M tak, ze y > 5’

Cislo s se nazve infimum mnoziny M, znaéime s = inf M, jestlize

(i) Vo € M plati x > s

(i) Vs’ > s dJy € M tak, zey < &'

Véta A4. Necht M C R je neprizdnéd a shora omezend. Potom existuje
S € R tak, ze S = sup M.

Véta A4’. Necht M C R je neprazdni a zdola omezens. Potom existuje
s € R tak, ze s = inf M.

Definice. (Komplexni ¢isla.) Symbolem C znac¢ime mnozinu vsech ¢isel
tvaru z + iy, kde x,y € R a i je imagindrn{ jednotka (plati i = —1.) Je-li
z =z + 1y, piseme Re z = z, Im z = y (redlnd, resp. imagindrni ¢ast z).



Definice. (Rozsifend redlnd c¢isla.) Klademe R* = R U {(+)oo, —o0}.
Usporadani a pocetni operace s prvky +oo definujeme takto:

e Vr € Rje —0o << o0, didle —oo < 00

e Vxr e Rjex+00 =00, 2—00 = —00, dile co+00 = 00, —00—00 = —00
o Vxr>0jex-00=00,x(—00)=—00,dédle co-00 =00
o Vx <0jex-00=—00, 2 (—00)=o00,ddle —00 - (—00) =00

VieRje — =0, — =0
(0. @) —0

T £00o

Nedefinovano zustava: oo — oo, 0 - (£o0), 0’ Too'
00

2. REALNE FUNKCE. LIMITA A SPOJITOST.

Definice. Nechf M, N jsou mnoziny. Funkci (zobrazenim) f z M do N
se rozumi libovolny piedpis, ktery kazdému prvku z M pritadi pravé jeden
prvek z N. Znaéime f: M — N, z +— f(x).
Funkce je prostd, pokud = #y = f(x) # f(y). Pro A C M definuji obraz
A jako

f(A) ={y € N; 3z € N tak, ze f(z) =y}

a pro B C N definuji vzor B jako
f7(B) ={x € M; f(x) € B}.

Funkce je 'na’ (zobrazuje M na N), pokud f(M) = N.

Je-li f: M — N prosta a na, fekneme, ze je vzajemné jednoznacna. Pak
lze definovat inverzni funkci f_; : N — M, kterda prvku y € N prifadi ten
(jednoznaéné urceny) prvek z € M, ze f(x) = y.

Je-li f +: M — N, a A C M, pak restrikei (zizenim) f na A rozumim
zobrazeni, kterd ma stejny predpis jako f, ale uvazuji ho jenom pro z € A.
Znacime f|4.

Je-li f : M — N, g: N — K, definujeme slozené zobrazeni (superpozici)
go f: M — K predpisem z — g(f(x)).

Obcas piseme f : M — N, ackoliv f(z) neni definovdno pro tplné vsechna
x € M. Pak znaéi Dy (defini¢ni obor f) mnozinu téch x € M, pro néz f(x)
definovéno je, a Hy (obor hodnot) znac¢i f(Dy).

Definice. Necht § > 0. Pro z, € R definujeme
U(zg,0) = (xg — 9,29 + 0) ... kruhové d-okoli xg



P(x0,0) = U(xg,0) \ {zo} = (29 — 9, 20) U (2,20 +9) ...prstencové (reduko-
vané) d-okoli zg

Ui (20,9) = [xg, 20 + ) ...pravé kruhové §-okoli xg

U_(z0,9) = (xg — 6, x0] ...levé kruhové §-okoli

P, (z9,0) = (xg,z0 + 0) ...pravé prstencové d-okoli

P_(x0,d) = (xg — 6, x¢) ...levé prstencové d-okoli xg

Dale definujeme
U(00,6) = (4, 00], P(00,4)
U(—00,0) = [—o00,—%), P(—

U_(00,0) =U(00,9), P_(00,0) = P(00,9), Ui (—00,0) = U(—00,6), Py(—00,0) =

P(—00,9).
Pravé okoli oo, levé okoli —oco nedefinujeme.

Poznamky.

e pozoruji: 61 < 0 = U(wg,d1) C U(xg,02) ...Cim mensi §, tim mensi
okoli (platiiu £o0)

e jediny rozdil mezi U(xg,d) a P(xg,9): bod zg

e pro xg € R plati:

U(I‘(),é): {ZL’ER, \x—xo\ <(5}
P(x0,6) = {z € R; 0 < |z — z0| < 5}

e piseme U(xy) misto U(xzg,0), pokud na ¢ nezélezi; obrat "na jistém P(x)
plati...” je zkratka za ”existuje § > 0 tak, ze pro kazdé = € P(x¢,d) plati...”

Véta 2.1. (Hausdorffiv princip oddéleni.) Necht zg, x; € R*, zy # 2.
Potom existuje § > 0 tak, ze U(xg, d)NU(x1,d) = 0. Speciélné zq ¢ U(z1,9).

Definice. Necht 2y € R*, necht f(z) je definovdna na jistém P(xg,d). Cislo
A € R* se nazve limitou f(z) v bodé xg, jestlize

(Ve > 0)(30 > 0) [z € P(xo,0) = f(z) € U(A,g)].

Znacime f(x) — A pro x — xg, nebo lim f(z) = A.

T—xo

Terminologie: pokud A € R, jde o limitu vlastni (kone¢nou), pro A = 400
je limita nevlastni.

Poznamky.

e limita v xy nezavisi na f(x), f nemusi byt v 2o ani definovana

e nazorné: x blizko g, ale rizné od xg = f(x) blizké (nebo rovné) A
e ckvivalentni zapis:

(Ve > 0)(30 > 0)[f(P(x0,6)) C U(A,e)].



specialné pro xgy, A € R:
(Ve >0)(30>0)[0 <|z—az| <6 = |f(z) — A <¢].

e limita (pokud existuje) je nejvyse jedna

Piiklady. (D) lim, ., 2% =4

@ lim,_or7 %2 =0

@ Dirichletova funkce

pa-{; e

nem4 limitu v zaddném bodé.

Definice. Necht z € R, necht f(z) je definovdna na jistém P, (x,0)
(respektive P_(zg,0d)). Cislo A € R* se nazve limitou f(z) v bodé z( zprava
(resp. zleva), jestlize

(Ve > 0)(30 > 0) [z € P(x0,0) = f(z) € U(A,¢)]
respektive
(Ve > 0)(30 > 0) [z € P_(x0,0) = f(zx) € U(A,2)].

Znacime f(x) — A pro z — xo+, lim+f(:c) = A, resp. f(z) — A pro
T—T0

r — xo—, lim f(z)=A.
T—x0—

Priklady.

@ pro funkci signum
1 x>0

sgnx = ¢ 0 z=0

-1 <0

plati: lim, g, sgnz =1, lim,_.o_sgnx = —1

@) 11151i =41

Veéta 2.2. Nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:
(1) lim,_,, f(z) existuje a rovna se A
(2) limity lim, .+ f(2), lim,_,,— f(x) existuji a rovnaji se témuz A

Umluva. Redlnou funkei rozumime funkci z R do R, tj. nepfipoustime

400 v argumentu nebo hodnoté funkce. Déle symbolem 4§ > 0 rozumime
36 € (0,00).

Definice. Funkce f(z) se nazve omezend na mnoziné M, pokud existuje
K > 0 tak, ze |f(x)] < K pro Vo € M.

bt



Piiklady.
@ sinz je omezena v R

@ f(z) = . neni omezend na zadném P(0)

Lemma 2.1. (1) Necht f(z) ma v bodé xy vlastn{ limitu. Potom f(z) je
omezend na jistém P(zg).

(2) Necht f(z) méa v bodé z limitu (i nevlastn{), riznou od 0. Potom f(z)
je na jistém P(z() “odrazend od nuly”, tj.

(36 > 0) (3A > 0) [z € P(zo,6) = |f(z)| > A].

Véta 2.3. (Aritmetika limit - 1. verze.) Necht f(z) — A, g(x) — B pro
r — xg, kde A, B € R. Potom

(1) f(x) +g(x) - A+ B

(2) f(z) —g(z) - A= B

3) f(z)-g(x) = A-B

(4) pokud B £ 0, tak 1) %

9(x)
pro r — xg.

Véta 2.4. Necht f(z) je omezend na jistém P(zg), necht g(x) — 0 pro

r — x9. Potom f(z)-g(z) — 0 pro z — xo.

Poznamka. Plati jednostranné verze uvedenych vét, napf.:

Jestlize f(x) — A, g(x) — B pro x — xo+, pak f(z)-g(x) — A- B pro
T — To+.

Jestlize f(x) je omezend na jistém P_(zg) a g(z) — 0 pro x — zp—, pak
f(x)-g(x) — 0 pro z — xo—.

Atd.

Definice. Nechf 2y € R, necht f(x) je definovéana na jistém U (zo). Rekneme,
ze f(x) je spojita v xg, jestlize

(Ve >0)(30 > 0) [z € U(xo,8) = f(z) € U(f(20),2)].
Ekvivalentni zapisy:

(Ve > 0)(36 > 0) [f(U(zo,9)) C U(f(x0),¢)]
(Ve >0)(30 > 0)[|lz —mo| <6 = |f(x) — flzo)] < €]

Véta 2.5. (Vztah limity a spojitosti.) Nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:
(1) f(z) je spojita v o
(2) lim f(z) existuje a rovnd se f(zo)

T—T0
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Strucné feceno: spojité funkce jsou takové, ze limitu z — xzg spocitam
dosazenim z = x.

Piiklady.

D polynom, tj. funkce tvaru p(z) = apz"™ + a1zt + - -+ + a,, kde a, € R
jsou konstanty, je spojity v kazdém zq € R

@ raciondlni funkce, tj. funkce tvaru R(z) = %, kde p(z), q(z) jsou
polynomy, je spojitd v kazdém xq € R, ve kterém ¢(z¢) # 0

@ funkce sin x, cosx, exp x jsou spojité v kazdém bodé z R; funkce log x je
spojitd v kazdém bodé z (0, 00) - uvidime pozdéji

@ funkece \/x je spojitd v kazdém bodé z (0, 00); uvidime pozdéji, ze /x je
vzdy spojitd (ve svém definicnim oboru)

®) funkce sgnzx je spojitd vsude mimo z = 0

© funkce F(z) = z-D(z), kde D(z) je Dirichletova funkce, je spojitd vz =0
a nikde jinde

i~

Véta 2.6. (Limita superpozice) Necht f(z) — yo pro  — g, necht g(y) —
A pro y — yo, kde A, x, yo € R*. Necht je dale splnén alespoii jeden z
nasledujicich predpokladu:

(a) g(y) je spojita v yo

(b) 36 > 0 tak, ze f(z) # yo pro Vo € P(xo,9)

Potom ¢g(f(x)) — A pro z — xy.

Piiklady.
D \/933—3x2+ — /3 proxz — 2
® sm(x;tx )
@ ! bez predpokladu (a) nebo (b) se nelze obejit: definuji f(z) = 0 pro
Ve € R, g(y) = 0proy # 0 a g(0) = 1. Potom f(z) — 0 pro z — 0,
g(y) — 0 pro y — 0, avsak g(f(z)) — 1 pro z — 0.

— 1 prox —0

Poznamka. Vyrok f(z) — oo pro z — zy muzeme ekvivalentné napsat jako
(VK > 0)(36 > 0)[z € P(z9,0) = f(z) > K] .
Podobné f(x) — —oo pro x — ¢ je ekvivalentni

(VL < 0)(36 > 0)[z € P(x,0) = f(z) < L].

Véta 2.7. (Aritmetika limit - obecna verze.) Necht f(z) — A, g(x) — B
pro r — xg, kde A, B € R*. Potom

(1) f(x) +g(zx) = A+ B

(2) f(x) —g(x) = A-B



(3) J}((x)>'g(w) —A-B
x

wid- 2

glx) B
pro x — g, ma-li vyraz napravo smysl.
Piiklady. (D leﬂ — oo.olo+1 =0 proz — o0
@ ®+32+4 =2 1+3+ %) - (—o0)3(1 +
T — —00

i (_2‘0)3) = —00 pro
Pozndmka. Proc¢ nedefinuji nékteré vyrazy, napt. 2?7 Protoze kdyz f(x) —

f(x)

ggx) . — Operace s oo jsou definovany

00, g(x) — o0, nelze obecné Fici, co déla
praveé tak, aby platila Véta 2.7.

Véta 2.8. Necht f(x) — 0 pro z — .
(1) Je-li navic f(x) > 0 na jistém P(xg), pak ﬁ — 00 Pro T — .

(2) Je-li naopak f(x) < 0 na jistém P(x¢), pak ﬁ — —00 pro T — Zo.

Priklady. %E — 00 pro r — 0+

1
@ 7z — —coprox — 0-—

Véta 2.9. (Zachovani nerovnosti v limité.) Necht f(z) — a pro z — zq.
Necht existuje A € R tak, ze f(x) < A na jistém P(z0). Potom a < A.

Poznamky. e plati zrcadlova verze s > misto <

e neplat{ verze s ostrou nerovosti: f(z) = 1 — 1 < 1 na P(oc0), aviak

lim, . f(z)=1<£1
e souhrné: neostra nerovnost se v limité zachova, ostra se muze zménit v
rovnost

Véta 2.7. (O dvou policajtech.) Necht f(z), g(z), h(z) jsou definovdny na
jistém P(xg).

(1) Necht g(z) < f(z) < h(x) plati na jistém P(x¢), a necht g(z) — a,
h(x) — a pro x — xg, kde a € R. Potom f(z) — a pro x — xy.

(2) Necht g(z) < f(x) na na jistém P(z), necht g(x) — oo pro x — .
Potom f(x) — oo pro x — xy.

(3) Necht f(z) < h(z) na na jistém P(xg), necht h(z) — —oo pro x — x.
Potom f(x) — —o0 pro x — .

Piiklady. (D L;§J++11 — 1 pro = — o0, kde

LyJ:maX{kGZ:k‘Sy}

je tzv. cela cast y.
@) cosx +x — —00 pro x — —o0



Véta 2.11. Necht f(z) je monoténni v intervalu (a,b). Potom existuje
lim, .y f(x) alim,_, f(x).

Definice. Necht f(z) je definovéna na jistém U, (zg) (respektive U_(xg)),
kde xy € R. Rekneme, ze f(x) je spojita v xq zprava (resp. zleva), jestlize

(Ve > 0) (36 > 0) [ € Uy (x0,8) = f(x) € U(f(z0),5)]
respektive

(Ve > 0)(36 > 0) [x € U_(z0,6) = f(x) € U(f(z0),)].
Ekvivalentnf zépisy (pro spojitost zprava):

(Ve > 0)(30 > 0) [f(Us(0,9)) C U(f(x0),2)]
(Ve>0)(30>0)[zg <z <ao+d = |f(x) — flz0)] <é]

Véta 2.12.

(1) f(z) je spojita v xq zprava, prave kdyz lim, ..+ f(z) = f(x¢).
(2) f(z) je spojitad v xq zleva, prave kdyz lim, ., f(z) = f(x¢).
(3) f(z) je spojita v xg, pravé kdyz je tam spojitd zleva i zprava.

Piiklad. f(z) = |z| je v 0 spojitd zprava, nespojitd zleva.

Definice. Necht I C R je interval a f(z) : I — R. Rekneme, ze f(z) je
spojita v I (na I), jestlize pro kazdé xq € I plati:

(Ve >0)(36 > 0) [z € Uz, 0) NI = f(x) € U(f(x0),¢)] .

Poznamka. U intervalu rozlisujeme vnitini a krajni body. Bod zy € I je
vnitini, pravé kdyz existuje § > 0 tak, ze U(xg,0) C I. Krajni bod muze,
ale nemusi byt prvkem intervalu.

Tedy (a,b), [a,b), (a,b] a [a,b] jsou intervaly s krajnimi body a, b. Vnitinimi
body jsou ve vsech ¢tytech piipadech body z (a,b).

Véta 2.13. Necht I C R je interval a f(z) : I — R. Potom nésledujici
tvrzeni jsou ekvivalentni:

(1) f(x) je spojita v I

(2) f(x) je spojita v kazdém vnitinim bodé I; pokud levy krajni bod je
prvkem I, je v ném spojita zprava; pokud pravy krajni bod je prvkem I, je
v ném spojita zleva

(3) f(z) je spojitd zprava v kazdém bodé I, ktery neni pravy krajni, a je
spojita zleva v kazdém bodé I, ktery neni levy krajni



Véta 2.14. Necht f(z), g(z) jsou spojité v intervalu I. Potom funkce
f(x)+g(z), f(x) —g(z), f(x)- g(x) jsou spojité v I. Jestlize g(x) # 0 pro
Vx € I, je také funkce gg; spojita v 1.

Véta 2.15. (Spojitost superpozice.) Necht f(z) je spojita v I, necht g(y)
je spojitd v J, kde I, J C R jsou intervaly. Necht f(I) C J. Potom funkce
(go f)(x) je spojita v I.

Poznamka. Thned z definice plyne: je-li f(z) spojitd v I, a I I, pak f(z)
je spojita v 1.

Véta 2.16. (Darbouxova.) Necht f(x) je spojitd v I, kde I C R je interval.
Necht « lezi mezi f(a), f(b), kde a, b € I. Potom mezi a, b lezi ¢ takové, ze

fle) =1
Poznamka. Vétu A4 lze zobecnit takto: Necht M C R je neprazdna. Potom
existuje S € R* tak, ze S = sup M.

Lemma 2.2. (Charakterizace intervalu.) Necht neprdzdnd M C R mé
nasledujici vlastnost:

[*] Jsou-li v, B € M a ¢islo y lezi mezi o a 3, pak také v € M.

Potom M je interval.

Dusledek. Necht I C R je interval a f(z) : I — R je spojitd. Potom f([I)
je také interval. (Spojity obraz intervalu je interval.)

Véta 2.17. (O inverzni funkci.) Necht I C R je interval a f(x) je spojit4,
ryze monoténni v I. Oznaé J = f(I). Potom J je interval, f(x) : I — J je
vzajemné jednoznaénd a f_1(y): J — I je spojitd a ryze monoténni.

Dusledek. Dikaz Véty B (o odmocniné), navic dostavame, ze {/x je pro
sudé n spojita v [0, 00), pro liché n je spojitd v R.

Lemma 2.3. (1) Necht f(x) je definovdna na jistém P(0o). Potom
lim f(x) = lim f(1/y).
T—00 y—0+

(2) Necht f(x) je definovéna na jistém P(—o0). Potom

lim f(z)= lim f(1/y).

Tr——00

Rovnost chapu takto: existuje-li jedna limita, existuje i druha a rovnaji se.

Poznamky. Necht I C R je interval. Funkci F(z) : I — C ztotoznim s
dvojici funkei fi(x) : I — R, fo(z) : I — R, kde F(z) = fi(z) + ifs(x),
neboli fi(x) = Re F(x), fo(z) = Im F(z).

10



Limitu definuji takto: F(z) — A € C pro x — x, jestlize Re F'(z) — Re A,
Im F(z) — Im A pro x — x.

Spojitost analogicky: F'(x) je spojita (v bodé, na intervalu), jestlize funkce
Re F(z), Im F(x) jsou spojité.

Timto pfechodem k redlné resp. imagindrni ¢asti dokédzeme napft. zobecnéni

Vety 2.3. pro A, B € C.

3. ELEMENTARN{ FUNKCE.

Véta C. Existuji funkce sin(z) a cos(z) z R do R a ¢islo m € (0, 00) tak, ze

plati:

1.

sin(x 4 y) = sin(z) cos(y) + cos(x) sin(y) pro VY, y € R,
cos(z + y) = cos(x) cos(y) — sin(x) sin(y) pro Vz, y € R;
. sin(—z) = —sin(z) pro Vz € R,

cos(—x) = cos(x) pro Vz € R;

. funkce sin(x), cos(x) jsou spojité v R;

. funkce sin(x) je rostouci v [0,7/2] a sin(0) = 0, sin(7/2) = 1;

lim sin(x)

z—0 X

=1.

Funkee sin(z), cos(z) jsou témito vlastnostmi urceny jednoznacné.

Z 1-5 lze vyvodit vSechny dalsi znamé vlastnosti funkei sinx a cosz.

cos0 = 1, nebot 1 = sin(m/2 + 0) = sin(7/2) cos0 + cos(7/2) sin0 =
cos0+0 (dle 1, 4

cos?(x)+sin?(z) = 1, nebot 1 = cos 0 = cos(x+(—x)) = cos(x) cos(—z)—
sin(z) sin(—z) = cos?(x) + sin*(x) (dle 1, 2, 4 a piedchozfho bodu)

|sin(x)| <1, |cos(z)| <1 v R (dle predchoziho bodu)

cos(m/2) =0, cos(m) = —1, sin(—7/2) = —1

(dobrovolné doméci cviceni)
cos(x 4+ m) = — cos(x), sin(x + 7) = —sin(x), (dle 1 a predchoziho)

funkce sin(z), cos(x) jsou 2m-periodické (dle predchoziho)

11



e funkce sin(z), cos(x) lze vzajemné nahradit:
sin(x) = cos(z — 7/2)

cos(x) = sin(z + 7/2)

(dle 1)
e sin(a) — sin(b) = 2 cos %P sin 4=°
cos(a) — cos(b) = —2sin “—*b sin 252

- tyto vzorce odvodime nésledujicim trikem: polozime z := (a + b)/2,

y:=(a—"0)/2. Pak a = x + y, b = x — y a uzijeme vzorce 1.
o dalsi uzitecné vzorce:

sin(2x) = 2sin(z) cos(x)

cos(2z) = cos?(x) — sin?(x)

cos?(z) = (1 + cos(2x))
sin®(z) = 1(1 — cos(2x))

1—cosz

e zakladni limita pro cos: lim ————— = %
r—0 ;U2

Véta D. Existuje funkce In(z) z (0,00) do R takova, ze
1. In(zy) = In(x) + In(y) pro Vz, y € (0, 00);
2. In(z) je rostouci a spojitd na (0, co);

5 i 2+ 2)
z—0 x

=1.

Funkce In(z) je témito vlastnostmi jednoznacné urcena.

Z 1-3 plynou dalsi vlastnosti funkce In(z):
eInl=0,nebof In1=1In(1.1) =In1+1Inl
e In(1/x) = —In(z), nebot 0 =In1 =1In(z-1/z) = In(z) + In(1/x)

In(z

") =
° ln(f) = (1/k)In(z) pro k € N, 2 > 0, nebot In(z) = In(({/x)¥)
In({/z)

In(z) pron e N, x>0
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e lim In(z) = co. Chceme ukézat, ze

T—00

(VK >0)(30 > 0)[z € P(co,0) = Inz > K].

Necht K > 0 je déno: protoze In(z) je rostouci, je In2 > Inl =0 a
tedy existuje n € N tak, ze nln2 > K. Polozme 6 = 1/2".

Potom = € P(00,0) = 2 >2" = Inz>nln2> K.

e lim = —oo, nebot
z—0+4+

lim In(z) = lim In(1/y) = lim [~ In(y)] = —oc.

z—0+ Yy—00 Y—00

e In((0,00)) = R. Obor hodnot je interval (ze spojitosti); podle predchoziho
je shora i zdola neomezeny.

Véta E. Existuje funkce exp(z) : R — (0, 00) takovd, ze plati:

1. exp(z +y) = exp(x) exp(y) pro Vo, y € R;
2. exp(z) je spojitd a rostouci v R;

3. hmw —1.

z—0 x

Funkce exp(z) je navic vlastnostmi 1-3 jednoznacné urcena.

Samoziejmeé funkce In x a exp x jsou vzdjemné inverzni. Vétu E muzeme také
dokézat z Véty D tak, ze polozime exp = (In)_; — vSechny vlastnosti exp(z)
pak plynou z vlastnosti In(z) a z toho, ze jde o funkce vzajemné inverzni:

e exp(z) je rostouci, nebot In(x) je rostouct
e exp(r) zobrazuje R vzajemné jednoznacné na (0, 0o)
e vlastnost 1 plyne z vlastnosti 1 funkce In(z), Véta D

e limita sub 3 plyne ze zdkladni limity pro In(x) (vlastnost 3 ve Vété D)
a ze spojitosti funkce exp(z)

Funkce exp(z) ma tyto dalsi vlastnosti (dokazte sami):
e exp(0) =1
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e exp(—z) = 1/exp(x) pro Vo € R
e exp(nx) = [exp(z)]” proVz € R, n € N

e lim exp(z) = 00

T—00

e lim exp(z)=0

r——00

Definice. (Obecnd mocnina.) Pro z > 0, a € R definuji * = exp(alnz).
Déle definuji 2° = 1 pro kazdé x € R, specidlné téz 0° = 1.

Poznamky. Jak chapeme symbol z¢?
eproa=n€Njex®=z-x...r (ndsobeno n-krat)
e pro —a=mn € Nje 2z =1/x~% a uziji predchozi definice

e V=1

pokud a ¢ Z, nezbyva nez pouzit definici * = exp(alnx) (kterd ovsem
pro a € Z dava stejny vysledek jako tii predchozi)

Symbol /x m4 zvlastni vyznam, urceny Vétou B.

Rozdily a souvislosti: pokud x > 0, plati vSechno tak, jak ocekdvame: /zr =
zn, (2%)° = 2% atd.

Pokud ovéem z < 0, objevi se rozdily: ¢/—1 = 1, aviak (—1)3 neni defi-
novano. Podobné [(—1)2]i = 11 = 1, aviak (—1)%1 = (—1)2 nenf definovéno.

Definice. (Dalsi elementérni funkee.)
@ arcsin = (sin \[_W/Q,W/Q])_l

@ arccos = ( cos |[07ﬂ)_1

Qtgr =22 v # 5+ km

@ arctgz = (tg(—ﬂ/z,W/Q) )_1

O cotgr = 2L x £ kr

sinz’

Definice. Funkce se nazve (na daném definiénim oboru) elementéarni, jestlize
je to:

(1) polynom, raciondlni funkce, odmocnina

(2) sin, cos, exp, In

(3) arcsin, arccos, arctg

(4) jakakoliv dalsi funkce, kterd vznikne z predchozich koneénym opakovanim
operaci s¢itani, odc¢itani, nasobeni, déleni a skladani.

Poznamky.
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e funkce sinhz = (expz — exp(—z)) (hyperbolicky sinus) je zjevné ele-
mentarni. Funkce k ni inverzni (zvand argsinh) ovsem také, protoze argsinh y =

In(y + \y%2+ 1)

e ve skutecnosti se vSechny elementarni funkce daji vytvotit pomoci exp a In,

pokud povolime komplexni argumenty: napt. sinx = %(exp(ix) —exp(—iz)),

arcsinz = —iIn(ix + v1 — 22).
e piiklad funkce, kterd neni elementarni (na zadném intervalu): Dirichletova
funkce

4. DERIVACE
Definice. Necht f(z) je definovéna na jistém U(zg). Pokud existuje limita

lim f(xo+h) — f(xo) 7
h—0 h

nazveme ji derivaci funkce f(x) v bodé zy.

d
Znacime f'(xg), d—f(ato) nebo (f(x))/|x:xo

T
Terminologie: pokud f’(zp) € R, jde o derivaci vlastni (kone¢nou), pro
f'(xg) = £oo je derivace nevlastni.

Poznamky. e ekvivalentni definice derivace:

oo @) = fwo)
T—x0 T — X

o f(x) = g(z) na jistém U(zo) implikuje f'(x¢) = ¢'(z0)
e geometricky vyznam: smérnice tecny grafu funkce

e derivovanim vznikne z funkce f(z) nova funkce f'(x), kterd méa dovoleno
nabyvat i hodnot 400

Pifklady. @) ¢ = 0

) (:c"), =na" 'pror €R,neN
(1/:(:"), =-—n/az" ™ prox #0,n €N

! __

sinz) = cosz, (cosz) = —sinx prox € R

€)
@ (
® (Inz) =1/x prox >0
© (
D s

Definice. Necht f(z) je definovéna na jistém U, (zg) (respektive U_(zp).)
Pokud existuje limita
f(zo +h) — f(xo)
h

lim

h—0+
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respektive
lim f(xo +h) — f(x0)
h—0— h

Y

nazveme ji derivaci funkce f(x) v bodé zq zprava (resp. zleva.)

Znacime f' (x¢) nebo (f(x)):r|x:xo respektive f’ (zo) nebo (f(x))/_|x:x0
Opét rozlisujeme vlastni a nevlastni derivaci.

Poznamky. e ekvivalentni definice jednostrannych derivaci:

lim —f(x) — f(wo) respektive lim —f(x) — f(wo) .
T—x0+ T — X T—T0— Tr— X

e 7 Véty 2.2 plyne ekvivalence nasledujicich tvrzeni:
(1) f'(zo) existuje a rovna se A
(2) fi(xo) a fl(x) existuji a rovnaji se A

Priklady.
D |z|" = sgnz pro x # 0; derivace v 0 neexistuje, nebot (|z|) .= = 1

@ (\/7)+|55:0 =0
Véta 4.1. Necht f(z) md v xq vlastnf derivaci. Pak f(z) je v 2o spojita.

Poznamky. e dulezité je "vlastni” - sgn(x) ma v 0 derivaci (rovnou o),
ale neni tam spojitd

e plati jednostranné verze: f(z) mé v zo vlastni derivaci zprava (zleva) —>
f(z) je v zo spojitd zprava (zleva)

e obricend implikace zdaleka neplati: napt. |z| je spojitd v 0, ale nem4 tam
derivaci. Lze dokonce sestrojit funkci, ktera je spojita vsude, ale derivaci
(ani jednostrannou) nemé nikde

Véta 4.2. Necht f(z), g(x) maji vlastnf derivaci v zy. Potom
(1) (f+9)/( o) = f'(x0) + ¢'(20)

(2) ( ) (z0) = ['(20) — ¢'(x0)

(3) (fg) (o) = f'(wo)g(xo) + f(w0)g' (o)
(4)

4) jestlize g(xg) # 0, pak (g) (x0) = m{f'(l’o)g(xo) — f(0)g (o) }

Poznamky. e plati pro jednostranné derivace
e lze pouzit na vicendsobné soucty, souciny atd.; napr. (fgh)/(xo) = f'(xo)g(zo)h(z0)+
f(0)g'(xo)h(xo) + f(20)g (o) (20)

e v piipadé nevlastnich derivaci nemusi plati, ttebaze ma prava strana smysl:
poloz f(x) =1/x prox # 0 a f(0) = 1. Potom f’(0) = oo, a tedy u vzorce

(f - £)'(0) = £(0)£'(0) + f(0)f'(0)
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je prava strana oo, avSak derivace funkce f - f v bodé 0 neexistuje
Priklady.
Dtge=——,c#5+km
cos®x
@ (e"sinz) = e®(cosz — sinz)

Lemma 4.1. Necht f(xg) # 0 (miiZe byt i nevlastni). Potom f(z) # f(xo)
na jistém P(x).

Véta 4.3. (Derivace slozené funkce.) Necht f(z) m4d vlastn{ derivaci v xy,
necht g(y) ma vlastn{ derivaci v bodé f(xg). Potom

(g0 f) (z0) = g'(f(20)) - f'(0) -

Piiklady.
@ [cos(z?)] = —sin(a?) - 2z, z € R
@ ( l’2+1)/: i ,v€R

VT

® [f(az + b)}/ = af’(ax + b) pro kazdé x takové, ze f'(y) ma v bodé ax + b
derivaci
@ {2*} =2*(1+nz), 2 >0
® |f(z)] = f'(x)sgn{f(z)}, pokud f(z) # 0 a f'(z) existuje vlastni
Véta 4.4. (Derivace inverzni funkce.) Necht I C R je interval, necht f(x)
je spojitd, ryze monoténni v R. Oznac¢ J = f(I), a ¢(y) : J — I je funkce
inverznf k f(z). Necht yy € J je vnitin{ bod. Pot(l)m:

N _
(1) Jestlize f (SD(yO)) eER \ {0}7 pak (p(y()) f/(SO(yO)) :
(2) Jestlize f'(¢(yo)) = too, pak ¢'(yo) = 0.

(

¥
(3) Jestlize f'(¢(yo)) = 0, pak ¢(yo) = oo pokud f(z) je rostouci, a ¢(yo) =
—oo pokud f(z) je klesajici.

1

1
@ (arctgy) = T4 yeR
1

@ Pokud n > 2 je sudé, tak ({1/@)/: y>0

n non—1’
1

/
anroy#O,a(W) ly=0 = 00.

5. PRIMITIVNI FUNKCE.

Piiklady. D (arcsiny) = (—1,1)

j

Pokud n > 3 je liché, tak (/7) =

Kdybychom byli presprilis svédomiti,
neexistovala by vibec matematika.
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Umluva. V celé kapitole jsou I a J oteviené intervaly.

Definice. Nechf F(z), f(z) : I — R. Rekneme, ze F(x) je primitivni funkce
k f(z) v intervalu I, jestlize F'(z) = f(z) pro Va € I. Znacime

/f(x) dr = F(z) v 1.

Terminologie: F'(x) se také nazyva neurcity integrél k f(z), f(z) je inte-
grand, z je integra¢ni proménna.

n+1

Pfl’kl;\dy. O fx: da = ;+ - VR, 1> 0 celé
) fx—f = mv (—00,0) a v (0,00), n > 2 celé

dx oo f(®@)
6) f? = In|z| v (—00,0) a v (0,00); obecnéji [ o) dr = In|f(z)| v I,
pokud f’(x) existuje vlastni a f(x) # 0 vSude v [
@ [e"dr =e", [sinzdr = —cosx, [cosxdr =sinz, vie v R

d

® [ \/1?7# =arcsinz v (—1,1), fﬁxﬂ =arctgxr v R

Véta 5.1. (Linearita integralu.)
(1)
/af(:z:) +bg(z) dx = a/f(:c) dx + b/g(m) dx

v kazdém I, kde maji smysl integraly vpravo;
(2) Jestlize [ f(y)dy = F(y) v J, pak

/f(ax+b)dx = éF(aijb)

v kazdém [ takovém, ze {ax +b: z €1} C J.

Véta 5.2. (Integrace per-partes.) Necht u(z), v(x) maji vlastni derivace v
Vx € I. Potom

Piiklady. @ [zlnzdr =% Inz — 2 Inz v (0,00)
@) oznacme I, = fﬁ, n € N. Tedy I; = arctgz v R, a integraci
per-partes odvodime rekurentni vzorec

x 2n — 1

I, N.
2n(x? +1)n T ne

In—i—l =
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Véta 5.3. (1. véta o substituci.) Necht [g(y)dy = G(y) v J, a necht
f(z) : I — J mé vlastni derivaci v Vo € I. Potom

Piiklady. @ [ze” dz = Le”” v R

2
@) fcos5xdx:sinx—%sin?’aﬁtésirﬁva

Rozklad polynomu. Kazdy (nenulovy) polynom Q(x) lze rozlozit

k

Qz) = Al —ay)”

J=1

kde a; € C se nazyvaji kofeny, p; jejich nasobnosti. Plati Z?:l pj rovna se
stupen Q(z).

Dusledek: kazdy (nenulovy) polynom je roven nule v nejvyse konecné bodech;
pokud se dva polynomy shoduji v nekonecné bodech, jsou nutné totozné (maji
stejné koeficienty.)

Pokud ma Q(x) redlné koeficienty a a = « + i3 je kofen ndsobnosti p, tak
a = o —if je také kotfen (stejné ndsobnosti) a plati

(r —a)’(z —a)? = [(a: —a)(x — d)}p = [1’2 — 20z + a? +ﬁ2}p,

pricemz posledné uvedeny polynom druhého stupné nema tedy zadné realné
koteny.
Tedy kazdy polynom s redlnymi koeficienty lze rozlozit

m n

Q(z) = A [(x — ay)» [] («* + bxz + )™, (%)

j=1 k=1

kde A, a;, by, ¢ jsou redlna cisla, tj. a; jsou realné kofeny ()(x) nasobnosti
pj, zatimco polynomy z? + byx + ¢, skryvaji dvojici komplexné sdruzenych
kofenu nésobnosti gy.

P(x)
Qz)"
Q(z) jsou polynomy a stupen P je mensi nez stupen ). Necht @Q(x) mé
rozklad (*). Potom existuji jednoznacné urcend cisla A;,, Bis a Cis € R tak,

ze
m  DPj A'r n T Bksl' + Cks
R@) =2 may T2 s bt o)

k=1 s=1

Véta F. (Rozklad na parcidlni zlomky.) Necht R(x) = , kde P(x),
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plati pro kazdé x kde Q(z) # 0.
P(z)

Integrace raciondlni funkce. Je-li dana R(z) = 0@ pak:
x

1. Pokud stupen P je vétsi nebo roven stupni (), délenim prevedu na tvar

Q(z)

kde p(x), P(z) jsou polynomy a stupenn P je mensi nez stupen Q.

R(z) = p(z) +

P
2. Funkci (z) rozlozim podle Véty F.
Q(x)

3. Integruji jednotlivé cleny rozkladu.

Priklad.

/ 3x dx:/ dz +/ —r+1 .
3 —1 x—1 2?2 +z+1
:ln|x—1|—11n(1’2—|—x—|—1)+\/garctg(2—x+i)
2 V3 V3

plati v (—o0,1) a v (1, 00).

Véta 5.4. (2. véta o substituci.) Necht f(x) : I — R, necht o(t): J — I je
vzajemné jednoznaéna a ¢'(t) existuje kone¢énd a nenulové pro Vt € J.
Jestlize

[rteysma=cu v,
pak

[10dr=6(eaw) 1

Poznamky. e 1. véta o substituci - schematicky:

: y=1Ffx) | _ _ _
Jotra@nr@ar| 2700 1= [sway=cw) = ().

Pouziva se v pripadé, ze integrand ma specialni tvar, tj. slozend funkce krat

derivace vnitini funkce. Substituovand funkce f(z) nemusi byt prosta.
e 2. véta o substituci - schematicky:

[ 2250 = [ e = o = Feaw).
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V tomto piipadé substituovand funkce ¢(t) musi byt vzédjemné jednozna¢nd
a ¢'(t) # 0. Druhd véta o substituci se pouziva hlavné ve standardnich
situacich, viz dale.

Typové substituce. V dalsim je R = R(u,v) raciondlni funkce dvou
prommeénych, tj. R je z u, v vytvorena operacemi +, —, - a /.
)

/R(m, \k/ %) dx .

Substituce t = {/ % vede na integraci racionalni funkce.
Priklad:
dz
/ T+ 2V —1
Poloz t = /o —1,tj. v = ¢(t) = t2 + 1, ¢/(t) = 2t - predpoklady Véty 5.4
splnény (I = (1,00), J = (0,00)); dostdvame

2 dt 2
2T _omt 1)+ v I
/(t+1)2 U R

Po zpétné substituci je vysledek 2In(1 + vz —1)+2/(1+ vz — 1) v (1, 00).
@
/R(sin x,cosx)dx.

Pouziva se substituce t = tg(x/2), tj. x = ¢(t) = 2arctgz. Odsud

2t 1—¢ 2

= = == dt
1—|—t2’ COST 1+t2, X 1—|—t2 y

sinz =

coz vede opét na integraci raciondlni funkce. Pozor: substituce dava vysledek

jen pro z € (—m,m).
Priklad:

/ dv

2+ cosz’

vede na integral

Tedy

/ dz _ 2 arctg (tg(x/Q)) ;
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plati v (=, 7) a diky periodicité v kazdém intervalu ((2k — 1)m, (2k + 1)m).
Pokud chci primitivni funkci na delsim intervalu, musim vysledek provést
slepeni (zespojiténi) vysledné funkce

tg(x/2)
V3

2
Fy(z) = —= arctg (

N ):

Napiiklad funkce

Fo(x), x € (—m,m)

Fi(x) = %, xT=m
Fo(x) + %, x € (m,3m)

je primitivni k f(z) = 1/(2 + cosx) v intervalu (—m,37). Pro x # 7 je
Fl(z) = f(x) zjevné, v bodé z = 7 to elegantné vyfesime pomoci pozdéjsi
vety.

©)

/ R(explaz)) da

se prevede na integraci raciondalni funkce substituci ¢t = exp(ax), dx = dt/at.

@
/R(:c, Var? +bx +c)dr.

Pokud a < 0, lze BUNO predpokladat, ze p(x) = az? + bx + ¢ ma realné
koreny. Ptepiseme

\/ax2+bx+c:\/a(x—)\)(m—,u)::l:(x—u) M,

¢imz obdrzime integral typu (D).
Pro a > 0 pouzijeme Eulerovu substituci

Var? +bx+c=t—azx.

Ta vede opét na racionalni funkci, navic lze dokazat, ze splnuje predpoklady
Véty 5.4. na vsech intervalech, kde je p(z) > 0.

Poznamka. (Integrél a derivace komplexnich funkei.)
Necht F(z), f(z): I — C. Potom F'(z) = f(x) znaci

{ReF(2)} =Ref(z), {ImF(x)} =Tmf(z).
Stejny vyznam mé [ f(z)dz = F(z).
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Diky vzorecku (dokazeme pozdéji pii presnéjsim zavedeni elementarnich funke)
exp|(a + i8)x] = exp(ax)[cos(Gz) + i sin(fz)]
vyplyva, ze exp(az)’ = aexp(ar), a také

exp(ax)

/exp(am) dx =

a

plati pro a € C. Rozkladem na redlnou a imaginarni ¢ast ziskdme uzitecné
vztahy

/exp(ax) cos(fx) dr = (z;p_(i_a;z) [ cos(Bzx) + Bsin(Bz)],
/exp(om) sin(fx) dr = z};p_(l_aﬁxg [asin(Bx) — B cos(Bx)] .

6. HLUBSI VLASTNOSTI DERIVACE.

Hloubka se musi skriyt. Kde? Na povrchu.
(Hofmannstahl)

Umluva. V celé kapitole jsou I a J intervaly (libovolného typu.)

Lemma 6.1. (Plizivé lemma.) Necht M C [a, b] m4 nésledujici tti vlastnosti:
(i)ae M

(ii) je-li g € M a zp < b, pak Jz; € M takové, ze z1 > xg

(iii) méa-li y € (a,b] tu vlastnost, ze pro ¥é > 0 obsahuje U_(y,d) bod z M,
pak nutné y € M.

Tvrdime, ze (i), (ii), (iii) implikuje b € M.

Poznamka. Predpoklady (i), (ii) samy k zavéru nestaci: poloz [a, b] = [0, 1],
M = {O, 1/2,2/3,3/4,... } (Ovsem 1 ma zjevné vlastnost, popsanou v bodé
(iii).)

Lemma 6.1. Necht f(z) je spojita (resp. spojita zprava, zleva) v bodé x.
Potom f(x) je omezend na jistém U(zg) (resp. Ui (xg), U—(x).)

Véta 6.1. Necht f(z) je spojitd na omezeném, uzavieném intervalu I. Po-
tom f(z) je na I omezena.

Poznamka. Predpoklady nelze oslabit:

e f(x) = 1/z je spojita na (0, 1], ale neni omezend (interval neni uzavieny)

e f(x) = 1/x pro x € (0,1], f(0) = 0 neni omezena na [0, 1] (funkce neni
spojitd v 0 zprava)

Definice. Necht f(z): I — R.
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Rekneme, Ze f(z) ma v bodé o € I maximum (podrobné: globalni maximum
vzhledem 1), jestlize f(zg) > f(x) pro Vz € I.

Rekneme, ze f(z) mé v bodé z € I lokdlni maximum (vzhledem k I), jestlize
36 > 0 tak, ze f(zg) > f(z) pro Ve € I NU(xo,9).

Ma tam ostré lokdlni maximum, jestlize 30 > 0 tak, ze f(zo) > f(x) pro
Vo € IN P(xg,0).

Analogicky: f(z) ma v bodé zg € I minimum (podrobné: globalni minimum
vzhledem 1), jestlize f(xg) < f(z) pro Vz € I.

Rekneme, Ze f(z) ma v bodé x € I lokalni minimum (vzhledem k I), jestlize
35 > 0 tak, ze f(zg) < f(z) pro Ve € I NU(xo,9).

M4 tam ostré lokdlni minimum, jestlize 36 > 0 tak, ze f(zo) < f(z) pro
Vo € IN P(xg,0).

Souhrnny ndzev pro maximum a minimum: extrém.

Véta 6.2. Necht f(z): I — R. Je-li 2y vnitinf bod I a f’(x,) existuje a je
nenulovd, pak v xy neni (ani lokdlni) extrém.

Disledek. Je-li v bodé zq (lokélni) extrém, pak nutné bud (i) zo je krajni
bod, nebo (ii) f’(x¢) neexistuje, nebo (iii) f'(zq) = 0.

Piiklady. @ f(z) = |z| ma v 0 globdlni minimum, avsak f’(0) neni nula
(tato derivace neexistuje)

@ f(x) =2 prox € I = [-1,1]. Maximum je v z = 1, minimum v —1,
ale v zadném z téchto bodu neni f’(z) = 0. Naproti tomu f’(0) = 0, avsak 0
neni (ani lokaln{) extrém.

7 prikladu je vidét, ze ani jedna z implikaci

f'(xg) =0 = x¢ je extrém
1o je extrém = f'(x9) =0

obecné neplati.

Véta 6.3. Necht f(x) je spojitd na omezeném, uzavieném intervalu I. Pak
existuje zo € I, v némz ma f(x) maximum. Také existuje x; € I, v némz
mé f(z) minimum.

Poznamka. Predpoklady opét nelze oslabit:

e f(z) = x jena (0, 1) spojitd, ale maxima/minima nikde nenabyvé (interval
neni uzavieny)

o f(z) = % - méa v [0, 00) nekoneéné mnoho lokalnich extrémi, ale zddné
globélni

Véta 6.4. (Rolleova.) Necht f(z) je spojitd v [a,b], necht f(a) = f(b) =0
a necht f'(r) existuje pro Vo € (a,b). Potom existuje ¢ € (a,b) tak, Ze

f'(e) = 0.
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Véta 6.5. (Lagrangeova.) Necht f(x) je spojitd v [a, b] a necht f’(z) existuje
pro Vz € (a,b). Potom existuje ¢ € (a,b) tak, ze

Piiklad. sinx < x pro Va > 0.
Véta 6.6. Necht existuje 6 > 0 tak, ze f(z) je spojitd na U(xg,d) a f'(x)
existuje pro Vo € P(zy,0). Potom

f/(llfo) = lim f,(I) ’

Tr—T0

pokud limita vpravo existuje. Jednostrannd verze: necht f(z) je spojitd na
Uy (z0,9) a f'(z) existuje pro Vo € P, (zo,d). Potom

fil@o) = lim_f'(z),

T—To+

pokud limita vpravo existuje.
Piiklady. D

. : . : 1
arcsin’ (1) = lim arcsinz = lim

z—1— aal- /1 — 22

Vo . / N
fla) = Va7 =1 Prox # 1 Jef<x>—svm“edy

f/(—1> = lim = —0.

z—1 3\/7

Lemma 6.3. Necht F'(z), f(z) jsou spojité na U(xg, §) a necht F'(z) = f(x)
na P(xg,0). Pak F'(x¢) = f(xo).
)

Definice. Rekneme, ze f(z) ma v I Darbouxovu vlastnost, jestlize plati:
pokud v lezi mezi f(a), f(b), kde a, b € I, pak existuje ¢ mezi a, b takové,

ze f(c) =
Poznamka. Véta 2.16. tedy tika: spojita funkce ma Darbouxovu vlastnost.

Véta 6.7. Necht f(z) je spojitd v otevieném intervalu I a necht f'(z)
existuje pro Vo € I. Potom f’(x) ma v I Darbouxovu vlastnost.

Poznamky. e Derivace spojité funkce nemusi byt obecné spojita - avsak
podle predchozi véty méa aspon Darbouxovu vlastnost.
e Dusledek: funkce sgn x nemé primitivni funkci
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Véta 6.8. (Cauchyho.) Necht f(x), g(z) jsou spojité v [a,b]. Necht pro
Vo € (a,b) existuji vlastni f'(z), ¢'(z) a navic ¢'(z) # 0. Potom existuje

c € (a,b) tak, ze
7©) _ 1) - f(a)
g'(c)  g(b) — g(a)
Véta 6.9. (I'Hospitalovo pravidlo.) Chceme pocitat

im m
M o)

Necht f'(z), ¢'(z) existuji vlastni, navic ¢’(x) # 0 pro Vo € P(z¢,d). Necht
plat{ bud

(a) f(x) — 0, g(x) — 0 pro z — x

nebo

(b) |g(z)| — oo pro z — xy.

Potom
lim M = lim f'(@)
o g(z) e g'(a)

Y

pokud limita vpravo existuje.

Piiklady. D

i SINT — L CoS T . zsinz 1
im———— = lim = —.
z—0 3 z—0 32 3
Inz 1/x
lim z%lnz = lim = lim 420. (a>0)
T—0+ e—0+ 74 o0+ —qr~e!

2x+sinx

Véta 6.9 opacna implikace neplati, neboli f(x)/g(z) limitu muze mit, i kdyz
f'(x)/g'(x) ji nemd.
@

@ —%— — 1/2, avsak % limitu v co nemd. Priiklad ukazuje, ze ve
+cosx

x3 ) 322

im lim
r—0sinzIn(l 4 22)  2=0coszIn(l + 22) 4 sin w2

- ptiklad, kde v zasadé 1’'Hospital pouzit jde, ale je to mnohem pracnéjsi, nez
pifmé pouziti zdkladnich limit sinz/x — 1, In(1 + 2?)/2? — 1.

Véta 6.10. (Monotonie a znaménko derivace.) Necht I je interval s krajnfmi
body a, b. Necht f(z) je spojitd v I, a necht f’(z) > 0 (resp. f’(z) > 0 resp.
f'(z) < 0 resp. f'(x) < 0) pro Vz € (a,b). Potom f(z) je rostouci (resp.
neklesajici resp. nerostouci resp. klesajici) v I.
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Priklad. f(z) = 2%. Protoze f'(x) > 0 pro z € (0,00), je f(z) rostouci v
[0,00). — Vsimnéte si, ze informace o derivaci staci uvniti intervalu, zaver
plati az do kraje.

Lemma 6.4. Necht I je interval s krajnimi body a, b. Necht f(x) je spojitd
v I, anecht f'(z) # 0 pro Vz € (a,b). Potom f(z) je ryze monoténni v 1.

Definice. Funkce f(z) se nazve konvexni v I, jestlize pro Vr; < xo < x3 € [

plati
f(@2) — f(z1) < f(xs) — f(x2)
Ty — 1 S T3 T2
Pokud misto < pozadujeme < resp. > resp. >, jde o funkci ryze konvexni
resp. konkavni resp. ryze konkavni.

Lemma 6.5. Funkce f(x) je konvexni v I, pravé kdyz pro Va < b € I a pro
VA € (0,1) plati

Fa+ (1 =2)b) < Af(a) + (1= \)f(b).

Véta 6.11. (Konvexita a monotonie derivace.) Necht I je interval s krajnimi
body a, b. Necht f(x) je spojitd v I, a necht f’(x) je rostouci (resp. neklesajici
resp. nerostouci resp. klesajici) v (a,b). Potom f(z) je ryze konvexni (resp.
konvexni resp. konkavni resp. ryze konkavni) v I.

Priklad. f(z) = flrl Pro z € (—0,0) je f'(zr) = = a tato funkce v
(—00,0) klesd. Puvodni funkce je spojita (dokonce v R), tedy f(x) je ryze
konvexni v (—o0,0]. Analogicky: je ryze konvexni v [0,00). Pfesto neni
konvexni v R.

Snadno si rozmyslim, ze f(z) roustouci v (a,b], f(x) roustouci v [b, ¢) imp-

likuje f(x) roustouci v (a,c) — pro konvexitu tedy podobna tivaha neplati.

Véta 6.12. (Znaménko f”(z) a konvexita.) Necht I je interval s krajnimi
body a, b. Necht f(z) je spojitd v I, a necht f”(z) existuje koneénd pro
Vo € (a,b) a f"(z) > 0 (resp. f"(z) > 0 resp. f"(x) < 0 resp. f"(z) < 0)
pro Vx € (a,b). Potom f(z) je ryze konvexni (resp. konvexni resp. konkdvni
resp. ryze konkavni) v 1.

Definice. Rekneme, ze 7 je inflexni bod funkce f(z), jestlize

(i) existuje f’(xo)

(ii) existuje > 0 tak, ze na jednom z intervalu (xq,zo + 9), (g — 9, 7o) je
f(x) ryze konvexni a na druhém ryze konkavni.

Piiklady. @ f(z) = sinx ma v = = 0 inflexn{ bod.

@ f(x) = 22 prox < 0, a f(x) = /r pro z > 0. Potom f(x) je ryze
konvexni na (—o0, 0], ryze konkdvni na [0,00) - ovéem = = 0 neni dle nasi
definice inflexni bod: derivace f’(0) neexistuje.
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7. POSLOUPNOSTI.

Definice. Posloupnost je zobrazeni a : N — R, pficemz misto a(n) piseme
a,. Celou posloupnost zna¢ime {an}n o hebo kratee {a,}.

Priklady. @ a, = %, bp=(=1)" cn="5 ...
@) posloupnost zadana rekurentné: a; = 0, a,41 = V24 a,; a1 = ax = 1,
Upyo = Apy1 + a, (Fibonacci)

n

Definice. Cislo a € R* se nazve limitou posloupnosti {a,}, jestlize
(Ve > 0)(3no eN)[n>ng = a, € U(a,e)].

Znac¢ime a,, — a nebo lim,_,. a, = a.

Terminologie: pokud posloupnost ma kone¢nou (vlastni) limitu, fikame, ze
konverguje. Pokud a,, — oo, iikdme, ze {a,} diverguje do +o0o0. Pokud a,,
nema limitu, fikame, Ze osciluje.

Poznimky. e a, — a € R lze ekvivalentné vyjadiit jako
(Ve > 0)(3no eN)[n>ng = |a, —a| <e].
Pokud a,, — 00, je to toté7 jako
(VK >0)(3ng eN)[n>ng = a, > K|.

e velice uzitetné je nasledujici pozorovani: a,, — a pravé kdyz plati: pro
kazdé e > 0 pevné je a, € U(a,e) pro vSechna n az na kone¢né vyjimek.
Piiklady. @ a, = % — 0.

@ b, = (—1)" nem4 limitu.

Poznamky. Plati:

(i) Jestlize a,, — a, b, — b, pak

an +b, —a-+b
anb, — ab

an /by, — a/b

mé-li vyraz napravo smysl (srovnej Véty 2.3, 2.7.)

(ii) Jestlize a < a,, < 3 pro Vn, a plati a,, — a, je také a < a < 3. Srovnej
s Vétou 2.9.

(iii) Je-li b, < a, < ¢, pro Vn, a plati b, — a, ¢, — a, je také a,, — a. Viz
Véta 2.10 ("o dvou policajtech”).

(iv) Jestlize a,, — 0, a posloupnost {b,} je omezena, je a,b, — 0. Srovnej s
Vétou 2.4.
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Definice. Posloupnost {a,} se nazve omezend, jestlize 3K > 0 tak, ze
la,| < K pro Vn. Posloupnost se nazve rostouci (resp. neklesajici resp.
nerostouci resp. klesajici), plati-li a,, < a,+1 (resp. a, < @41 1€Sp. @y > Gpoiy
resp. a, > dpi1) pro Vn.

Véta 7.1. Konvergentni posloupnost je omezena.

Véta 7.2. Necht {a,} je monoténni. Potom {a,} md limitu. Je-li navic
omezend, pak konverguje (tj. méd konecnou limitu.)

Definice. Cislo a € R* se nazve hromadny bod posloupnosti {a,}, jestlize
pro Ve > 0 pevné nastava a, € U(a,e) pro nekoneéné mnoho n.

Poznamky. e a, = (—1)" méa dva hromadné body: 1 a —1.
e b, =sinn ... da se ukdzat, ze hromadné body tvoif interval [—1, 1].
e jestlize a,, — a, tak a je hromadny bod, a je to jediny hromadny bod.

Definice. Je déna posloupnost {a,}. Rekneme, ze {b,} je podposloupnost
{a,} (neboli posloupnost vybrana z {a,}), existuje-li rostouci posloupnost
prirozenych ¢isel {k,}nen takova, ze b, = ay,,.

Véta 7.3. Cislo a je hromadny bod posloupnosti {a,}, pravé kdyz z {a,}
lze vybrat podposloupnost, jejiz limita je a.

Véta 7.4. (Bolzano-Weierstrassova.) Necht {a,} je omezend. Potom {a,}
mé konvergentni podposloupnost.

Definice. Rekneme, ze posloupnost {a,,} splituje Bolzano-Cauchyho podminku
(neboli je cauchyovskd), jestlize

(Ve > 0)(3ng eN)[m,n > ng = |ay, —an| <e].

Veéta 7.5. Nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:
(1) posloupnost {a,} konverguje.
(2) posloupnost {a,} je cauchyovska.

Poznamka. Nékdy je pro nés podstatné, zda posloupnost konverguje nebo
nekonverguje, zatimco konkrétni hodnota limity nas nezajima. A v tom je
uzitecnost B.C. podminky: umi rozhodnout, zda posloupnost konverguje,
aniz hovoti o jeji limite.
Véta 7.6. (Heineho.) Necht f(z) je definovana na néjakém P(z,). Potom
je ekvivalentni:
(1) limg_,, f(z) = A.
(2) pro kazdou posloupnost {x,}, splaujici

(i) ,, — zo

(ii) x, # xo pro Vn
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plati, ze posloupnost {f(z,)} ma limitu A.

Poznamka. Jednostrannd verze: mnecht f(x) je definovdna na néjakém
P, (zp). Potom je ekvivalentni:
(1) limy—p f(z) = A.
(2) pro kazdou posloupnost {z,}, splaujici
(i) x, — o
(ii) @, > xo pro Vn
plati, ze posloupnost {f(z,)} ma limitu A.
Véta 7.6. Necht f(z) je definovdna v intervalu I. Potom je ekvivalentni:
(1) f(x) je spojita v I.
(2) pro kazdou posloupnost {z,}, splaujici
(i) x, — o
(ii) zg € I, x, € I pro ¥n
plati, ze posloupnost { f(z,)} ma limitu f(zo).
Poznamka. Podobné plati: f(z) je spojita v bodé xg, praveé kdyz pro kazdou
posloupnost, splavjici z,, — o, plati, ze f(z,) — f(zo).

Priklady. (D) Dulezita limita:
1 n
lim (1 + —) =e.
n—oo n

lim sin —.
z—0+ T

@ Rekurentné zadana posloupnost a; = 0, a,,1 = /2 + a,, ma limitu 2.

@) Neexistujici limita:

8. APROXIMACE FUNKCI POLYNOMY.
Definice. Nechf f(z), g(z) jsou definovany na néjakém P(zo). Rekneme,
ze f(x) je "malé 6 g(x)” pro x — xy, jestlize

f(x)

lim —= =0.
=0 g(z)
Znacime: f(z) = o(g(x)), x — .
Rekneme, ze f(z) je "velké 6 g(x)” pro x — xg, jestlize existuji C' > 0,6 > 0
tak, ze
[f(2)| < Clg(z)| Vo e P(x,9).

Znacime: f(x) = O(g(x)), x — xo.
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Rekneme, ze f(z) je fadové rovno g(z) pro & — xq, jestlize limita

lim /()

existuje a je konetnd a nenulova. Znacime: f(z) ~ g(z), x — xo.

Poznamky. Nazorné:

f(x) =o0(g(x)) ... f(x)je mnohem mensi nez g(x)

f(z) =0(g(x)) ... f(x) je nejvyse jako konstanta krét g(x)
f(z) ~g(x) ... f(x), g(x) se chovaji v zdsadé stejné.

Piiklady. @ Inz = o(\/z), x — oo.
o = O(%), T — 00.
@ sinz ~z,1—cosz ~ 2% In(l+x) ~ z, vée pro z — 0.

Definice. Funkce f(z) je ddna. Potom k-tou derivaci f(z) znacime f*)(x)
nebo % f(z) a definujeme ji induktivné takto:
(i) fO(z) = f(x), neboli funkei povazujeme za nultou derivaci sebe sama;

(i) f&) = {f®)(2)}, specidlne fO(z) = f'(x), fP(x) = f"(x) atd.

Definice. Necht f(z) je definovana na otevieném intervalu I. Rekneme, ze
f(z) je tiidy C™ na I, jestlize derivace f*)(z) existuji a jsou spojité na I pro
kazdé k = 0,1,...,n. Znaéime f(x) € C™(I). Specidlne, C°(I) = C(I) je
mnozina vSech funkci spojitych na I.

Symbolem C*(I) zna¢ime tiidu funkei, pro néz derivace vsech fadu existuji
a jsou spojité na I.

Poznamka. Idea aproximace funkce polynomem spoc¢iva v nasledujicim: je
déna funkce f(x) na okoli bodu zy. Sestrojime polynom p(z) tak, ze

p(zo) = (o)

(o) = f' (o)

P (w0) = ) (x0)

Ukazuje se, ze p(z) funkci v blizkosti bodu zy dobfe aproximuje - tim lépe,
¢im je vetsi n.

Napi. funkce f(x) = cos(z) v blizkosti bodu 0. Mame f(0) =1, f’(0) = 0,
f"(0) = —1. Stejnou hodnotu, prvni a druhou derivaci v nule ma polynom
p(z) =1— %, ktery také funkci cosz blizko pocdtku - jak vidno z grafu -
dobfe aproximuje.

Lemma 8.1. Pro zg pevné a k > 0 celé definujeme

1

Qr(x) = E(:c — x0)F.
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Specialng Qo(z) = 1 (diky tmluvé 0! = 1, (z — x0)° = 1), Q(z) = = — o,
QQ(LU) = %(LIZ' — ZL’(]>2 e

Plati:

(1) Qk(z) je polynom stupné k

(2) Qu(x) = 0 a @(x) = Qu-1(x) pro Vk > 1

(3) QW (x) je rovno 1 pro k = I, zatimco pro k # I je to 0

Definice. Necht f(x) je tiidy C™ na néjakém U(zg). Potom vyraz

" fk)
) ! k(vIO) (x — )"
k=0 '

nazveme n-ty Tayloruv polynom funkce f(z) o stiedu . Znacime T , (x).
Véta 8.1. Necht f(z) je tifdy C™ na néjakém U(z,). Potom
fl) =T (@) = o((x —20)"),  x—wo. (%)
Navic T ,(x) je jediny polynom stupné < n, ktery ma vlastnost (*).
Piiklady. @ T5F"(x) = Yp o . Tedy
2 n

expx:1+x+%+---+x—'+0(x"), x—0.
n:

sin x n p2k+1 .
@ T0,2n+1($) = Zk:o(_l)km, neboli

1.3 1.5 l.2n+1

T +o(z*™™, 2 —0.

® f(x) = (1+x)% kde a € R je pevné. Potom

. “ala—1)...(a—k+1
1)) = 3 2 )b

k=0
Tedy

ala = 1)x2+_”+a(a— D.(a=n+ 1):6"—1-0(:(:"), r—0.

1 ¢ =1
(14x) +ax+ 5 .y

Poznamka. Pro a € R a k > 0 celé definujeme zobecnéné kombinacni ¢islo

jako
. | k=0
(k): a(a—l)..l.c'(a—k—{—l) oo
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n!

Pron > k > 0 celd ¢isla je to ve shodé s puvodni definici (Z) = T

Tayloruv rozvoj (1 4+ x)* muzeme elegantné napsat jako

(1+2)" = i (Z) o + o(z").

k=0
Vsimnéte si analogie s binomickou formuli.

Véta 8.2. Necht F(x) je tiidy C™™ na otevieném intervalu I, a zg € I je
pevné. Necht f(z) = F'(z) v I. Potom

(1)
(T @)} =T,(2).
(2) Naopak: bud p(z) = TZ . (v), a P(z) = [ f(x)dz. Potom pfi vhodné

To,n
volbé ¢ € R plati
P(z) +c =T, ().

Piiklady. D

@

Véta 8.3. 1. Necht f(z) = o(a"), g(z) = o(z™) pro x — 0, kde m > n.
Potom f(z) + g(x) = o(z™) pro z — 0.

2. Necht f(z) = o(z"), g(x) = o(z™) pro z — 0. Potom f(z)g(x) = o(x™™)
pro x — 0.

3. Necht f(z) = o(2™) pro x — 0. Potom 2™ f(x) = o(z™*") pro x — 0.

4. Necht f(x) = o(z™) a necht g(z) ~ 2™ pro # — 0, kde m > 1. Potom

f(g(x)) = o(z™") pro z — 0.

Poznamka. Stru¢né muzeme piredchozi pravidla vyjadrit takto:
o(z™) + o(x™) = o(x™) pokud m > n
o(z")o(x™) = o(z™"")
z™o(x™) = o(x™*™)
Vsimnéte si, ze o(z™) —o(x™) se rovnd o(z") (a ne tedy 0). To chdpeme takto:
rozdil dvou funkci, které obé jsou malé 6 x™ je opét néjaka funkce, ktera je
malé 6 z".
Piiklady.
rcosr —sinz  —1

lim —M—mM— = —
z—0 3 3
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: 1
lim (V1422 —3V1+23+2V1+2?) = 5

Tr—00

Definice. Necht f(z) € C™(I), kde I je otevieny interval a zo € I je pevné.
Funkce

Rn+1($) = f($) - T:Zo,n(x)
se nazyva Tayloruv zbytek funkce po n-tém ¢élenu.

Poznémka. Z predchoziho vime, Ze R,11(z) = o((x — x9)™) pro & — xo, tj.
R,11(z) je malé, pokud x je blizko x.

Nyni nés zajimé jiny problém - totiz zda také R, 1(z) — 0, pokud z je
pevné, zatimco n se zvétsuje.

Véta 8.4. Necht f(x) € C"T(I), kde I je otevieny interval a zg, z € I,
xo # x jsou zvolena pevné. Potom ostie mezi x, z( existuje 6 takové, ze

B f(n+1) (9)

Rya(z) = m(x — Zo)

Vyraz napravo se nazyva Lagrangeuv tvar zbytku.

Lemma 8.2. Necht M > 0 je pevné. Potom

lim — =0
n—oo ’)’L'
Piiklady.
@ Pro kazdé x € R pevné je
. exp x . - xk
exp = i 1570 = Jim 35

@) Pro kazdé = € R pevné je

. Y k
SIN T = nh_)l’alo Z(—l) m

n 2k
or= i 3" i

k=0

(nepovinna ¢ast)

» ’ . n z 17 [e.e]
Poznamka. Misto lim,, .. Y _,_, se zavadi symbol >~ .
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Lemma 8.3. Necht |¢| < 1. Potom

1
qu:m-

k=0
Lemma 8.4. Pro kazdé n € N plati

"1 1 "1
ZH<€<m+ZH.
k=0 k=0

Disledek. Cislo e je iraciondlni.

9. URCITY INTEGRAL.
Motivace. Studujeme nasledujici problém: je dana funkce f(z) : [a,b] — R,
a my chceme najit ¢islo, které vyjadiuje plochu pod jejim grafem. Tato
hodnota se nazyva urc¢ity integral (funkce f od a do b), znaci se

/abf(x)d:v.

Existuje fada zpusobu, jak definovat integral. Ty se nelisi hodnotou vysledku;
spise tiidou funkci, které se jimi daji integrovat.
Struéné probereme dva pristupy: Newtonuv integral a Riemannuv integral.
Ukézeme, ze pro spojité funkce dévaji stejné vysledky.
Definice. Je-li dana f(z) : (a,b) — R, pak F'(x) se nazyva primitivni funkce
(zkratka PF) k f(z) v (a,b), pokud F'(z) = f(x) pro kazdé = € (a,b).
Definice. Necht F'(z) je definovana v (a,b). Ma-li vyraz

F(b—)— F(a+) = lim F(z)— lim F(z)

z—b— T—a+

smysl, nazyvame ho zobecnénym piirustkem funkce F'(x) od a do b. Znacime
[F(x)]z nebo [F(:c)}zzz

Poznamky. e je-li F'(x) spojitd v [a, b], je [F(:c)}l; = F(b) — F(a).

e situace, kdy [F(x)]z nemd smysl: 1. nékterd z limit F'(b—), F(b+) neexis-
tuje, 2. tyto limity sice existuji, ale vyraz F'(b—) — F'(a+) je typu oo — oo.
Definice. Necht f(z) je definovéna v (a,b), a necht F(x) je PF k f(z) v
(a,b). Potom Newtonuv integrél funkce f(z) od a do b definujeme jako

b
) / f(x)dr = [F(x)]"
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mé-li prava strana smysl.

oy 0 dx
Prlklad}lf. d@ N) [, & =00
@) (N)fo 3/% =3
@ (N) [~ x dx neexistuje
Terminologie a znaceni. Mnozinu téch funkci, pro které Newtonuv in-
tegral od a do b existuje a je konecny, znacime N (a,b). Mnozinu téch funkei,
pro které integral existuje (a muze byt koneény nebo nekonecny), znacime
N*(a,b).
Lemma 9.1. (1) Necht ¢(z) je spojitd v intervalu I, necht ¢'(x) = 0 pro Vx
vnitini bod I. Potom Jc € R tak, ze ¢(z) = ¢ pro Vx € I.
(2) Necht F(z), G(x) jsou spojité v intervalu I, necht F’(z), G'(z) existuji,
jsou konecné a rovnaji se pro Vz vnitini bod I. Potom dc € R tak, ze
F(z) = G(x)+ cpro Vo € 1.

Véta 9.1. Necht f(z) je definovéna v (a,b), necht F(z), G(x) jsou PF k

f(x) v (a,b). Potom
b

b
[F(x)}a - [G(xﬂa :
Rovnost chapeme takto: ma-li jedna strana smysl, méa ho i druha a rovnaji
se.

Disledek. Definice Newtonova integralu je korektni.

Véta 9.2. [Linearita N.i.] Necht f(z), g(x) € N(a,b). Necht a, 3 € R.
Potom téz o f (z) + Bg(z) € N(a,b) a

b b b
<Nyﬁﬂmﬂwwm=mm/fmw+mm/amw.

Véta 9.3. [Vztah N.i. a nerovnosti.] (1) Necht f(z) € N(a,b) a necht
f(z) > 0 pro Vx € (a,b). Potom

(N)/abf(a:)d:c > 0.
(2) Nechf f(2), g(x) € N'(a,b) a nechi f(x) > g(x) pro ¥z € (a,b). Potom
(N)/abf(x) dz > (N)/abg(:c) iz
(3) Nechi f(x), |f(x)| € N(a,b). Potom
}W%MWMQMKWMM
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(4) Necht f(x) € N(a,b) a necht |f(x)| < ¢ pro Vx € (a,b). Potom
‘(./\f)/ f(x)dx} <clb—a).

Véta 9.4. [Per-partes pro N.i.] Necht u(z), v(z) majf vlastni derivaci pro
Va € (a,b). Potom

jestlize vyrazy napravo maji smysl a jsou konecné.

Véta 9.5. [Substituce pro N.i] Necht f(z) je definovina v (a,b). Necht
o(t) : (o, B) — (a,b) je vzdjemné jednoznacéné funkce takova, ze bud (i) ¢(t)
je rostouci a ¢'(t) > 0, nebo (ii) ¢(t) je klesajici a ¢'(t) < 0. Potom

B

b
W) / f(x)dz = (W) / F(6(0)16/(1) dt.

Rovnost chapeme takto: ma-li jedna strana smysl, ma ho i druhéd a rovnaji
se.

Dodatek k definici N.i. Pro a > b definujeme

0 [ s = [ s ar,

mé-li prava strana smysl. Dale klademe
(N)/ f(z)dz=0.

Poznamka. Je-li ve Vété 9.5. dokonce ¢(t) : [a, 5] — [a, b], plati
b ¢—1(b) B
W) [ f@rde =) [ r(em)e a =) [ Fom) .
a o—_1(a) o
kde + odpovidé piipadu ¢(t) rostouci/klesajici.

Definice. Délenim D intervalu [a, b] rozumime kone¢nou posloupnost bodu
To <1 < Ty < -+ <xy, kde g = a, x, = D.
Je-li f(z): [a,b] — R omezend funkce, definujeme proi=1...n

m; = inf f([zi1, 7)), M; = sup f([xi1, 7)) .
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Cisla
s(D) =s(D, f) = Zmi(%—l — ;)
i=1

S(D) = S(D7f) = ZMz’(%—l - fz)

nazyvame dolni resp. horni Riemannuv soucet funkce f(x), prislusny déleni
D.

Definice. Necht f(z) : [a,b] — R je omezend funkce. Potom supremum
mnoziny

{s(D); D je déleni [a,b]}

se nazyvéa dolni Riemannuv integral f(z) od a do b a znaci se

(R) / () da

Naproti tomu infimum mnoziny
{S(D); D je déleni [a,b]}

se nazyvéa horni Riemannuv integréal f(z) od a do b a znadi se
b
®) [ fie)ds.

Definice. Rekneme, ze délenf D~je zjemnénim délen{ D, pokud D obsahuje
vsechny body D. Znacime D C D.

Lemma 9.2. Necht f(z) : [a,0] — R je omezend funkce. (1) Jsou-li D, D
(

déleni intervalu [a,b] a D C D, je s(D) < s(D) a S(D) > S(D).
(2) Jsou-li Dy, D libovolna déleni intervalu [a, b], je s(Dy) < S(D3).

Véta 9.6. Necht m < f(z) < M pro Vx € [a,b]. Potom
m(b — a) < (R)/abf(:c)dm < (R)/abf(:c)dm < M{b—a).
Definice. Nechi f(z) : [a,] — R je omezens funkce. Jestlize
®) [ fe)ae =) [ sy,
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pak toto ¢islo se nazyva Riemannuv integrél funkce f(z) od a do b. Znaéi se

®) [ )

Rikdme, Ze f(r) mé Riemanntv integrél (je Riemannovsky integrovatelna)
na [a, b, piseme f(z) € R(a,b).

Priklady. @ (R) [, zdz =1/2.
Poznamky. Lze dokdzat (nebudeme délat):

(1) Jsou-li f(z), g(x) € R(a,b), je také af(x) + Bg(x) € R(a,b) a plati
®R) [ afa)+ syla)de=a-(R) [ f)do+ 5 (R) [ gle) ds.

(2) Pokud f(x) < g(z) pro Vx € [a, b], tak

(R)/abf(x) dr < (R)/abg(:c) i

(3)
b b
R [ fayinl < ®) [ |56 dr.
(4) Pokud |f(x)| < ¢ pro Vz € [a,b], tak
‘(R)/ flx)de| <c(b—a).

Véta 9.7.[Intervalova aditivita pro R.i.] (1) Necht f(z) je omezend v [a, b,
necht ¢ € (a,b). Potom

®) [ fa)do s ®) [ ) dr = (R) / ) do

®) [ )i+ ®) [ ' fw)de = (R) / ' fw) e

(2) Necht ¢ € (a,b) a necht f(z) € R(a,c), f(z) € R(c,b). Potom téz
f(z) € R(a,b) a plati

®) [ fa)do+ ®) [ ) dr = (R) / ) de
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Dodatek k definici R.i. Pro b < a definujeme

® | ) dr = —(R) | teys.

Déle klademe (R) [ f(x) dz = 0.

Poznamka. S vyse uvedenym dodatkem plati Véta 9.7. v tomto obecnéjsim
tvaru: je-li f(z) € R(a, ), a ¢isla a, b, ¢ € [a, 3] jsou libovolnd, pak plati:

®) [ st ® [ swar= ) [ war.

Lemma 9.3. [Postacujici podminka existence R.i.] Necht f(x) je omezena
v [a,b] a necht plati:

(v > 0) (3 déleni D) |S(D) — 5(D) < |

Potom f(z) € R(a,b).
Lemma 9.4. Necht f(z) : [a,b] — R je spojitd. Potom

(Ve > 0) (36 > 0) (Yo, y € [a, 1)) [|g: —yl < = |fl@) - fly)| < g] .

Poznamka. Vlastnost v predchozim lemmatu se nazyva stejnomérnd poji-
tost; je o néco silnéjsi nez obycejna spojitost v intervalu.

Véta 9.8. Necht f(z) je spojitd na [a,b]. Potom f(x) € R(a,b).
Véta 9.9. Necht f(x) je omezena, monoténni v [a, b]. Potom f(x) € R(a,b).

Véta 9.10. [R.i. s proménnou horni mezi.] Necht f(x) € R(a,b) a ¢ € [a, ]
je pevné. Definuji funkci

F(z):= (R)/xf(t)dt, x € [a,b].

Potom:
(1) F(z) je spojita v [a, b].
(2) F'(x0) = f(xo) plati pro kazdé zo € (a,b), ve kterém je f(x) spojit.

Dusledek. Necht f(z) je spojitd v (a,b). Potom f(x) ma v (a,b) primitivni
funkci.

Disledek. Otazka "m4 dand f(z) primitivni funkci?” mé dva aspekty.
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- Cisté teoreticky, odpoved je ANO, pokud f(z) je spojitd, (viz vyse). Také
vime, ze odpovéd je NE, pokud f(z) nema Darbouxovu vlastnost (diky Véte
6.7.)

- z praktického hlediska zni otazka malinko jinak: dokazi danou PF napsat
vzoreckem (tj. vyjarit pomoci elementarnich funkei)? A to zdaleka vzdy
nejde.

Casto uvadeny pifklad: funkce f(z) = exp(—a?) uréité ma PF (je spojitd),
ale da se dokazat, Zze tato primitivni funkce se neda vyjadiit pomoci ele-
mentarnich funkei.

Véta 9.11. [Vztah N.i. a R.i.] Necht f(z) je spojitd v [a, b]. Potom f(x) €
N (a,b) a plati

0 [ st =) [ )

Poznamky. K nazornému vyznamu integralu: lze provést asi nasledujici
tvahu. Je-li ddna funkce f(x) : [a,b] — R, a jestlize ¢islo P € R vyjadiuje
"plochu pod grafem f(z)”, pak nutné P = (R)fab f(x)dx.

Podobné lze odvodit fadu dalich vzorecku pro vypocet délky kiivky, ob-

Poznamky.

Newtonuv integral - vyhody: snadny vypocet z definice, umi i neomezené
funkce /intervaly; nevyhody: spo¢iva na slozitém pojmu (primitivni funkce),
nazorny vyznam neni vubec jasny

Riemannuv integral - vyhody: elementdrni definice (supremum, infimum),
nazorny vyznam snadno zduvodnitelny; nevyhody: takika nelze spocitat z
definice, funguje jen na omezenych funkcich a intervalech

Klicové je, ze pro spojité funkce davaji oba typy integralu stejny vysledek.
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