CVICENI NA VARIACI FUNKCE

1. Dokazte, ze funkce f(0) = 0 a f(z) = zsin(1l/x) pro = € (0,1/7] je
spojita v [0,1/7], a ma zde nekoncenou variaci.
2. Dokazte implikace:

f,ge BV(l) = f+ge BV()
f,g€e BV(I) = fge BV()
3. Sestrojte funkci takovou, ze f ¢ BV (1), avsak f - f € BV (I).
4. Ukazte, ze BV funkce ma nejvyse spocetné bodi nespojitosti, a ze jde
pouze o nespojitosti 1. druhu.

5. Pro zajimavost: Je déna funkce f(x) : [a,b] — R. Takzvanou Bana-
chovu indicatriz N(f,y) definujeme jako pocet prvkid mnoziny

{z €a,b]; f(z)=y}.
V roce 1925 dokazal S. Banach, Ze pro spojitou f(z) plati

feBV(ab]) — /_oo N(f, ) dy < oo

Integral vpravo je pfimo roven variaci f.

6. Je-li f € C(I), plati

V(fT) = / ()] da

Poznamky.

BV(I) = mnozina funkeci s kone¢nou variaci na /

1. Spoctéte nejprve variaci f na intervalu [1/((k + 1)7), 1/(kn)].
2. Uvédomte si, ze BV funkce jsou omezené, a uzijte rozpis

f(@i)g(@i) = f(@ir1)g(zivr) =
f(@)lg(@i) — g(@irn)] + g(@irn) [f (@) — f(@ir1)] -
3. Viz ptiklad 1.
4. Nespojitost 1. druhu = existuji vlastni jednostranné limity. Kazda BV

funkce lze napsat jako rozdil monoténnich, omezenych funkci. Nespojitost
monoténni funkce = skok, kterych mtize byt nejvyse spocetné mnoho.
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5. S. Banach, ”Sur les lignes rectifiables et les surfaces dont 'aire est
finie”, Fund. Math. 7 (1925), pp. 225-236

6. K dikazu < pouzijte odhad |f(z;_1) — f(z;)| < fxl |f(x)| dz.

U opa¢né nerovnosti uvazte, ze f(x;—1) — f(z;) = f' ({Z)(:pz_l x;), a
odvodte, ze V(f, I) je vétsi nebo rovna dolnimu Riemannovu integralu | f’|.



