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1 Uvod.

Dle vSeobecné rozsiteného minéni spociva demokracie v tom, Ze spole¢na rozhodnuti se pfiji-
maji hlasovanim. To ma zarucit, ze i v pripadé jakkoliv slozitych a kontroverznich zalezitosti
bude piijato FeSeni, které je (alespon z hlediska vétsiny ob¢ant) nejvice uspokojivé.

dojit k situaci, kdy kazdé ptijaté rozhodnuti nechavi vétsinu obcanu nespokojenou. Tento
paradox, objeveny jiz pied vice nez dvéma sty let de Condorcetem, néas inspiroval k navrzeni
,modelu brexitu“. Na§ model nabizi jednoduché a snad i nekontroverzni vysvétleni patové
situace, v které se momentalné! nachazi britska politika.

Ve druhé c¢asti se zabyvame modelem jiného politického problému: totiz stanoveni optimalni
doxu, ktera ukazuje, Ze hlasovani miize vést k nejhorsi (v jistém smyslu) ze vSech moZnych
variant.

V posledni c¢éasti ¢lanku se pokusime matematicky hloubéji zamyslet nad vétSinou a hla-
sovanim. Ukazeme, Ze Condorcetuv paradox mé teSeni, jez je prakticky zaroven prakticky
nepouzitelné, a presto, véfime, inspirativni — presné jako prava matematika!

2 Model brexitu.

Ptipomenme, 7Ze matematicky model je pokusem o zjednoduseny, schematizovany a zaroven
zptesnény popis néjaké situace. Jeho cilem je vystihnout podstatu, ¢i jakousi logickou kostru
studovaného problému.

V nasem modelu brexitu predpokladame, Ze se rozhoduje mezi tfemi variantami:

A | setrvani v EU
B | mékky brexit
C | tvrdy (no deal) brexit

Déle predpokladame, 7e ob¢ané britanie (a potazmo ¢lenové parlamentu) jsou rozdéleni do
nasledujicich ti skupin:

Skupina Ve, o sile cca 40%, si preje setrvani v EU, tedy variantu A. Jako druhou, le¢ horsi
moznost, vidi odchod na zakladé dohody, tj. B. Za nejhorsi, ba pfimo katastrofalni, povazuje
tvrdy brexit, tj. C.
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Proti nim stoji skupina ob&antt Vg, 0 néco slabsi (cca 35%), ktera si pieje opustit EU, le¢ po
dobrém, tj. variantu B. Jako druhou, le¢ podstatné horsi moznost, pripousti i tvrdy brexit,
tj. C. Kazdopadné nejhorsi je pro né varianta A, setrvani v EU.

Kone¢né je zde nejmengi, le¢ vyrazna skupina V,,.q radikalnich brexitait o sile cca 25%. Pro
né je prvni volbou samoziejmé C. Na druhé misto (trochu paradoxné) kladou A: radéji v EU
zistat (aspoii prozatim), nez se pustit do polovi¢atého Fegeni B (které dle nich kombinuje to
nejhorsi z ostatnich moznosti).

skupina | podil | preference
Viem 40% | A= B = C
Viott 35% | B=-C = A
Viad 25% | C = A~ B

Tvrdime, Ze toto je dobry model v tom smyslu, Ze z néj vyplyva presné takovi politicka
dynamika, jakou v Britanii od roku 2016 pozorujeme.

Poznamka. Ctenaf nemusf souhlasit s udaji v nasi tabulce a ani to neni nutné. Podstatné
pro nas model jsou dvé véci: zddnéa ze skupin Viem, Viort, Viaa Netvoil vétSinu a za druhé,
preference jednotlivych skupin jsou dokonale zacykleny v tom smyslu, 7ze kazdé z variant A,
B a C mé pravé jedno prvni misto, pravé jedno druhé misto, a pravé jedno tieti misto.

3 Cyklickd dynamika

Co tedy plyne z naseho modelu? Za prvé je jasné, Ze referendum dopadne v poméru 60%
ku 40% ve prospéch leave®. Viimnéme si v8ak jiz nyni, Ze referendum odhlizi od (kli¢ové)
otazky, zda ma byt odchod tvrdy ¢i mékky, a ze vitézna vétsina Vg U Viaq neni v tomto
bodé jednotna.

V1ady se ujima Theresa M., kterd, a¢ sama zastankyni A, se poctivé snazi realizovat variantu
B. To je v dané situaci rozumné feSeni, nicméné nejvice vyhovuje pouze mensiné Vg, Proti
tomu se konstituuje nespokojend vétSina Vien U Viaq. I tato vétSina je nejednotna v tom
smyslu, ze skupina Vi, stile doufd v moznost A, zatimco V.q si naopak preje radikalnéjsi
C. Bud jak bud, plan B se v parlamentu schvalit nepodaii.

Vl1ady se ujima Boris J.; na potfad dne se dostava moznost C. Tato situace, kterou nyni? pozo-
rujeme, sjednoti k odporu Viem a Vios:, ktefi tvrdy brexit povazuji za potencialni katastrofu.
Je pravdépodobné, Ze se odchod z EU opét odlozi. To ovSem prakticky znamend setrvani pii
varianté A, v rozporu s vysledkem referenda. Ocitame se na poc¢atku celého bludného kruhu.
Paradox, ktery zde pozorujeme, byl objeven markyzem de Condorcet jiz pfed vice nez dvéma
sty lety. Tzv. Condorcetiv cyklus spo¢iva v tom, Ze hlasujeme-li o jednotlivych variantéch,
pak vétsina (totiz Viem U Viaq) preferuje A pred B. Vétsina (totiz Viem U Vi) také preferuje
B pred C. Le¢ opét vétsina (totiZ Vie, U Viaq) preferujem C' pred A. Vznika tedy cyklické
usporadani vétsinové (¢i cheeme-li, demokratické) preference

A=-B=C» A
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Disledkem je pravé pozorovand nestabilita, ¢i nekonzistence: jakykoliv vysledek hlasovani je
znovu odvolavan a jevi se tedy jako libovolny.

4 Problém teploty v kancelari.

Condorcetiv cyklus vznika z toho divodu, Ze individuélni preference jsou navzajem dokonale
nekompatibilni: lisi se vzajemné vzdy piesunutim prvni volby na konec resp. posledni na
pocatek. Neni to ale divné? Je takové zacykleni viibec mozné — neni vySe uvedeny model
brexitu p¥ilisnou spekulaci? Ukazeme si jednoduchy piiklad, kdy totozné zacykleni vyplyne
z preferenci vzhledem k jedné skalarni veli¢iné: teploté ve spolec¢né kancelaii. Uvidime zde
také, Ze demokratické procedury mohou (za jistych okolnosti) dovést danou situaci k nejhorsi
z moznych variant.

N&s model (ktery bychom také mohli nazvat modelem modelu brexitu), je nasledujici: na
jednom zapadlém Gfadé pracuji t¥i Gfednici. Pracovni pohodu v8ak zac¢ne nahlodavat spor o
to, jak teplo by v kancelafi mélo byt. Zatimco ufednik U; je pro zachovani soucasné teploty
(varianta A), afednik U, by si pial teplotu niz$i (varianta B). Naopak tfednik Us se domniva,
ze by se mélo vice topit (varianta C).

Pokusme se navrhnout presnéjsi, kvantitativni model. Inspirovani nazorem, ze volby dnes
rozhoduje spiSe nespokojenost nez pozitivni pfani voli¢i, pokusime se matematicky popsat
miru nespokojenosti. Budeme piedpokladat, ze kazdy ¢lovék ma definovanou jistou optimalni,
tj. nejvice zadouci teplotu Top. PTi okolni teploté 1" je mira jeho nespokojenosti N (T') amérna
druhé mocniné odchylky od teploty optimélni, tj.

N(T) = (T = Tope)’ (1)

Piedpokladejme, ze U, povazuje za optimalni 77" = 23°C, zatimco otuzilec U, se citi nejlépe
pii T3P = 19°C. Zimomfivy Us by byl nejitastngjsi pii 75> = 25°C. Le¢ pozor: posledné
jmenovany dostal k vanocum svetr, ktery je velmi sluSivy, a pfedevsim snizuje jeho teplotni
optimum na 20°C.

Vyjadieno vzoreckem, nespokojenost jednotlivych tfedniki pii teploté 1" je rovna

NA(T) = (T - 23)°
No(T) = (T - 19)°

respektive

N3(T) = min { (T = 25)*, (T - 20)° }
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Zbyva presnéji kvantifikovat jednotlivé alternativy A, B a C. V kancelafi je dstfedni topeni
(ovladané centralnim tifadem), které udrzuje stalou teplotu T = 22, 5°C.. Ufednici viak ob-
jevi starou, nikdy nepouzivanou klimatizac¢ni jednotku. Ta dokaze ohiat mistnost na teplotu
T = 26°C', nebo naopak ochladit na T = 18°C'. Nyni uz muzeme sestavit celkovou tabulku
nespokojenosti:

A|B|C
U 0925
Uy |12 149 | 1
Us| 6|1

Odsud snadno vyplyvaji relativni preference jednotlivych variant:

afednik | preference
U, A=B>=C
Us C>A>B
Us B-=C+A

Vidime, Ze jsme opét obdrzeli Condorcetiv cyklus — vétSina se domniva, ze
A-B>~C> A

N&as kvantitativni model ma ale jednu velkou prednost: umozni vypocitat i celkovou miru
nespokojenosti (pfi dané teploté), kterou definujeme jako soucet nespokojenosti jednotlivych
uredniki:

Negrkem(T) = Ni(T) + No(T') + N3(T) (2)
Rozsitime tedy ptedchozi tabulku:
A|B|C
U,y 09 |25
U, 12 149 | 1
Us 6 |1 | 4

| CELKEM | 19 | 59 [ 30 |
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a zjistujeme, ze méieno celkovou mirou nespokojenosti, je z moznych variant nejlepsi A, tj.
zachovani soucasné teploty. Na druhém misté je C, tedy snizeni na 18°C’; nejhorsi pak B,
jeji zvyseni na 26°C'.

Predstavme si nasledujici scénai: nejprve se hlasuje o otazce ,,chceme zménit teplotu v kan-
celari?“. Vétsina (totiz U, spolu s Us) hlasuje pro. Tedy varianta A je ze hry venku. (Je také
mozné, ze se prosté ukaze, ze klimatizacni jednotku lze zapnout ¢i prepnout, nikoliv vSak
uz vypnout.) V dalsim hlasovani ovSem vitézi B nad C (vétsina U; spolu s Us). Demokra-
tickd procedura tedy, v tomto konkrétnim scénéfii, zptisobi prechod od varianty s nejmensi
celkovou nespokojenosti (tj. A) k varianté k nejvétsi celkovou nespokojenosti (tj. B).

5 Demokracie, vétsSina a efektivni vétSina

Co totiz znamend, v hlubsim smyslu, rozhodovat ,yétsinou“? Kazdy vi, co to znamené vét-
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abstraktné&jsi pohled) se pokusime vyjadfit v nasledujici definici.

Definice. Zobecnénou vétsinou na mnoziné V rozumime systém Z podmnozin V', spliujici
nasledujici axiomy:

(D1) D¢ Z2,VeZz
(D2) MeZaMCN = NeZ
D3) McZ — (V\M)¢2Z

Prakticky vidéno, V' je mnozina vSech voli¢l, zatimco Z je systém vSech zdkonodarnych
mnozin — tedy takovych podmnozin V| jimz pfizndvame pravo ucinit néjaké rozhodnuti.
Uvedené axiomy neurcuji Z jednoznacné, spiSe vyjadiujé jisté obecné, minimalni podminky
na to, aby takovy systém rozumné fungoval.

Za prvé: nemé byt prijato rozhodnuti, které nikdo nepodporuje, naopak méa byt pfijato
rozhodnuti, na némz se shodnou vsichni. Za druhé, je-li jistd skupina M opravnéna udinit
rozhodnuti, pak tim spiSe i vétsi skupina N je opravnéna ucinit rozhodnuti. Tteti axiom lze
zformulovat ekvivalentné takto: jestlize V' rozdélime na dvé disjunktni skupiny, pak pravo
ucinit rozhodnuti lze pfiznat jenom jedné z nich.

Existuje vice zpusobi, jak definovat zobecnénou vétsinu v nasem smyslu, tj. vyhovét uvede-
nym axiomum.

(D Necht #M znaci pocet prvku mnoziny M. Potom
1
Zinaj = {M CV; #M > 5#1/}

je systém pravé vSech podmnozin V', které tvoii vétsinu v obvyklém smyslu.

@) Zvolme pevné né&jaky prvek 6 € V a definujme

Zn={McCV;deM}



Pravo ¢init rozhodnuti dame skupiné M préavé tehdy, je-li v ni ob¢an §. Specidlné, pravo
¢init rozhoduti ma jednoprvkovd mnozina {J}, tedy obcan § sam. Vidime, Ze nas pojem
zobecnéné vétsiny zahrnuje specialné i diktaturu.

@ Matematika samoziejmé hned napadne otazka, jak definovat vétsinu, je-li V' nekonecna.
Definice z bodu 1 nefunguje, ale mizeme polozit

Zn={MCV; #(V\ M) < o0}

Tedy v nekonec¢ném parlamentu bychom za schvéilené povazovali ty zakony, s nimiz souhlasi
vSichni az na konecné vyjimek.

Nyni se vSak vratme zpatky ke Condorcetové paradoxu a nestastné nekonzistentni vétsineé.
Abstraktni pohled nadm umoziuje vidét, kde je jadro problému: uréita vétSina schvali né-
jaké (¢aste¢né) rozhodnuti, le¢ tvaii v tvai dalsimu rozhodnuti se rozklada na dvé menginy.
Potiebovali bychom zesilit posledni axiom:

Definice. Efektivni zobecnénou vétsinou na mnoziné V' rozumime systém Z podmnozin V',
spligjici axiomy (D1)-(D3) vy8e a navic (D4): jestlize My N My = () a My U My € Z, pak
bud (i) M; € Z, nebo (ii) My € Z, ve smyslu: nastane pravé jedna z moznosti (i), (ii).
Jinymi slovy: pokud zakonodidrnou mnozinu rozdélime na dvé disjunktni ¢asti, tak prave
jedna z nich bude i nadéle zékonodarna. Definice je to pékné; v matematice (obcas na
rozdil od politiky) v8ak musime ihned pétrat po tom, zda je tato pékna definice i splnitelné.
Skeptickou odpovéd nam dava pravé slavna Arrowova véta o nemoznosti:

Véta 1. [Arrow 1950.] Necht V' je kone¢na. Pak jedinou efektivni zobecnénou vét§inou na
V' je diktatura.

Nechceme koncit v pesimistickém duchu; nechame v8ak jiz na ¢tenari, aby se nize uvedenou
vétou nechal povznést k ivahdm sub specie aeternitatis.

Véta 2. [Fishburn 1970, Kirmann a Sonderman 1972.] Necht V' je nekone¢na. Potom existuje
efektivni zobecnéna vétSina, kterd rozsituje Zy,. Jinymi slovy, v niz zadna kone¢nd mnozina
neni zakonodarné (a tedy nejde o diktaturu ani oligrachii).



