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1 Úvod.

Dle v²eobecn¥ roz²í°eného mín¥ní spo£ívá demokracie v tom, ºe spole£ná rozhodnutí se p°ijí-
mají hlasováním. To má zaru£it, ºe i v p°ípad¥ jakkoliv sloºitých a kontroverzních záleºitostí
bude p°ijato °e²ení, které je (alespo¬ z hlediska v¥t²iny ob£an·) nejvíce uspokojivé.
Skute£nost je ov²em sloºit¥j²í: jakmile stojíme mezi více neº dv¥ma alternativami, m·ºe
dojít k situaci, kdy kaºdé p°ijaté rozhodnutí nechává v¥t²inu ob£an· nespokojenou. Tento
paradox, objevený jiº p°ed více neº dv¥ma sty let de Condorcetem, nás inspiroval k navrºení
�modelu brexitu�. Ná² model nabízí jednoduché a snad i nekontroverzní vysv¥tlení patové
situace, v které se momentáln¥1 nachází britská politika.
Ve druhé £ásti se zabýváme modelem jiného politického problému: totiº stanovení optimální
teploty ve spole£né kancelá°i. Jde o jakousi sloºit¥j²í, kvantitativní verzi Condorcetova para-
doxu, která ukazuje, ºe hlasování m·ºe vést k nejhor²í (v jistém smyslu) ze v²ech moºných
variant.
V poslední £ásti £lánku se pokusíme matematicky hloub¥ji zamyslet nad v¥t²inou a hla-
sováním. Ukáºeme, ºe Condorcet·v paradox má °e²ení, jeº je prakticky zárove¬ prakticky
nepouºitelné, a p°esto, v¥°íme, inspirativní � p°esn¥ jako pravá matematika!

2 Model brexitu.

P°ipome¬me, ºe matematický model je pokusem o zjednodu²ený, schematizovaný a zárove¬
zp°esn¥ný popis n¥jaké situace. Jeho cílem je vystihnout podstatu, £i jakousi logickou kostru
studovaného problému.
V na²em modelu brexitu p°edpokládáme, ºe se rozhoduje mezi t°emi variantami:

A setrvání v EU
B m¥kký brexit
C tvrdý (no deal) brexit

Dále p°edpokládáme, ºe ob£ané británie (a potaºmo £lenové parlamentu) jsou rozd¥leni do
následujících t°í skupin:
Skupina Vrem, o síle cca 40%, si p°eje setrvání v EU, tedy variantu A. Jako druhou, le£ hor²í
moºnost, vidí odchod na základ¥ dohody, tj. B. Za nejhor²í, ba p°ímo katastrofální, povaºuje
tvrdý brexit, tj. C.

1Psáno v zá°í 2019.
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Proti nim stojí skupina ob£an· Vsoft, o n¥co slab²í (cca 35%), která si p°eje opustit EU, le£ po
dobrém, tj. variantu B. Jako druhou, le£ podstatn¥ hor²í moºnost, p°ipou²tí i tvrdý brexit,
tj. C. Kaºdopádn¥ nejhor²í je pro n¥ varianta A, setrvání v EU.
Kone£n¥ je zde nejmen²í, le£ výrazná skupina Vrad radikálních brexitá°· o síle cca 25%. Pro
n¥ je první volbou samoz°ejm¥ C. Na druhé místo (trochu paradoxn¥) kladou A: rad¥ji v EU
z·stat (aspo¬ prozatím), neº se pustit do polovi£atého °e²ení B (které dle nich kombinuje to
nejhor²í z ostatních moºností).

skupina podíl preference
Vrem 40% A � B � C
Vsoft 35% B � C � A
Vrad 25% C � A � B

Tvrdíme, ºe toto je dobrý model v tom smyslu, ºe z n¥j vyplývá p°esn¥ taková politická
dynamika, jakou v Británii od roku 2016 pozorujeme.

Poznámka. �tená° nemusí souhlasit s údaji v na²í tabulce a ani to není nutné. Podstatné
pro ná² model jsou dv¥ v¥ci: ºádná ze skupin Vrem, Vsoft, Vrad netvo°í v¥t²inu a za druhé,
preference jednotlivých skupin jsou dokonale zacykleny v tom smyslu, ºe kaºdá z variant A,
B a C má práv¥ jedno první místo, práv¥ jedno druhé místo, a práv¥ jedno t°etí místo.

3 Cyklická dynamika

Co tedy plyne z na²eho modelu? Za prvé je jasné, ºe referendum dopadne v pom¥ru 60%
ku 40% ve prosp¥ch �leave�. V²imn¥me si v²ak jiº nyní, ºe referendum odhlíºí od (klí£ové)
otázky, zda má být odchod tvrdý £i m¥kký, a ºe vít¥zná v¥t²ina Vsoft ∪ Vrad není v tomto
bod¥ jednotná.
Vlády se ujímá Theresa M., která, a£ sama zastánkyní A, se poctiv¥ snaºí realizovat variantu
B. To je v dané situaci rozumné °e²ení, nicmén¥ nejvíce vyhovuje pouze men²in¥ Vsoft. Proti
tomu se konstituuje nespokojená v¥t²ina Vrem ∪ Vrad. I tato v¥t²ina je nejednotná v tom
smyslu, ºe skupina Vrem stále doufá v moºnost A, zatímco Vrad si naopak p°eje radikáln¥j²í
C. Bu¤ jak bu¤, plán B se v parlamentu schválit nepoda°í.
Vlády se ujímá Boris J.; na po°ad dne se dostává moºnost C. Tato situace, kterou nyní2 pozo-
rujeme, sjednotí k odporu Vrem a Vsoft, kte°í tvrdý brexit povaºují za potenciální katastrofu.
Je pravd¥podobné, ºe se odchod z EU op¥t odloºí. To ov²em prakticky znamená setrvání p°i
variant¥ A, v rozporu s výsledkem referenda. Ocitáme se na po£átku celého bludného kruhu.
Paradox, který zde pozorujeme, byl objeven markýzem de Condorcet jiº p°ed více neº dv¥ma
sty lety. Tzv. Condorcet·v cyklus spo£ívá v tom, ºe hlasujeme-li o jednotlivých variantách,
pak v¥t²ina (totiº Vrem ∪ Vrad) preferuje A p°ed B. V¥t²ina (totiº Vrem ∪ Vsoft) také preferuje
B p°ed C. Le£ op¥t v¥t²ina (totiº Vsoft ∪ Vrad) preferujem C p°ed A. Vzniká tedy cyklické
uspo°ádání v¥t²inové (£i chceme-li, demokratické) preference

A � B � C � A

2Viz poznámku £. 1.
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D·sledkem je práv¥ pozorovaná nestabilita, £i nekonzistence: jakýkoliv výsledek hlasování je
znovu odvoláván a jeví se tedy jako libovolný.

4 Problém teploty v kancelá°i.

Condorcet·v cyklus vzniká z toho d·vodu, ºe individuální preference jsou navzájem dokonale
nekompatibilní: li²í se vzájemn¥ vºdy p°esunutím první volby na konec resp. poslední na
po£átek. Není to ale divné? Je takové zacyklení v·bec moºné � není vý²e uvedený model
brexitu p°íli²nou spekulací? Ukáºeme si jednoduchý p°íklad, kdy totoºné zacyklení vyplyne
z preferencí vzhledem k jedné skalární veli£in¥: teplot¥ ve spole£né kancelá°i. Uvidíme zde
také, ºe demokratické procedury mohou (za jistých okolností) dovést danou situaci k nejhor²í
z moºných variant.
Ná² model (který bychom také mohli nazvat modelem modelu brexitu), je následující: na
jednom zapadlém ú°ad¥ pracují t°i ú°edníci. Pracovní pohodu v²ak za£ne nahlodávat spor o
to, jak teplo by v kancelá°i m¥lo být. Zatímco ú°edník U1 je pro zachování sou£asné teploty
(varianta A), ú°edník U2 by si p°ál teplotu niº²í (varianta B). Naopak ú°edník U3 se domnívá,
ºe by se m¥lo více topit (varianta C).
Pokusme se navrhnout p°esn¥j²í, kvantitativní model. Inspirováni názorem, ºe volby dnes
rozhoduje spí²e nespokojenost neº pozitivní p°ání voli£·, pokusíme se matematicky popsat
míru nespokojenosti. Budeme p°edpokládat, ºe kaºdý £lov¥k má de�novanou jistou optimální,
tj. nejvíce ºádoucí teplotu Topt. P°i okolní teplot¥ T je míra jeho nespokojenostiN (T ) úm¥rná
druhé mocnin¥ odchylky od teploty optimální, tj.

N (T ) =
(
T − Topt

)2 (1)

P°edpokládejme, ºe U1 povaºuje za optimální T opt
1 = 23◦C, zatímco otuºilec U2 se cítí nejlépe

p°i T opt
2 = 19◦C. Zimom°ivý U3 by byl nej²´astn¥j²í p°i T opt

3 = 25◦C. Le£ pozor: posledn¥
jmenovaný dostal k vánoc·m svetr, který je velmi slu²ivý, a p°edev²ím sniºuje jeho teplotní
optimum na 20◦C.
Vyjád°eno vzore£kem, nespokojenost jednotlivých ú°edník· p°i teplot¥ T je rovna

N1(T ) =
(
T − 23

)2
N2(T ) =

(
T − 19

)2
respektive

N3(T ) = min
{(
T − 25

)2
,
(
T − 20

)2}
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Zbývá p°esn¥ji kvanti�kovat jednotlivé alternativy A, B a C. V kancelá°i je úst°ední topení
(ovládané centrálním ú°adem), které udrºuje stálou teplotu TA = 22, 5◦C. Ú°edníci v²ak ob-
jeví starou, nikdy nepouºívanou klimatiza£ní jednotku. Ta dokáºe oh°át místnost na teplotu
TB = 26◦C, nebo naopak ochladit na TC = 18◦C. Nyní uº m·ºeme sestavit celkovou tabulku
nespokojenosti:

A B C
U1 0 9 25
U2 12 49 1
U3 6 1 4

Odsud snadno vyplývají relativní preference jednotlivých variant:

ú°edník preference
U1 A � B � C
U2 C � A � B
U3 B � C � A

Vidíme, ºe jsme op¥t obdrºeli Condorcet·v cyklus � v¥t²ina se domnívá, ºe

A � B � C � A

Ná² kvantitativní model má ale jednu velkou p°ednost: umoºní vypo£ítat i celkovou míru

nespokojenosti (p°i dané teplot¥), kterou de�nujeme jako sou£et nespokojeností jednotlivých
ú°edník·:

NCELKEM(T ) = N1(T ) +N2(T ) +N3(T ) (2)

Roz²í°íme tedy p°edchozí tabulku:

A B C
U1 0 9 25
U2 12 49 1
U3 6 1 4

CELKEM 19 59 30
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a zji²´ujeme, ºe m¥°eno celkovou mírou nespokojenosti, je z moºných variant nejlep²í A, tj.
zachování sou£asné teploty. Na druhém míst¥ je C, tedy sníºení na 18◦C; nejhor²í pak B,
její zvý²ení na 26◦C.
P°edstavme si následující scéná°: nejprve se hlasuje o otázce �chceme zm¥nit teplotu v kan-
celá°i?� . V¥t²ina (totiº U2 spolu s U3) hlasuje pro. Tedy varianta A je ze hry venku. (Je také
moºné, ºe se prost¥ ukáºe, ºe klimatiza£ní jednotku lze zapnout £i p°epnout, nikoliv v²ak
uº vypnout.) V dal²ím hlasování ov²em vít¥zí B nad C (v¥t²ina U1 spolu s U2). Demokra-
tická procedura tedy, v tomto konkrétním scéná°i, zp·sobí p°echod od varianty s nejmen²í
celkovou nespokojeností (tj. A) k variant¥ k nejv¥t²í celkovou nespokojeností (tj. B).

5 Demokracie, v¥t²ina a efektivní v¥t²ina

Co totiº znamená, v hlub²ím smyslu, rozhodovat �v¥t²inou�? Kaºdý ví, co to znamená v¥t-
²ina � lze na tom objevit n¥co hlub²ího? Hlub²í pohled (lépe snad ale °e£eno, obecn¥j²í £i
abstraktn¥j²í pohled) se pokusíme vyjád°it v následující de�nici.

De�nice. Zobecn¥nou v¥t²inou na mnoºin¥ V rozumíme systém Z podmnoºin V , spl¬ující
následující axiomy:

(D1) ∅ /∈ Z, V ∈ Z

(D2) M ∈ Z a M ⊂ N =⇒ N ∈ Z

(D3) M ∈ Z =⇒ (V \M) /∈ Z

Prakticky vid¥no, V je mnoºina v²ech voli£·, zatímco Z je systém v²ech zákonodárných
mnoºin � tedy takových podmnoºin V , jimº p°iznáváme právo u£init n¥jaké rozhodnutí.
Uvedené axiomy neur£ují Z jednozna£n¥, spí²e vyjad°ujé jisté obecné, minimální podmínky
na to, aby takový systém rozumn¥ fungoval.
Za prvé: nemá být p°ijato rozhodnutí, které nikdo nepodporuje, naopak má být p°ijato
rozhodnutí, na n¥mº se shodnou v²ichni. Za druhé, je-li jistá skupina M oprávn¥na u£init
rozhodnutí, pak tím spí²e i v¥t²í skupina N je oprávn¥na u£init rozhodnutí. T°etí axiom lze
zformulovat ekvivalentn¥ takto: jestliºe V rozd¥líme na dv¥ disjunktní skupiny, pak právo
u£init rozhodnutí lze p°iznat jenom jedné z nich.
Existuje více zp·sob·, jak de�novat zobecn¥nou v¥t²inu v na²em smyslu, tj. vyhov¥t uvede-
ným axiom·m.

1© Nech´ #M zna£í po£et prvk· mnoºiny M . Potom

Zmaj =
{
M ⊂ V ; #M >

1

2
#V

}
je systém práv¥ v²ech podmnoºin V , které tvo°í v¥t²inu v obvyklém smyslu.

2© Zvolme pevn¥ n¥jaký prvek δ ∈ V a de�nujme

ZD =
{
M ⊂ V ; δ ∈M

}
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Právo £init rozhodnutí dáme skupin¥ M práv¥ tehdy, je-li v ní ob£an δ. Speciáln¥, právo
£init rozhodutí má jednoprvková mnoºina {δ}, tedy ob£an δ sám. Vidíme, ºe ná² pojem
zobecn¥né v¥t²iny zahrnuje speciáln¥ i diktaturu.

3© Matematika samoz°ejm¥ hned napadne otázka, jak de�novat v¥t²inu, je-li V nekone£ná.
De�nice z bodu 1 nefunguje, ale m·ºeme poloºit

ZFr =
{
M ⊂ V ; #(V \M) <∞

}
Tedy v nekone£ném parlamentu bychom za schválené povaºovali ty zákony, s nimiº souhlasí
v²ichni aº na kone£n¥ výjimek.
Nyní se v²ak vra´me zpátky ke Condorcetov¥ paradoxu a ne²´astné nekonzistentní v¥t²in¥.
Abstraktní pohled nám umoº¬uje vid¥t, kde je jádro problému: ur£ita v¥t²ina schválí n¥-
jaké (£áste£né) rozhodnutí, le£ tvá°í v tvá° dal²ímu rozhodnutí se rozkládá na dv¥ men²iny.
Pot°ebovali bychom zesílit poslední axiom:

De�nice. Efektivní zobecn¥nou v¥t²inou na mnoºin¥ V rozumíme systém Z podmnoºin V ,
spl¬ující axiomy (D1)-(D3) vý²e a navíc (D4): jestliºe M1 ∩M2 = ∅ a M1 ∪M2 ∈ Z, pak
bu¤ (i) M1 ∈ Z, nebo (ii) M2 ∈ Z, ve smyslu: nastane práv¥ jedna z moºností (i), (ii).
Jinými slovy: pokud zákonodárnou mnoºinu rozd¥líme na dv¥ disjunktní £ásti, tak práv¥
jedna z nich bude i nadále zákonodárná. De�nice je to p¥kná; v matematice (ob£as na
rozdíl od politiky) v²ak musíme ihned pátrat po tom, zda je tato p¥kná de�nice i splnitelná.
Skeptickou odpov¥¤ nám dává práv¥ slavná Arrowova v¥ta o nemoºnosti:

V¥ta 1. [Arrow 1950.] Nech´ V je kone£ná. Pak jedinou efektivní zobecn¥nou v¥t²inou na
V je diktatura.

Nechceme kon£it v pesimistickém duchu; necháme v²ak jiº na £tená°i, aby se níºe uvedenou
v¥tou nechal povznést k úvahám sub specie aeternitatis.

V¥ta 2. [Fishburn 1970, Kirmann a Sonderman 1972.] Nech´ V je nekone£ná. Potom existuje
efektivní zobecn¥ná v¥t²ina, která roz²i°uje ZFr. Jinými slovy, v níº ºádná kone£ná mnoºina
není zákonodárná (a tedy nejde o diktaturu ani oligrachii).
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