verze 10. kvétna 2018.

1. ZAKLADNI RUSTOVE MODELY. DRAVEC A KORIST.

Studujeme modely populaéni dynamiky pro neznamé velikosti populaci z = x(t), y = y(t) proménné
t; tedy vesmés nds bude zajimat jen piipad > 0, y > 0 a t > 0. V3echny konstanty (parametry) v
modelech jsou také kladné.

Zakladni ristovy model. Je dan rovnici

' =rx (1.1)

kde parametr » > 0 je pfirozend mira reprodukce (=mnozstvi potomstva) na jednotku casu a
populace. Jeho variantou je model poklesu (vymirdni)

' = —hx (1.2)

Resenim je exponenciéla (rostouci nebo klesajici).

Lemma 1. Nechf funkce p(t) : [0,+00) — [0, 1] je podil populace v ¢ase t. Potom priumérny ¢as
zivota jedince je roven fooo p(t) dt.

Dusledek. Prumérna doba zivota jedince v modelu (1.2) je 1/h.

Logisticky (téZ Verhulstiv) model. Je to rovnice

x'zr(l—%)x (1.3)

kde r > 0 je opét pfirozend mira rusta a K > 0 je maximdlni kapacita prostredi (tj. populace, ktera
se pfirozené uzivi). Pro vSechna feseni plati z(t) — K dokonce exponencialné rychle. Rust mezi 0
a K ma typicky S-ovity pribéh, pozorovatelny na spousté dat.

Lotka-Volterruv model. Jedna se o nejjednodussi model typu dravec-kofist. Je ddan soustavou rovnic

(r — ky)x

(—h+ px)y (14)

=
y =
kde x resp. y je populace kotisti resp. dravce. Lze dale spocitat:

e systém ma4 jediny staciondrni bod S = (h/p,r/k)

e funkce V =rlny—ky+hlnz—px je prvnim integralem soustavy; protoze V je ryze konkavni,
dostavame periodi¢nost vsech feSeni

Nevyhody modelu (1.4) jsou néasledujict:
e linearita zpétné vazby (¢leny ky resp. px) neni realistickd pti velkych populacich

e feseni jsou pouze neutrdlné stabilni (tj. stabilni, ne vsak asymptoticky stabilni); model neni
strukturdlné stabilni



Volterruv princip. V systémech typu dravec-kofist mé celkové zhorseni zivotniho prostiedi za
nasledek relativni pokles po¢tu dravcu a relativni narust poc¢tu kofisti.

Holling- Tanneruv model. Jedné se o pokrocilejsi model typu dravec-kofist. Je ddn rovnicemi

= (r (1 ~ %) - A”jry:C) x (1.5)
y'zs(l—?)y (1.6)

Vyznam jednotlivych ¢lent: v rovnici (1.5) mame za prvé logisticky model pro rust kotisti x. Druhy
¢len piSme jako —Hx, stiedni doba odlovu je tedy

1 A+z
H my

Druhé rovnice (1.6) je logisticky model pro kofist y s kapacitou x/P; tedy P chiapeme jako mnozstvi
kofisti nutné k obzivé jednoho dravce.

Véta 1. Pro kazdou pocédteni podminku x(0) > 0, y(0) > 0 existuje pravé jedno feSeni, definované
pro v8echna ¢ > 0. Toto feSeni je omezené a mé kladné slozky.

Pro tento model lze spocitat:
e existuje jediny stacionarni bod S, dany rovnicemi
r
=—A+2)(1-2z/K
y= 1 (A+2)(1 - 2/K)
y=uz/P

Redlné ¢asti vlastnich ¢isel linearizované soustavy v S jsou v zavislosti na parametrech rovnice
bud zdporné (stabilita) nebo kladné (negativni stabilita)

e V piipadné negativni stability bodu S plyne z Poincarého-Bendixsonovy teorie existence ne-
trivialniho periodického treseni.

e numerické experimenty naznacuji, ze systém se chové dvé moznymi zpusoby: (1) v pfipadé, ze
S je stabilni, konverguji k nému vSechna feseni a nebo (2) pokud S je nestabilni, konverguji
v8echna TeSeni ke vysSe zminénému periodickému feSeni

Model konkurence/koexistence. Jde o dvé populace, Fidici se ¢asteéné sprazenym logistickym mode-
lem:

x’:r(l— x—i}—(ay)m (1.7)

+ bz
y/:s<1—yL )y (1.8)

Vyznam konstant: r a K resp. s a L je pfirozend mira rustu a kapacita prostiedi druhu x resp. y.
Parametr a € [0,1] resp. b € [0, 1] je mira konkurence y vuéi z resp. z vuéi y.

Pro tento model lze ukazat, ze v zdvislost na relativnich hodnotich parametri existuji tfi mozné
scénafe:




e neexistuje stacionarni bod — jeden druh hyne, druhy se blizi kapacitni hodnoté, nezavisle na
pocateéni podmince

e existuje stabilni staciondrni bod, pfitahujici vSechna FeSeni (nezdvisle na po¢ateéni podmince)
e existuje nestabilni stacionarni bod — preziva ten druh, jehoz bylo na pocatku relativné vétsi

mnozstvi, druhy hyne

Gauseho model dravec-korist se skrysi. Tento model je ddn rovnicemi:

¥ =rx —yp(x) (1.9)
y = (ego(:v) — h)y (1.10)
kde funkce ¢(z) vyjadiujici miru pozirdni kofisti je
0 <z
o) = { . S (1.11)
otz x> Ty

Smyslu modelu je nasledujici: pokud = < zg, kde s je ,,kapacita skryse*, nedochéazi vubec k odlovu
kotisti. Naopak x > x, je kofist nucena opustit skrys a nastavd odlov jako u Holling-Tannerova
modelu. Ve druhé rovnici rust v dusledku lovu kombinovany s exponencidlnim vymirdanim.

Poznamka. Problém: jak sestrojit feseni (a viibec jak interpretovat rovnici) pro hodnoty x = 7
e Filippovuv piistup: systém 2’ = F(z), kde F' m4 nespojitost na nadplose I', s jednostrannymi
limitami Fy a F_. Pozoruji: potize s pokracovanim feSeni nastavaji pouze tehdy, kdyz F i

Fy miii do I'.
V takovém piipadé na I' kladu 2’ = F(w), kde F = aF_ + (1 — a)F,, piicemz o € (0,1) je

voleno tak, ze F' m4 smér teény ke T

e moderni pfistup: misto funkce uvazuji mnozinové zobrazeni, misto diferencialnich rovnic pak
diferencialni inkluze.

Poznamka. Klasickd teorie ODR t{k4, ze pro existenci (popf. jednoznacnost) fesen{ rovnice X' =
F(X) je potteba spojitost (popf. vyssi hladkost) fce F'(-). Fakticky jsou v8ak mozné i nespojitosti
,,na spravnou stranu“ (coz ,,rozumné modely “ nepiekvapivé spliuji).

Ptriklad z mechaniky. Coulombovo (suché) tieni: tfeci sila nezdvisi na rychlosti; je-li sila mensi
nez kriticka mez, pohyb nenastava. Newtonovy pohybové zakony pak dévaji

ma” + F = h(t) (1.12)
kde m > 0 je hmotnost, h(t) je vngjsi (dand) sila, F je tieci sila a = resp. 2’ je poloha resp. rychlost,
pricemz plati

(#',F)eC (1.13)
kde C C R? je definovano jako
C={(z,—F), 2 <0tU{(0,y), y € [-Fe, F]t U{(z, Fe), = > 0}

pricemz F, > 0 je kritickd klidovd sila (a zdroven konstantni sila tfeni pii pohybu).

Definice. Resenfm tlohy (1.12-1.13) na I = [0, 7] jsou funkce z = z(t) a F = F(t) takové, ze



e u(t), 2/(t) jsou AC
e F(t) je méfitelna

e rovnice (1.12-1.13) plati pro s.v. t € I

Poznamka. Mnozina A C R? se nazyvd monoténni graf, jestlize pro kazdé (z1,y1), (22,2) € A
plati (z1 — x2)(y1 — y2) > 0.

Véta 2. Pro kazdé T > 0, h(t) € L*(0,T) a xo, vo € R existuje pravé jedno feseni (1.12-1.13),
spliiujici poc¢dtecni podminky x(0) = xg, 2'(0) = vp.

Poznamka. Snadnou modifikaci dukazu mame tyz vysledek pro obecnéjsi model ma” + F —~(a') +
o(x) = h(t), kde y(z') je relaxacni funkce a o(x) je sila pruziny.

Definice. Reseni Gauseho modelu (1.9-1.11) nazveme funkce x = z(t), y = y(t) a ¢ = (),
spliiujici

e z(t), y(t) jsou AC
e () je méfitelnd

e pro s.v. t plati

¥ =rr—yp
Y = (ep—h)y
(,0) €G

kde G C R? je definovano jako

G =A{(2,0), x € [0,z]} U{(zs,9), v € [0, T M2, 355), & > s}

Pozorovani. Reseni sestrojené Filippovovou metodou je zaroven feseni ve smyslu pfedchozi definice,
¢imz je de facto dokazana existenéni ¢ast nédsledujici véty.

Véta 3. Pro kazdé xg a yo > 0 existuje pravé jedno feSeni Gauseho modelu, spliujici z(0) = z¢ a
y(0) = yo.

2. EPIDEMIOLOGICKE MODELY

Tyto modely popisuji Sifeni infekénich nemoci v populacich. Existuje velké mnozstvi variant.

Zdkladni SIR model. Jednd se o systém rovnic

S’ = —-BSI
I' =881 — al (2.1)
R =al

Vyznam proménnych: Susceptible (,,ndchylni“, tj. zdravi s moznosti se nakazit), Infectious, Removed
(,,vylouceni®, tj. uzdraveni s trvalou imunitou). Celkovéa populace N = S + I + R (zde konstantni).
Vyznam parametru: 1/« je doba nemoci. Clen SST je pocet nové nakazenych za jednotku ¢asu.

Pro tento model lze lehce spocitat:



e S klesd ke kladné limité S, I roste dokud S > a//f3, poté I klesd limitné k nule

So Seo
In— = 1-—=
nSOO Ro< S())

e plati vztah

kde Ry = Sog je ,,reprodukéni ¢islo“ (tj. pocet nové nakazenych na jednoho nemocného).
Protoze 1/a je zndmo a podil Sp/So muzeme zjistit empiricky, lze dopocitat konstantu /3

e soustava mé prvn{ integral S + I — %ln S

Model SLIAR. Jde o pokrocilejsi variantu SIR modelu. Lze jim relativné dobfe kvantitativné zachytit
sezéonni epidemii napft. chiipky ve velké populaci. Viz domaci tkol ¢. 2.

Model SIR s populacni dynamikou. Jedna se o systém rovnic

S'=A—BSI —uS
I' = BST — pul — ol (2.2)
R = fal — pR

Proti modelu (2.1) mame ¢leny: A > 0 - pocet nové narozenych za jednotku ¢asu. Faktor u je
(pfirozend) dmrtnost, tj. 1/u stfedni délka zivota (typicky 1p >> 1/a). Z nemocnych ¢ast f se
uzdravi (s trvalou imunitou), ¢ast (1 — f) v dusledku nemoci umira.

Celkova populace N = S + I + R se tidi rovnici

N =A—-(1-f)al — uN

Ziejmé v nepiitomnosti ndkazy smétuje systém k prirozené kapacité prostiedi K = A/u. Zakladni
reprodukéni ¢islo modelu je Rg = SK/(a + p). Pro tento model lze dokézat:

e staci uvazovat nadale jen rovnice pro S, I; hodnoty R a N pomoci nich vzdy dopocteme
e dynamika neopusti trojihelnik €2, dany vztahy S >0, I >0a S+ 1 < K.

e plati dichotomie (typickd pro tyto a podobné modely): jestlize Ry < 1, pak I(t) — 0 a
S(t) — K, tj. ndkaza se v populaci neudrzi. Jestlize naopak Ry > 1, existuje préavé jeden
stacionarni bod E, = (S, I.) € Q, tzv. endemické equilibrium. Tento bod je asymptoticky
stabilni; dokonce pfitahuje viechna feseni v 2.

e uvazujme model s redlnymi daty p = 1/75, « = 25, f = 1 a A = 1000/75 =~ 13.3, tj.
K = 1000. To odpovida stiredné velké komunité s primérnou dobou Zivota 75 let a nemoc
typu spalnicek, jez trva dva tydny a neumira se na ni. Odsud Ry = 4, tedy dynamika se vzdy
blizi k endemickému equilibriu F,.

Volme pocatecni data Sy = 999 a Iy = 1. Numericky experiment ukazuje tii ruzné faze: (i)
pocatecni epidemie (ii) pomalé pfiblizeni k E, a kone¢né (iii) pomald oscilace kolem E s
periodou v tadu let.

Dalsi moznd zobecnéni modelu SIR. Studuje se nepieberné mnozstvi dalsich variant téchto modelu,
které vznikaji mimo jiné:

e piidanim dalsich t¥id (fdz{ nemoci): SLIAR, SEIR, ...



e zahrnutim efektu zpozdéni, tj. napf. misto 5S(t)I(t) se uvazuje ¢len

+oo
BS(t) /0 F)I(E— ) dr

kde f(7) je vhodna nezdporna funkce, coz vede na diferenciélni rovnice se zpozdénim
e zahrnutim efektu nahody, coz vede na stochastické diferencialni rovnice
e jemnéjsim popisem populace: vék, prostorova proménna, . ..

My se budeme vénovat posledni situaci: misto S = S(¢) budeme pracovat s nezndmou s = s(t, ),
coz je hustota populace v ¢ase ¢t a bodé x. Zaméiime se vSak pouze na hledani specialnich feSeni
ve tvaru ,,cestujici vilny“. Na cely problém se podivame trochu obecnéji, a proto je mu vénovana
zvlastni kapitola.

3. CestuJict VLNY vV ROVNICICH REAKCE-DIFUZE
Nasim cilem je piejit od ODR typu
N’ = f(N), N = N(t) (3.1)
parcialni diferencidlni rovnici tvaru
O = kOyzn + f(n), n =n(t,z) (3.2)

kde ¢len kO,,n modeluje efekt difuze. Omezime se vSak na hleddni specidlnich feSeni ve tvaru

cestujici viny (“travelling wave”)
n(t,x) = U(x — ct) (3.3)

kde U = U(7) je nova neznamd funkce, vyjadiujici profil viny, a parametr ¢ je rychlost sifeni viny.
Po dosazeni dostavame
—cU' = kU" + f(U) (3.4)

a nasim cilem bude nalézt ,,rozumna* (tedy majici konecné limity v nekoneénu) feseni této nelinearni

ODR 2. radu.

Piiklady. D Rovnice vedeni tepla 0;u = kOzyu ma pouze trividlni (konstantni), nebo (fyzikdlné
nezajimavé) exponencialni profily cestujicich vin.

@) Naproti tomu vlnova rovnice Ogu = kO, u pripousti libovolné vinové profily, maji-li jen spravnou
rychlost §ifeni ¢ = +Vk.

Rovnici (3.4) prepiseme jako systém

U=v

kV' = —cV — f(U) (3:5)

Omezend fesent, ktera hleddme, vznikaji jako orbity limitné spojujici dva stacionarni body. Uzite¢nd
pritom bude nésledujici verze véty ,,0 (ne)stabilni varieté “.
Véta 4. Je ddna rovnice X’ = F(X), kde X € R™. Necht X je stacionarnf bod a F' € C1(U(Xy)).
Oznatme A = VxF(Xj). Necht A € o(A) je zdporné, jednoduché vlastni ¢islo. Potom v U(Xy)
existuji feSeni, splnujici

X(t) ~ Xo+eMv,  t— +oo (3.6)



kde v je vlastni vektor piislusny k \. Zrcadlové verze: A > 0, (3.6) dostaneme pro ¢t — —oc.

Lemma 2. Necht I, I, I_ C R jsou oteviené neprazdné intervaly, necht I, UI_ C I, I, NI_ = .
Potom I\ (I, UI_)#0.

Fisherova rovnice (téz Kolmogorov-Petrovsky-Piskunovova rovnice). Jde o ndm znamy logisticky
model, obohaceny o efekt difuze:

Oru = kOygu + ru(l —u/K) (3.7)
Hleddme-li feseni ve tvaru u(t,z) = U(x — ct), dostaneme
—cU' = kU" +rU(1 — U/K) (3.8)

Kladme déle pro jednoduchost £ = r = K = 1, tedy jedinym parametrem problému je ¢ > 0
rychlost siFeni viny. Substituce V' = U’ vede obvyklym zpusobem na systém

U=v

' (3.9)
Vi=UWU-1)—¢cV

Pro tento systém lze ukazat:

e existuji pravé dva staciondrni body stabilni (0,0) a sedlovy (1,0)

e cestujici vlna vznikne jako orbit feseni, které vybiha z (1,0) a miif do (0,0) — existuje pravée
jedno takové feseni (kombinace elementdrnich tivah a véty o nestabilni varieté)

e podminka ¢ > 2 zarucuje, Ze linearizace v (0,0) nemd komplexni vlastni ¢isla: to by zpusobilo
nezadouci oscilace - zaporné hodnoty viny.

Poznamka. Kde se bere ¢len 0,,n? Dvé moznosti:

e NapiSeme bilanci pro libovolny interval I = [« 5], tok hraniénimi body je roven —kd,n (Fickuv
zdkon):

jt/ln(t, z)dr = /If(n(t,:n)) dz + k[n(t,B) — n(t, )]
odtud lokalizaci (3.2)

e V modelu SIR chceme zahrnout prenos infekce na délku, tj. nahradit ¢len S(¢)I(t) obecnéjsim
¢lenem tvaru

/ F(x,2")s(t,2)i(t,2') dz’
R
Rozumné piedpoklady: F(z,2') = F(|x — 2'|), sudd funkce, zanedbatelnd pro |z — 2’| > 4.

Odtud substituce y = 2’ — x, lokalizace do |y| < & koneéné Tayloruv rozvoj pro i(t,z +y) =
i(t, ) + Opi(t, x)y + Opzi(t, )y?/2 vede na

19
s(t, x) /—5 F(ly)i(t,x +y)dy =~ s(t, x) [9 + POpyi(t, l’)}

kde 6 = fis F(ly|) dy, ¢ = fi; F(|y|)y?/2 dy. Tak dostdvame nésledujici model §ffeni infekce
v prostoru:



SIR model s prostorovou proménnou. Z vyse uvedenych tivah vyplynul model

Ois = —3(91' + qﬁami)

. . (3.10)
Ot = —0s — gi

kde s = s(t,x), i = i(t,x) jsou nezndmé hustoty néchylnych resp. infekénich jedincu v prostoru a
case, a 0, ¢, g > 0 jsou konstanty modelu.
Budeme opét zkoumat existenci cestujici viny (tedy vlastné epidemie) v prostoru, tj. feSeni tvaru

s(t,z) = S(x — ct), i(t,z) =I(x — ct)

kde S = S(7) a I = I(7) splauji okrajové podminky S(7) — Sp, resp. S; pro 7 — +oo a I(7),
I'(t) = 0 pro 7 — t+o00. Zde Sy > S1 > 0 je pocitecni resp. koncovy stav s.

Ukazuje se, ze za vhodnych podminek (zdkladni reprodukéni ¢islo Spf/g > 1 a rychlost sifeni ¢ je
dost velkd) existuje pravé jedna takova vlna, kterd odpovida heteroklinickému orbitu v roviné S —1I,
jdoucimu z (S1,0) do (Sp,0).

4. TEORIE HER A REPLIKATOROVA DYNAMIKA

Definice. Hrou (pfesnéji hrou dvou hré¢u v normdlnim tvaru) rozumime dvojici koneénych mnozin
Sy a Sy (strategie prvniho resp. druhého hrace) vgplatnich funkcimy : S1 xSy — Ramy: S1 x5 — R
(zisky prvniho resp. druhého hrace pii dané volbé strategii).
Pisme pro jednoduchost S; = {1,...,m} a So ={1,...,n} a definujme matice A a B (typu m X n)
jako

akl:ﬂl(k,l), bkl:’/'rg(k,l) k:1,...,m,l:1,...,n
Hru tedy ztotoznujeme s dvojici matic (A, B). Hry dvou hra¢u nazyvédme proto také (dvou)maticové
hry a prvniho resp. druhého hrice nazyvame rfadkovy resp. sloupcovy hrag.
Specialni pifpady: AT = B je symetrickd hra; je-li A = AT = B, pak jde o dvojité symetrickou hru.
Pokud A = —B, tj. vlastné mo = —m, hovoiime o hie s nulovym souctem.

Definice. Prostorem smisengch strategii prvniho resp. druhého hrace rozumime

NE

Ar={peR™ piel0,1], Y pi=1}

1

-
S

Ay ={qeR" ¢ €10,1], g =1}

)

Il
—_

Puavodni strategie z Sy resp. Sy nazyvame cisté strategie a ztotoznujeme je pfirozené s bazovymi
vektory e®) € A; resp. As.

SmiSené strategie muzu chapat pravdépodobnostné (ndhodné volba ¢istych strategii) nebo po-
pulaéné (ndhodnd volba soupefe z velké populace Cistych stratégi). Zobecnéné vyplatni funkce
71,2 : A1 X Ay = R jsou v kazdém piipadé zjevné rovny

m(p,q) =Y peqiar = p- Aq
el

ma(p,q) = Y peibi = p - By
ol



Definice. Strategii p* € A1 nazveme nejlepsi odpovédi na strategii ¢ € Ao, jestlize
7Tl(p*v q) = max 7Tl(pa Q)
PEA

Znacime p* € B1(q). Analogicky definujeme nejlepsi odpovéd ¢* € Ag na p € Ay, tj. ¢* € Ba(p).
Definujme déle nosic¢ strategie

Clp)={k; pr >0},  Clg)={l ¢ >0},
- jsou to praveé ty cisté strategie, jez jsou v p zastoupeny s nenulovou pravdépodobnosti.

Lemma 3. Plati p € 31(q) pravé kdyz e* € B;1(q) pro kazdé k € C(p). Specidlné existuje nejlepsi
odpovéd v &istych strategiich.

Definice. Dvojice strategii (p*, ¢*) € A1 x Ay se nazve Nashovo equilibrium hry, jestlize p* € B81(q*)
a zaroven ¢* € [a2(p*).

Véta 5. Kazda hra ma alespon jedno Nashovo ekvilibrium.

Poznamky. Zabyvejme se nyni chvili hrami s nulovym souctem: ty lze ztotoznit s matici A € R™*",
presnéji jde o dvoumaticovou hru (A, —A). Jde o to, ze velic¢inu p - Aq se prvni hra¢ strategii p snazi
maximalizovat, zatimco druhy hra¢ strategii ¢ minimalizovat.

Definice. Pro hru s nulovym sou¢tem matice A definujeme:
vi(p, A) =minp-Ag  vi(4) = supuvi(p)

hodnotu strategie p a hodnotu hry prvniho hrace. Nazorné: minimalni zaruceny zisk pii strategii p
a nejveétsi vynutitelny zisk celé hry.

Analogicky definujeme va(gq, A) = max,p - Aq a v2(A) = infvy(g) hodnotu strategie ¢ a hodnotu
hry druhého hrace, tedy maximalni moznou ztratu pii strategii ¢ a miniméalni ztratu pres vSechny
strategie.

Daéle fekneme, ze p* je optimdlni strategie prvniho hrace, jestlize vy (p*) = v1(A). Podobné ¢* je
optimélni strategie druhého hrace, jestlize vo(q*) = va(A). Tedy jde o strategii, kterd hraci zaruci
hodnotu hry — jeji existence neni a priori jasna.

Je intuitivné jasné (a trividlni dokdzat), ze v1(A) < vy(A). Dukaz rovnosti obou veli¢in je prvnim
historicky dulezitym vysledkem teorie her: tzv. minimaxova véta (J. von Neumann, 1928).

Véta 6. Necht A je hra s nulovym sou¢tem. Potom:
1. v1(A) = v2(A)

2. dvojice strategii (p*, ¢*) tvoii N.e. hry (A, —A), pravé kdyz p* je optimélni pro prvniho hrace
a zaroven ¢* je optimélni pro druhého hrace.

Poznamky. Dosud jsme hovorili o hrach v normdlnim tvaru. Hry v extenzivnim tvaru: stromova
struktura, hréci se stiidaji v tazich, jsou mozné ndhodné tahy, netiplnd informace o stavu hry (Sachy,
piskvorky, karetni hry, ...).

Hru v extenzivnim tvaru lze formalné zapsat jako hru v normalnim tvaru: strategii je zde pravidlo,
urcujici chovani hrice v libovolném uzlu (bez ohledu na to, zda jim hra projde ¢i ne). Zpétnou
indukei lze dokézat, ze kazda hré v extenzivnim tvaru (s dplnou informaci) mé N.e. dokonce v
Cistych strategiich.



Specidlné odsud plyne Zermelova Sachovéa véta (Zermelo 1914), podle niz bud bily mé vitéznou
strategii, nebo ¢erny ma vitéznou strategii, nebo kazdy z hra¢a muze vynutit remizu.

Poznamky. Prejdeme nyni k popula¢né-dynamickym otazkam. Nadale budeme uvazovat pouze
symetrickou hru, uréenou vyplatni funkei w(x,y) = = - Ay, kde A € R"*™. Vektor z € A, kde A je
n — 1-dimezionalni simplex, bude reprezentovat populaci, v niz je x; podil zastoupeni i-té strategie.
Predchozi definice (,,nosi¢“, , nejlepsi odpoved ) zustavaji v platnosti:

C(z) = {i; x; >0}

Blx)={y e A; n(y,z) = sup m(y, )}

Specialnim piipadem piedchozi definice pak je:

Definice. Rekneme, 7ze populace z € A tvoif Nashovo ekvilibrium (NE), jestlize z € B(z), tj.
m(x, ) = supyea (Y, T).

Poznamky. Ziejmé z je NE prave kdyz m(el?,z) < n(z,z) pro kazdé i. Navic (dle Lemmatu 3)
m(e®, x) = w(z,z) pro kazdé i € C(x).

Modifikaci Véty 5 dostaneme lehce, ze vzdy existuje stav populace, ktery tvoii N.e. Potiz vsak je
v tom, ze N.e. je obvykle p#ili§ mnoho. Existuje mnoho ruznych zpiisnéni pojmu N.e.. Jednim z

Definice. Rekneme, ze 2 € A je evolucné stabilni strategie (ESS), jestlize plati:
(Vy € A,y #2)(Jg, > 0) (Ve € (0,5y)) : w(z, (1 —e)z+ey) >7(y, (1 —e)z+ey)

Cislo g, se nazyva invarzni bariéra a lze ukazat, Ze je muzeme volit nezavisle na y # x.

Lemma 4. Populace x je ESS pravé kdyz x je NE a navic pro kazdé y € (x), y # x je n(y,y) <
m(z,y).
Poznamky. Nyni budeme uvazovat, ze x = z(t) a chceme napsat rovnice pro piislusnou popula¢ni
dynamiku. Je rozumné uvazovat tvar
7, = x;9;(7) (4.1)

kde funkce g; : A — R spliuji

o > .zigi(r) =0proVez € A

e sgng;(x) = sgn (m(x) — Tr(x))

tzv. pozadavek regularity resp. vyplatni monotonie. Zde a nadale pro jednoduchost piSeme prumeérny
zisk i-tého hrace resp. prumérny zisk celé populace jako

Nejjednodusi volbou je praveé g;(x) = m;(x) — m(x), kterd vede na tzv. replikdtorovou rovnici
2y = zi(mi(z) — 7(x)) (RD)
Tou se budeme nadale zabyvat, ale je vhodné poznamenat, ze mnohé nasledujici vysledky plati

obecnéji pro kazdou rovnici (4.1), spliujici vyse uvedené predpoklady.
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Véta 7. Pro kazdou poc¢ateéni podminku z A existuje pravé jedno feseni x(t) replikdtorové rovnice,
definované a spliujici z(t) € A pro vsechna ¢ € R.

Dale: nosi¢ populace C(z(t)) a tedy specidlné hranice, hrany, vrcholy a vnitfek A jsou invariantni
vuci replikdtorové dynamice.

Véta 8. Pro replikdtorovou dynamiku plati:
1. z je NE = =z je stacionarni bod

2. Z je stabilni staciondrni bod = 7 je NE

Véta 9. Pokud 7 je ESS, pak ¥ je asymptoticky stabilni staciondarni bod pro replikdtorovou dyna-
miku.
Poznamka. Dukaz ptredchozi véty se opird o Ljapunovskou funkei (Kullback-Leibler)
- Z;
H(:r:):Az:~ xﬂog(CBZ), z € Qz
1€C(Z)
kde Qz = {x € A;C(z) D C(Z)} je, jak snadno nahlédnu, okoli  vaci A.

Priklad. Hra urcend matici

1 5 0
01 5
5 0 4
mé ve vnitiku A jediné NE = = (1/6,4/9,7/18), které je asymptoticky stabilni (véta o linearizované

stabilité), le¢ neni ESS (nebot m3(z) > 7(Z)).

Pozorovéani. Prictenim konstanty k libovolnému sloupci matice se neméni hodnota veli¢iny w(z —
y,2), kde x, y, z € A. Neméni se tedy NE, ESS, (x), rovnice (RD). Toho ¢asto vyuzivame k tzv.
normalizaci hry, kdy pfictenim/ode¢tenim vhodnych konstant ke sloupcim vynulujeme diagonélu.
Ptedchozi ptiklad po normalizaci ddva matici

0 4 -4
-1 0 1
4 -1 0
a tedy vidime, Ze jde o jakousi nesymetrickou verzi hry ,kamen-nuzky-papir®“. — Pozor vsak s

ohledem na nésledujici vétu, ze normalizace méni hodnotu 7(x).

Véta 10. [Zakladn{ véta piirodniho vybéru.] Necht matice A je symetrickd. Potom pro (RD) plati
d

Sm(x(t)) > 0, pricemz rovnost nastdva pravé ve staciondrnich bodech.
Lemma 5. Pro rovnice (RD) plati:
1. Z € int A je staciondrni bod, pravé kdyz m;(Z) nezavisi na i.

2. pokud Z, § € int A jsou staciondrni, pak je staciondrni také konvexni kombinace ¢tz + (1 — )7,
te(0,1).

3. pokud int A obsahuje periodicky orbit, obsahuje téz staciondrni bod
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Véta 11. Ozna¢me u = (1,...,1) € R™. Pokud slozky (adj A)u nejsou téhoz znameni, pak rovnice
(RD) nem4 ve vnitiku A staciondrni body ani periodické orbity.

Pozndmka. Pfipomeiime, 7e adj A je matice se slozkami (—1)"+7Mj;, kde M;; je subdeterminant
vznikly vynechanim i-tého fadku a j-tého sloupce. Plati A(adj A) = (adj A)A = (det A)I.
Pro ucely predchozi véty rozlisujeme tii ruznéd znameni: 0, +1, -1.

Priklady. (D Jestiabi vs. hrdlicky (,,Hawk-Dove*) neboli agresivni vs. mirumilovnd strategie: exis-
tuje jediné NE, které je zaroven ESS.
@ Kédmen-nuzky-papir: NE stabilni, ne asymptoticky. Nerobustni dynamika.
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