Univerzita Karlova v Praze
Matematicko-fyzikalni fakulta

BAKALARSKA PRACE

Pavel Bescec

Analyza epidemii infekénich nemoci ve velkych
populacich

Katedra matematické analyzy

Vedouci bakalaiské prace: doc. RNDr. Prazak Dalibor, Ph.D., katedra
matematické analyzy

Studijni program: Matematika, obecnad matematika

2010



Chtél bych podékovat vedoucimu mé prace, doc. RNDr. Daliborovi Prazakovi, Ph.D. za
odborné vedeni, za jeho rady, pfipominky, podnéty a v neposledni radé za jeho cas. Také
bych chtél podékovat RNDr. Bohumirovi Prochéazkovi, CSc. ze Statniho zdravotniho
ustavu za poskytnuti dat ke Kapitole 5.

Prohlasuji, ze jsem svou bakalarskou praci napsal samostatné a vyhradné s pouzitim
citovanych pramenii. Souhlasim se zapiijcovanim prace a jejim zvefejriovanim.

V Praze dne 14.7.2010 Pavel Bescec



Obsah

1 Uvod
1.1 Poznadmka ke znaCeni . . . . . . . . . . ...
1.2 Motivace . . . . . . . e e
1.3 Model . . . . .

1.4 Idealizace problému

2 Existence a jednoznacnost FeSeni

2.1 Lokalni existence a jednoznacnost . . . . . . . . ... ... ... ...
2.2 Nezapornost . . . . . . . . . .
2.3 Omezenost shora . . . . . . . ... ...
2.4 Globalni existence . . . . . . ... Lo

3 Zakladni reprodukéni éislo

3.1 Odvozeni. . . . . . .. .

3.2 Vypocet . . . . . .
4 Celkova velikost epidemie

4.1 Existence limit a integrald . . . . . . .. .. ... oL

4.2 Vlastni vypocet . . . . . .. Lo

5 Aplikace
5.1 Vychozi nastaveni .
5.2 Numerické vysledky

6 Zavér
Seznam uzitych vét
Prilohy

Literatura

19
19
24

27
27
32

34
34
36

39

40

42

44



Néazev prace: Analyza epidemii infek¢énich nemoci ve velkych populacich
Autor: Pavel Bescec

Katedra (ustav): Katedra matematické analyzy

Vedouci bakalarské prace: doc. RNDr. Dalibor Prazak, Ph.D.

e-mail vedouciho: Dalibor.Prazak@mff.cuni.cz
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vou velikost epidemie. Na zavér demonstrujeme teoretické vysledky o chovani modelu
na numerickych vystupech. Ziskané vysledky porovname s realnymi daty o poctu chtip-
kovych onemocnéni v Ceské republice.

Klicova slova: Chiipka, epidemie, prihradkovy model, aplikace



Title: Analysis of pandemies in large populations
Author: Pavel Bescec

Department: Department of Mathematical Analysis
Supervisor: doc. RNDr. Dalibor Prazak, Ph.D.
Supervisor’s e-mail address: Dalibor.Prazak@mff.cuni.cz

Abstract: In the present work we are engaged in study of mathematical method, which
can be used in fight against influenza epidemics. On the basis of knowledge about course
of an influenza disease we deduce a system of ordinary differential equations as one of
the basic influenza models for forecasting and studying behaviour of influenza epidemic.
We will introduce its advantages and disadvantages, from the theoretical knowledge of
ordinary differential equations we will prove the theorems about existence, uniqueness
and properties of its solution. We will introduce concepts characterising the epidemic
as the basic reproduction number and the final size relation, too. At the conclusion we
will demonstrate teoretical results about behavior of model at a numerical outputs and
these outputs we will compare to real data about number of influenza disease in the
Czech Republic.

Keywords: Influenza, epidemic, compartmental model, applications



Kapitola 1

Uvod

Matematické modelovani infekénich onemocnéni je védni disciplina, ktera se v soucasné
dobé dostava do popredi zajmu jak matematiki, tak i lékait a odborné literatury
zabyvajici se touto problematikou neustale pfibyva. Zejména problematika chripky se
dostava na vysluni v souvislosti s neustale ocekavanou smrtici pandemii. Tato prace
Cerpéa hlavné z [3], odkud pifejima model pouzity k modelovani chfipkové epidemie a
jeho hrubou analyzu. Prace sama mé za cil vysledky z [3] nejen podrobné dokézat, ale i
vysvétlit k ¢emu slouzi a interpretovat jejich vyznam pro lidi méné zbéhlé v matematice,
napiiklad pro samotné lékarte.

Po seznameni s modelem a vysvétleni vyznamu jednotlivych diferencialnich rovnic
v prvni kapitole hned dokazeme existenci, jednoznac¢nost a nezapornost vsech fesicich
funkci, tedy to, ze model ma smysl fesit.

Nésleduje kapitola vénujici se zdkladnimu reprodukénimu ¢islu jako jednomu z hlav-
nich ukazateli miry nebezpecnosti zacinajici epidemie. Ukazeme si teoretické odvozeni
vypoctu zakladniho reprodukéniho cisla pro obecny model a poté tento teoreticky po-
stup aplikujeme na konkrétni priklad.

Dalsi vztah charakterizujici epidemii, ktery si predstavime v nasledujici kapitole, je
celkova velikost epidemie. Abychom dospéli k uspokojivému Vyslgodku, dokazeme exis-

tenci limit vSech funkci v nekonec¢nu a existenci vsech integralt f(t) dt, diky ¢emuz

pak budeme schopni vyjadrit tizeny vztah pro celkovou velikost 0epidemie.

Na zavér pak predstavime pouziti modelu ve srovnani s readlnymi daty nemocnosti
chripky. Na numerickych vystupech také demonstrujeme teoretické vysledky o vlast-
nostech funkeci zejména z Kapitol 2 a 4. Ctenaf si bude také moci sam udélat predstavu
o presnosti modelu v praxi.

1.1 Poznamka ke znadeni

Pro lep$i orientaci v praci uvedme hned na tvod technickou poznéamku ohledné znaceni
odkazt. V predkladané praci se vyskytuje nékolik druhtt odkazi mimo plynuly text.
Cislo v hranatych zavorkach, napt [1], odkazuje na odbornou literaturu uvedenou v
kapitole Literatura. U odkazu je vzdy uvedena stranka ¢i rozsah stranek, kde se autor
zabyva prislusnou tématikou.

Je-li v hranatych zavorkdch velké pismeno latinské abecedy, napf. [A], jednd se o
odkaz na vice ¢i méné znamou teoretickou vétu. Aby ¢tenaf nemusel pii kazdém uziti



znamych vét dohledavat jejich presné znéni v literature, miize tyto véty nalézt na konci
prace v kapitole Seznam teoretickych vét i s odkazem na literaturu, kde jsou dokézany.

Posledni druh odkazu, malé fecké pismeno v hranatych zavorkach, napt. [a], je
vyuzit jen v Kapitole 5 a odkazuje na kapitolu Pfilohy. V pfilohdch muze ¢tenar nalézt
nékolik dalsich grafii s numerickymi vysledky.

1.2 Motivace

Co svét svétem stoji, lidé se vzdy snazili najit zpisob, jak predpovidat budoucnost.
V moderni dobé vsak dym nad ohném, ¢ajové listky ¢i sklenéné koule nahradily pocitace
a diferencialni rovnice.

Ukolem matematického modelovani epidemii je odbornikiim z jinych védnich odvétvi
na zakladé znamych fakti nejen alespon priblizné fici, jaky rozsah zacinajici epidemie
lze ocekavat, na co se ma spolecnost pripravit, ale i spolupracovat na vyvijeni strategii,
jak nemoc zvladnout pomoci ockovani, izolace, 1écby a jinych kontrolnich mechanismi
tak, aby zasadhla co nejméné lidi.

Chripka je v dnesni dobé a v naSich zemépisnych sitkdch jednim z nejobvyklejsich
infek¢énich onemocnéni. Obycejna chiipka tak, jak ji zname, ale mtze v tézkych pripa-
dech u starsich a oslabenych jedincii vést az ke smrti. Odhaduje se, ze kazdoro¢né na
nasledky tohoto nékdy podcenovaného onemocnéni zemtie na celém svété ¢tvrt az ptl
milionu lidi. V historii ale jiz zndme kmeny chtipky, které doopravdy pandemii vyvolaly
a zabily mnoho lidi.

(i) Ruska chiipka (H2N2) v letech 1889 az 1890 zabila asi milion lidi.

(ii) Po prvni svétové valce v letech 1918 az 1920 fadil ve svété kmen chfipky znamy
jako Spanélska chiipka (HIN1). Odhad poétu obéti tohoto viru se pohybuje mezi
20 az 100 miliony lidi.

(iii) Asijska chiipka (H2N2) v letech 1956 az 1957 zabila kolem milionu lidi.
(iv) Hongkongska chiipka (H3N2) v letech 1968 az 1969 zabila opét asi milion lidi.

Védci jiz nekolik let biji na poplach a ocekavaji dalsi podobnou pandemii, protoze
chiipkovy vir neustale mutuje a méni své projevy. VSichni si jisté pamatujeme na ne-
Dohromady si vyzadaly nékolik tisic obéti, presnéji je to pro praseci chifipku nejméné
17798 (informace k 11. dubnu 2010, viz internetové stranky [12]) a pro tu ptaci 292
(k 9. dubnu 2010, stejny zdroj). Ne, ze by to byl néjaky alarmujici pocet, odbornou ve-
jejich mutovani.

Tato prace nema za cil predpovédét pristi pandemii, ale spise nastinit zptsob, jak
se muze matematika v boji proti chfipce vyuzit.

1.3 Model

Zakladni néastroj pro modelovani pribéhu chiipkové epidemie je tzv. prihradkovy mo-
del. Populace v ném je rozdélena do malého poctu trid (pfihradek) podle jejich stavu
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vzhledem k modelovanému infekénimu onemocnéni, tedy chiipce. Postup nemoci, to
znamena presun jedinct mezi jednotlivymi t¥idami, je charakterizovan diferencialnimi
rovnicemi jako okamzita zména poctu lidi v jednotlivych tiidach v case.

Chripka ma nékolik charakteristickych vlastnosti, podle kterych lze sestavit zakladni
model. Viru po infikovani chvili trva, nez se v téle pacienta rozmnozi natolik, aby se mohl
dal sifit. Tomuto obdobi se fika inkubacni ¢i latentni doba. Pacienti v tomto stadiu jsou
jiz nakazeni, ale nemoc déle nesiti. Ani priibéh nemoci neni u vsech lidi jednotny. Hlavni
odliSnost je v tom, Ze ne u kazdého se vyvinou symptomy onemocnéni. U nékterych
nemoc propukne navenek a v tomto obdobi také sifi nemoc populaci, jini se ale uzdravi,
aniz by se jejich nemoc jakkoli projevila. Jsou sice také infekéni, ale o poznani méné nez
ti, u nichz nemoc propukla naplno. Nakonec se pacient bud uzdravi s do¢asnou imunitou
proti nemoci, nebo bohuzel zemfte. 7 téchto tii zakladnich poznatk jiz miizeme zacit

budovat nas model.
Definice 1 Pro nads model definujme ndsledujici tridy populace:

1) Tridou S (Susceptible) myslime zdravou édst populace bez imunity proti naka-
zent chripkovym virem, kterd tedy muze byt infikovdna. Lidem v této tridé rikame
ndchylni (k nakaZeni).

2) Tridou L (Latent) nazveme nakaZenou édst populace, kterd ale nemoc jesté nesiri,
jedinci zde jsou tzv. latentni.

3) Tridou I (Infected) minime nakaZenou édst populace, kde symptomy jiz naplno
propukly, a kterd je jiZ schopnd ddle sivit nemoc. Osoby v této tridé oznacujeme
jako infekcnd.

4) Tridou A (Asymptomatic) myslime nakaZenou édst populace, kterd je jiZ schopnd
dale nemoc $iTit, ale u které symptomy nemoci nepropukly a infekénost clent této
tridy je niZsi. Lidem v této tridé budeme Tikat asymptomaticti.

5) Tridou R (Removed) nazveme zdravou édst populace, kterd jiz prodélala onemoc-
neni, ma tmunitu a tedy memiZe byt znovu infikovana. Jedincim v této tride
budeme Tikat zotaveni.

6) Jako N oznacme celkovy pocet lidi ve sledované populaci.

Poznamenejme, Ze Definice 1 je spiSe medicinskd, nez matematicka, protoze je zalo-
Zena na pritomnosti viru v lidském téle a na vnéjsich projevech tohoto patogenu, coz je
zalezitost zejména lékart. V tomto okamziku je matematik snazici se modelovat epide-
mii nucen vérit spravné diagnéze lékait. Rozdéleni populace do péti prihradek je také
dalsi idealizace problému.

Pro nas model dale pozadujeme:

(i) V populaci celkové velikosti K je na zacatku malé mnozstvi Iy infekénich lidi.

(ii) Na jedince pfipada SN kontakttl s jinymi lidmi za jednotku ¢asu, pii kterych je
mozno prenést nemoc. 3 je konstanta.

(iii) Pomérna ¢éast x lidi opousti t¥idu L za jednotku ¢asu. Pomérnd ¢ast p téchto lidi
jde do tfidy I, ostatni postupuji do t¥idy A.



(iv) Pomérna ¢ast o jedinct opusti t¥idu I za jednotku casu. Cést f jich postoupi do
tridy R, zbytek nemoci podlehne a zemfe.

(v) Lidé v t¥idé A maji miru infekénosti snizenou o multiplikativni konstantu 6. Po-
mérna cast n jich tuto tiidu opusti za jednotku casu. Vsichni postoupi do tridy R.

Tyto predpoklady nas vedou k modelu:

@ BSI+84)

Obr. 1.1, presuny lidi v modelu vzhledem k postupu nemoci.

Charakterizovan je soustavou obycejnych diferencialnich rovnic.

Definice 2 Modelem SLIAR nazveme ndsledujici soustavu obycejnych diferencidlnich
TOUNLC:

S'(t) = =BS5S () (I (t) +0A(1)) (1.1)
L'(t)=pS(t) (I (t) +6A(t)) — kL (1) (1.2)
I' (t) = prL (t) — o (t) (1.3)
A'(t) = (1= p) kL (t) = nA(t) (1.4)
R'(t) = fal (t) +nA(t) (1.5)
N'(t) == (1= f)al (1) (1.6)

S pocatecnimi podminkami
S(0) =Sy, L(0)=0,1(0)=1,, A(0)=0, R(0)=0, N(0)=5y+ [h =K.

Poznamenejme, ze pismena S, L, I, A, R, N symbolizuji jak nazvy jednotlivych
tfid ve smyslu Definice 1, tak i funkce nezavislé proménné ¢ (¢as), jejichz hodnoty znadi
pocty jedincii v jednotlivych tiidach. Z kontextu je vétsinou zfejmé, kterou z moznosti
mame praveé na mysli. Pfipadné budeme zdtraznovat to, ze se jedna o funkci, pripsanim
argumentu t do zavorky za néazev tiidy.

Vyznam téchto diferencialnich rovnic bude nutno trochu oziejmit. Pravdépodobnost,
ze ndhodny kontakt mezi dvéma ¢leny populace je mezi ndchylnym a infikovanym (resp.
nachylnym a asymptomatickym) ¢lovékem, tedy ten kontakt, pii kterém dojde (resp.
mtze dojit) k pFenosu nemoci je ﬁN%I = [BSI (resp. 6]\]%14). Prvni vyraz znamena,
ze v populaci je I infekénich lidi, kazdy z nich ma SN kontaktd s jinymi lidmi za
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jednotku casu. V populaci o celkové velikosti N je S nachylnych jedincti. Tedy pocet
setkani jednoho infikovaného s nachylnymi za jednotku casu je % = (5. V tomto
pripadé mame jistotu, ze setka-li se infikovany s nachylnym, dojde k prenosu nemoci
(s pravdépodobnosti 1). V populaci je I infikovanych, tedy pocet nové nakazenych za
jednotku casu zpiisobenych infikovanymi lidmi je pravé 3S1.

Obdobné se odiivodni i ¢len charakterizujici pocet kontaktti mezi nachylnymi a a-
symptomatickymi lidmi, ale s jednim rozdilem. Zde se jesté musi vzit v tvahu prav-
dépodobnost 4, ze pfi tomto kontaktu dojde k prenosu nemoci. Tedy opravdu celkovy
ubytek populace v t¥idé S (to, Ze se jedna o ubytek, je charakterizovan znaménkem ,-*)
je vyraz —(S (I + 0A) a to, Ze vSichni nakazeni jdou do tfidy L je vyjadfeno faktem,
ze do tfidy L pribude stejné lidi, kolik jich ubude z tidy S.

Ubytek populace v t¥idé L (stejné jako ubytek v t¥idach I a A) dostaneme z nésle-
dujicich tvah:

Jako wu (s) oznacme velikost populace v jedné z téchto tfid. Jelikoz nés ted zajima
jen ubytek, nebudeme brat v tvahu osoby, které do této tiidy pfibudou. Jestlize c je
pomérna ¢ast populace, kterd za jednotku casu tiidu opusti, dostavame jednoduchou
diferencialni rovnici pro funkci u ve tvaru v’ = —cu.

Reseni rovnice je funkce u (s) = u (0) e, kde u (0) je pocateéni stav populace v této
tidé. Funkce u (s) vyjadfuje pocet lidi z této tiidy, ktefi v ni ztstali v ¢ase s. Prumérna
doba, kterou jedinec stravi ve zkoumané tiidé, je vyjadiena integralem fooo e “ds = %
a je také obvykle informaci, kterou zname doptfedu. Pfevracena hodnota této doby je,
podle textu vyse, pomérna cast lidi, ktefi t¥idu opusti za jednotku Casu, coz je nas
predpoklad. Nyni sta¢i avahy vztahnout na konkrétni tiidy a dosadit za c spravné
konstanty k, o a 1.

Vyraz pro nartst populaci v tfidach I a A je dtsledkem toho, ze kL osob opusti
tfidu L za jednotku casu a pravdépodobnost, Ze se u primérného latentniho c¢lovéka
vyvinou symptomy nemoci, je p, tudiz pxL osob jde z tiidy L do tiidy I za jednotku
¢asu. Zbytek, (1 — p) kL, jde do t¥idy A.

Vsichni, kdo opusti t¥idu A, se uzdravi a jdou do tfidy R. Pomérna cast f lidi
opoustéjicich tiidu I se uzdravi a prejdou do tiidy R, ostatni bohuzel zemfou.
Vsimnéme si také, ze

Nt)=S@t)+L(t)+1(t)+ A(t)+ R(t)pro Vt € [0, +00) (1.7)

Daéle uvidime, Ze tato rovnost ma smysl pro vSechny kladné casy. Diky rovnici (1.7)
muzeme pii analyze jednu z diferencidlnich rovnic vypustit. Obvykle se tak déje pro tu
nejméneé zajimavou tfidu R. Po celou dobu vsak budeme mit na paméti, ze tuto rovnici
mame k dispozici a obcas ji vyuzijeme.

1.4 Idealizace problému

Jak to jiz v matematice byva, jde jen o idealizaci a zjednoduSeni problému. Slozitost
konkrétniho modelu zalezi na tom, jaké rtizné okolnosti ovliviiujici pritbéh onemocnéni
zohlednime a jaké naopak zanedbame.

Nyni se zaméfme na to, co na§ model (1.1) — (1.7) umi a co ne. Pfedné fakt, ze k mo-
delovani chceme pouzit diferencialni rovnice, je urcita idealizace. Pocet jedinct v jed-
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notlivych t¥idach by vzdy mél byt prirozené ¢islo, avSsak abychom viitbec mohli mluvit
o derivaci funkce, potfebujeme, aby byla pfinejmensim spojita. Takto vzniklou chybu
ale mizeme u dostatecné velkych populaci doopravdy zanedbat i vzhledem k ostatnim
nepresnostem, kterych se hodlame dopustit.

V modelu zavedeném vyse jsme uplné odstranili to, co déla ¢lovéka ¢lovékem, to je
svobodnéa vitile. Predpokladame, 7ze chovani jedince je plné urceno tim, v jaké t¥idé se
praveé nachazi. Jedna se o tzv. deterministicky pfistup. Alternativou je model zahrnujici

Dalsim nedostatkem je, ze vse je zprimérovano. Primérna délka pobytu v jednot-
livych tiidach, primérny pocet kontakti jedince, primérnd infekénost, tmrtnost atp.
To opét neodpovida realité. Opét moznou alternativou jsou dalsi stochastické procesy.

Pri zavadéni modelu jsme vibec nevzali na zietel miru pfirozenych tmrti a po-
rodnost. Také proto miize nas model alespon ramcové uspét jen na kratsich casovych
usecich, kde se tyto vlivy nestihnou ve velké populaci projevit. Zavést tyto principy do
modelu by nebylo zas tak slozité, v kazdé rovnici by se zavedl novy ¢len charakterizujici
umrtnost a do rovnice pro S navic ¢len za porodnost.

Ani z medicinského hlediska jsme tplné neuspéli. Nejen, ze chiipku zpiisobuje né-
kolik riiznych kmeni, jejichz projevy se trochu lisi. Nejznaméjsimi a nejcastéjsimi jsou
chiipkové kmeny A a B. Ale po prodélani chiipky typu A vznikne pouze doc¢asna odol-
nost jen proti chfipce typu A. V nasem modelu predpokladame rezistenci trvalou a proti
vSem moznym kmentim. I z divodu vzniku pouze docasné rezistence nas model obstoji
jen pro kratky casovy usek.

Co dale by nam lékari vytknuli je, Ze jsme Uplné zanedbali to, ze néktefi nakazeni
vyhledaji lékaiskou péci a podstoupi lécbu, ktera snizi jak délku jejich nemoci, tak
i miru jejich infekénosti. Na zietel nebereme ani dnes tak popularni moznost ockovani.

Dalsi idealizace je pfedpoklad homogenni populace, kde vsSichni jsou proti chfipce
stejné odolni a stejné nachylni k tomu se nakazit. Také uzavienost populace po dobu
trvani epidemie je v dnesnim globalnim svété predpoklad dost nerealny. Vyteseni téchto
problémii by vyzadovalo nejen déleni populace do dalsich tiid podle véku, nastavit
parametry pro jejich miseni, ale i zavést dalsi prostorové proménné, vektory siteni podél
komunikaci, z naddrazi a letist. N4S model by to zménilo k nepoznani.

Dalsi velmi podstatny problém je zanedbani sezonich vlivi, které ovliviiuji imunitu
cloveka a jeho nachylnost k onemocnéni. Ze zkuSenosti vime, Ze nejcastéji chiripkou
onemocnime kazdoro¢né na podzim nebo v zimé, zatimco v 1été jen vzacné. Sezoni
vlivy jsou zvlasté pri modelovani chiipky velmi vyznamné a chceme-li uspét na delsim
c¢asovém intervalu, musime je brat v ivahu. Pomoci si mizeme pfidanim dalsiho ¢lenu
tvaru sinct ¢i cosct ke konstanté [ charakterizujici pocet kontakt mezi lidmi. Tento
periodicky ¢len nam tika, ze v rtiznych ro¢nich obdobich je potfeba k pfenosu nemoci
ruzné intenzivni (dlouhy) kontakt mezi dvéma lidmi.

Jisté bychom nasli mnoho dalSich vice ¢i méné relevantnich aspekti, které jsme
zanedbali. Zde vidime, Ze nas model je opravdu jen zakladni a bere na zfetel jen pra-
malo aspektt ovliviujicich pribéh epidemie. To mé samoziejmé vliv na presnost jeho
vysledki. Tento model je jeden z vychozich bodl pro rozsifovani a vylepsovani teorie
matematického modelovani.

Vétsina vyse uvedenych nedostatkl se ale vyraznéji projevi az na delsi ¢asové ose,
jak uvidime v Kapitole 5. Ve stejné kapitole se miizeme presvédcit, ze kdyz se rozhod-
neme vyuzit model SLTAR pro kratkodobou predpovéd aktualni epidemie, dostaneme
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az prekvapivé presna data kopirujici skutecnost. Proto ndm model mutze poskytnout
ramcovou predstavu o vyvoji epidemie na nékolik tydnt dopredu, coz také dava léka-
fam jisty naskok.

P1i pouziti v praxi rozhodné ocenime jeho vypocetni nenarocnost a rychlost pii
vyhodnocovani rtznych alternativnich nastaveni. To samoziejmé také souvisi s jeho
jednoduchosti. Je ale rozdil, kdyz vyhodnoceni jednoho konkrétniho nastaveni trva par
vtefin, v tomto pripadé je hotovo témér okamzité, anebo jestli musime po kazdé korekci
nastaveni cekat déle.

Vyhodou také je, ze vime, co od takového modelu ¢ekat. Jsme schopni, jak uvidime
déle, provést celkem podrobnou analyzu chovani modelu véetné existence a jednoznac-
nosti feseni pro vSechny ¢asy, monotonie, existence limit v nekonecnu pro vsechny funkce
a v nékterych pripadech tyto limity umime i dopfedu vy¢islit. To nam mize pomoci
ovérit, zda data, ktera jsme dostali od néjakého numerického softwaru, jsou ta spravna
a ze neni chyba nékde v zadani, ¢i v pouzité numerické metodé feseni.
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Kapitola 2

Existence a jednoznacnost reseni

2.1 Lokalni existence a jednoznacnost

Véta 2.1 Pro soustavu obycejnych diferencidlnich rovnic z modelu SLIAR a pro kaZdou
pocdtecni podminku existuje w > 0 a funkce S (t), L(t), I (t), A(t), R(t) a N (t), které
jsou Tesenim této soustavy na intervalu [0,w|. Funkce jsou na tomto intervalu uréeny
jednoznacné.

Diikaz: Uvazme model SLIAR jako Sestidimenzionalni soustavu obycejnych diferenciél-
nich rovnic a na ni uZijeme Picardovu vétu, viz. [A], pro Q@ = RS x (-1, +0o0):

v = f(z), 2 € RO

Ztotoznéme S = x4, ..., N = x4. Picardova véta plati pro f za predpokladu jeji lo-
kalni Lipschitzovskosti v proménné x. K tomu podle Tvrzeni o lokalni Lipschitzovskosti,
viz. [B], sta¢i spojitost parcidlnich derivaci prvniho fadu podle x; az x.

—B (I + d§A) 0
B(I+6A) —K
of  of 0 ~of  of DK
oxr1  0S 0 Oy, 0L | (l—p)k
0 0
0 0
—BS —36S
BS 36S
of  of —a ~of  of 0
ors  O0I 0 " Ory  0A -1
Ja n
—(1-f)a 0
0
0
of of (o _of  of
81’5 OR 0 N 8ZE6 B ON
0
0



Ve je opravdu spojité na 2. Funkce S, I a A jsou spojité, protoze jsou diferencovatelné
a spojitost se zachovava vzhledem k aritmetickym operacim ,+“ a ,x*“.

Z Picardovy véty dostavame, Ze pro kazdou pocateéni podminku x (tg) = yo € Q2
existuje w > 0 a funkce x (t), kterd je FeSenim systému (1.1) az (1.6) na intervalu
[to — w,to + w| a tato funkce je uréena jednoznacné.

Specialné tedy i pro poc¢atecni podminky zadavané v case t = 0 a pro kladné Casy,
které nas zajimaji nejvice, existuje jednozna¢né uréené feseni x (¢) na intervalu [0, w].

X

Daéle jiz budeme uvazovat poc¢atecni podminky pro jednotlivé funkce v case t = 0,
jako v definici modelu SLIAR a stejné je budeme i znacit - S (0) = Sp; ...; N (0) = No.
Aby mél model smysl, vSechny poc¢atecni podminky predpokladame nezaporné.

2.2 Nezapornost

Nasim cilem je dokazat, ze vSechny funkce v modelu SLIAR jsou nezaporné a tedy ze
maji Sanci priblizit realitu. Je ndm jasné, ze v populaci nemtize byt napf. zaporné cislo
infikovanych lidi.

Véta 2.2 Necht funkce S (t) je Teseni soustavy rovnic z modelu SLIAR. Necht Sy > 0.
Pak funkce S zistane kladnd na celém intervalu [0, w].

Diikaz: Uvédomme si, ze S = 0 je feseni pro kazdou pocatecni podminku tvaru

(0, Lo, Iy, Ao, Ro, Ny). Uvazme Sy > 0 libovolnou. Kdyby véta neplatila, musi diky spo-
jitosti funkce S existovat ¢’ € (0,w]|, ze S (¥') = 0. Vezméme nejmensi takové, presnéji
t' == inf {t € (0,w], S(t) = 0}. Protoze S (0) > 0, je S > 0 na néjakém, ndm staci
pravém, okoli bodu 0, opét diky spojitosti. Odtud vime, ze ¢’ > 0. Uvazme pocateéni
podminku tvaru S (t'), ... , N (t'). Opét z Picardovy véty dostavame lokalni existenci
a jednoznacnost feSeni na intervalu [t — &, ¢’ 4+ &] C [0,w] pro néjaké £ > 0 (ptipadné
¢ zmensime, pro t' = w vezmeme interval [w — &, w| C [0,w] ). Jak jsme si ale uvédo-
mili na zacatku dikazu, S na tomto intervalu ztstava konstantni nula, protoze vychazi
z pocateéni podminky tvaru S (¢') = 0,L(t'),---, N (). To je ale spor s jednoznac-
nosti feseni, pfesnéji s volbou ¢’ jako miniméalniho s vlastnosti S (¢') = 0, protoze také
t—&>0aSH —&)=0.

X

Takze funkce S je striktné kladné na celém intervalu existence feseni [0, w|. Podivejme
se nyni na funkci L.

Véta 2.3 Necht funkce S, L, I, A, R, N jsou teSeni z modelu SLIAR. Necht jsou
vsechny pocdtecni podminky nezaporné. Pak funkce L zustane nezdpornd na celém in-
tervalu [0, w].

Diikaz: Zacneme upravovat rovnice (1.2) az (1.4):

I'= SB(I+6A) — kL et
I'=psL — ol | e
A'=(1-p)rL—nA | e
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Upravou podle vzorecku pro derivaci souc¢inu dostavame

(Le™)' = e™SB (I + 5A)
(Ieat)’ = eprL
(Ae”t)/ =e" (1 —p)kL

Protoze vime, Ze na intervalu [0,w] existuji funkce L, I i A, existuji zde i funkce
Let Te* i Ae™, a dle Lemmatu o klasickém FeSeni, viz. [C] je miZzeme na tomto
intervalu zapsat ve tvaru

e L (t) = Lo + /Ot S (s) B (s)+0A(s)]e™ds
eI (t) = I +/0 prL (y) e¥dy (2.1)

e A(t) = Ay + /Ot (1 —p)kL(z)e™dz (2.2)

Jesté zavedme znaceni

a(z,y) = /y S (s)e"Msds (2.3)
b(z,y) = /y S (s) e (s, (2.4)

Dosazenim ziskdme

L (1) = L0+/t8( Y [Io+f05p,.€L y) e*¥dy +5A0+f0 7) p) kL (y) e™dy RS g
0
—L0+Blo/ (s) et~ O‘Sds—kﬁp/i/ / =3y ds+
+ 354, / "5 (s) s ds + (1 — p) b / / S (s) L () e MMy ds 2
= L0+ﬁlo/ (s)el"™ O‘Sds+ﬁpf<;/ / (R=)s e s dy+
+ B A, / S (s)e"Msds + 3 (1 —p) ok / / ) e s dy

UL (1) = Lo + BIoh (0, )+Bpn/0 (y) b (y, £) dy + B5Aga (0,1) +

+ B (1—p)Kd /Ot L(y)e™a(y,t)dy (2.5)

(*) Plati diky Fubiniové vété, viz. [D], protoze M = {(s,y): 0 < s <tA0<y < s}
je méfitelnad mnozina a na M je funkce S (s) L (y) e =% spojita jako funkce dvou
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proménnych pro kazdé t > 0. Navic je tato funkce stale nezaporna, protoze vSechny

¢initelé jsou nezaporni, takze jeji integral pres M existuje. Dale pro pevné s € (0,t) je

Mg = {(s,y): 0<y<s}, pros ¢ (0,t) je M, prazdna. Pro pevné y € (0,t) je

M, ={(s,y): y <s <t} aproy jinde je opét prazdna. Stale bereme ¢ > 0 libovolné.
O funkcich (2.3) a (2.4) vime, Ze pro né plati

a(z,y) >0 Vr,y € [0,w]; 2 <y
b(v,y) >0 Vr,y € [0,w]; z <y,

protoze v obou piipadech jde o integraly z kladné funkce S (s) e, viz. Véta 2.2, kde
¢ je libovolna konstanta, specidlné ¢ = kK —n a ¢ = kK — «, na intervalu I = (z,y) kladné
miry. RozlisSme dva piipady v zavislosti na hodnoté pocateéni podminky Ly:

1) Ly=0.Pak L' (0) =S (0)5(L(0)+5A(0))—rL (0) = SoB (Ip + 6Ag); So > 0.
Kdyby Iy + 6Ag = 0, je Iy = 0 = Ay, protoze vSechny pocatecni podminky predpokla-
dame nezaporné, v populaci zadna chtipka neni, a tedy neni co modelovat. Matematicky
to znamen4, Ze derivace vSech funkci jsou v ¢ase t = 0 nulové. Resenim na intervalu
existence [0, w] jsou samé konstantni funkce S (t) = Sy, L (t) =0, I (t) =0, A(t) =0,
R(t) = Ry a N (t) = So + Ry. Protoze jsme jiz dokazali jednoznac¢nost FeSeni, zadné
jiné neexistuje a véta je pro tento pripad dokdzana, nebot na intervalu existence plati
L(t)=Ly=02>0.

Necht Iy +dAg > 0. Pak Iy > 0 nebo Ay > 0 a funkce L v bodé nula roste. Pfidejme
jesté, ze Lo = 0 a dostavame existenci intervalu (0,\) na kterém je funkce L kladna.
Ztstane-li déle kladnd na celém (0,w| je véta dokdzéna. Pokud ne, pak ze spojitosti
existuje v € (0,w] : L (t) > 0 pro vSechny ¢ € (0,7) a L(y) = 0. Pak

,
0=L(y)=L(y)e™ = Lo+ BIob(0,7) + ﬁpﬁ/ﬂ L (y) b (y,7) dy+
+ BAoda (0,7) + 08 (1 —p)k /7 L (y)e™a(y,v)dy > BIob(0,v) 4+ B Aga (0,7) > 0,
0

COZ je spor.

Prvni neostra nerovnost plyne z predpokladu nezapornosti vsech charakteristickych
konstant 3, x, J, p, (1 —p) a toho, Ze integrély od nuly do v jsou nezéporné, nebot
funkce L (y) > 0; e > 0 Ve € R a funkee a (y,y) > 01b(y,y) > 0, v8e pro y € [0,7].

Druhd, jiz ostra, nerovnost plati, protoze obé hodnoty a (0,7) > 01 b(0,7) > 0,
konstanty G i d jsou kladné a alespon jedna z pocatecnich podminek I, > 0 nebo
Ap > 0, ¢ili oba scitance jsou nezaporné a alespon jeden z nich je kladny.

2) Lo > 0 : Zde je situace jednodussi, ze stejnych divodu jako vyse nam staci
ke sporu nerovnost

X

Poznamenejme, ze jsme dokazali o néco vic, nez jsme potfebovali. V modelu SLIAR
z Definice 2 pozadujeme Ly = 0, my jsme Vétu 2.3 ovSem dokazali pro vSechny ne-
zaporné pocatecni podminky. To ndm prozrazuje, Ze na zacatku epidemie nemusime
predpokladat jen malé mnozstvi infekénich osob, ale i néjaké latentni osoby. Jejich pri-
tomnost v populaci se ale dost tézko zjistuje, protoze nevykazuji Zadné symptomy.
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Véta 2.4 Necht funkce I, A, R a N jsou teSenim z modelu SLIAR. Necht I, > 0,
Ag > 0, Ry > 0 a Ny > 0. Pak vsechny funkce I, A, R i N zistanou nezdporné na
celém intervalu [0, w].

Diikaz: Nezapornost funkei I () a A (t) na intervalu [0, w] je pfimym disledkem vztaht
(2.1) a (2.2), nezapornosti funkei L (¢) a e (pro ¢ libovolné) na tomto intervalu a ne-
zapornosti poc¢ateénich podminek Iy a Ag.

O funkci R (t) nyni jiz vime diky nezdpornosti funkci I a A a vztahu (1.5), Ze je
na intervalu [0, w| neklesajici, a tudiz zdola omezena nezapornou hodnotou Ry, kterou
predpokladame nulovou (nezdpornou).

Konecné funkce N je nezaporna diky vztahu (1.7), ve kterém jsou vSechny s¢itance
na intervalu [0, w] nezdporné.

X

2.3 Omezenost shora

Véta 2.5 Necht jsou funkce S, L, I, A, R a N teSenim z modelu SLIAR. Necht jsou
vsechny pocdtecni podminky nezaporné. Pak jsou vsechny funkce shora omezené.

Diikaz: Funkce N (t) je na intervalu (0, w] nerostouci diky (1.6) a nezédpornosti funkce 7,
proto je shora omezena hodnotou Ny. Z pfedchoziho mame, Ze vSechny funkce jsou na
tomto intervalu nezdporné a tedy jejich omezenost shora snadno plyne ze vztahu (1.7):

S<S+L+I+A+R=N <N,

R<S+L+I+A+R=N<N,

2.4 Globalni existence

Véta 2.6 Necht jsou funkce S, L, I, A, R a N TeSenim z modelu SLIAR. Necht vsechny
pocdatecni podminky jsou nezdporné. Pak tyto funkce existuji a jsou urceny jednoznacné
na celém intervalu [0, +00).

Diikaz: Vratme se k obecné soustavé 2/ = f (x) z dikazu Véty 2.1. NaSe funkce f je
spojité a diky Tvrzeni o existenci maximalniho feseni, viz. [E], existuje maximalni feseni
soustavy. Z Tvrzeni o vlastnostech maximélniho feSeni, viz. [F]|, vime, Ze maximalni
feSeni opusti kazdy kompakt. Volme K = [—1, Ny + 1]6 X [0,w]. K je kompakt a navic

OSS, L, ], A, R, N < Ny =dt; >0: ($(t1),t1)¢K:>t1>u).

Proto vime, ze [0,w] C D (¢) pro kazdé (libovolné) w > 0, kde D (¢) znac¢i defini¢ni
obor maximalniho feSeni nasi soustavy. Musi byt D (¢) = [0, +00).

X
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nujicich propuknuti a rozsah epidemie, zakladnim reprodukénim cislem. To se v litera-
tute obvykle znadi Ry (viz [3], str.159). V tomto textu ale dochézi k trochu nepfijemné
kolizi znaceni mezi Ry jako pocateéni podminkou funkce R (t) v ¢ase t = 0 a Ry jako
zakladnim reprodukénim ¢islem. D4 se Fici, Ze od ted aZ do konce textu bude Ry znacit
prave zakladni reprodukéni ¢islo. My se budeme snazit tyto dvé veli¢iny alespon trochu
odlisit stylem pisma.
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Kapitola 3

Zakladni reprodukcni éislo

Zéakladni reprodukéni ¢islo Ry mé velky vyznam na pocatku sifeni epidemie jako mira
pletné zdravé populace pribude jeden nakazeny ¢lovek. Pak Ry miizeme definovat jako
pocet nakazenych timto jedincem od doby, kdy do populace piisel, az do jeho smrti ¢i
uzdraveni.

Nyni jiz je mozné vidét vyznam R, na pocatku sifeni epidemie. Je-li Ry < 1, pak
hypoteticky nakazeny jedinec (v redlném piipadé je to maly pocet nakazenych ve velké
populaci zdravych) nakazi po dobu své nemoci praimérné méné nez jednoho ¢lovéka
a pocet nakazenych bude klesat, az nemoc vymizi. Naopak kdyz Ry > 1, pak nejen,
ze nakazeny jedinec za dobu své nemoci dokaze v priméru nakazit jednoho cloveéka
a tim sebe ,nahradit“ mezi nemocnymi, ale nakazi vice nez jednoho c¢lovéka a pocet
nemocnych poroste.

Jak také uvidime déle, Ry hraje velkou roli pii poéitani (odhadovani) celkové ve-
likosti epidemie. Za zminku také stoji fakt, ze jakmile se jednou nemoc zacne §itit,
podminky urcujici Rg se zméni a zakladni reprodukéni cislo prestane byt vhodnym
prostifedkem pro charakterizaci epidemie.

3.1 Odvozeni

Pro odvozeni vypoctu Ry vezméme obecny pfihradkovy model. Ttidy lidi rozdélme
podle toho, zda lidé v nich jsou ¢i nejsou nakazeni nemoci.

Definice 3 Infikovanou tridou nazveme tridu populace z Definice 1, jestlize lidé
v ni jsou nositelé patogenu zpusobugictho sledované onemocneéni (virus chripky).

Zdravou tridou nazveme tridu populace, jestliZe lidé v ni naopak nejsou nositelé
patogenu zpusobujictho onemocneént.

Necht je n infikovanych t¥id, a m zdravych t¥id. Oznacme x € R"™ pocet lidi v infikova-
nych tridach jako slozky tohoto vektoru a y € R™ pocet lidi ve zdravych tridach.

Poznamenejme, zZe rozklad na zdravé a infikované tiidy je opét spise medicinsky, nez
matematicky. Rozklad ale miize byt i nejednoznacny v zavislosti na rozdilné biologické
interpretaci modelu.
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Definice 4 Jako T';, i =1, ..., n oznacme narist poctu osob v i—té€ infikované
tridé za jednotku casu v dusledku nového (druhotného) infikovani nakaZengm je-
dincem.

Jako ®;, i =1, ..., n ubytek populace v i-té infikované tridé v disledku postupu
nemoci (presun lidi do jin€ tridy nakaZenych lidi), smrti ¢i uzdraveni lidi (opét
za jednotku casu).

Jako g oznacme to, co se déje ve tridach zdravych lidi.

Funkce g nés zas tolik zajimat nebude, jak uvidime dale. Obecny model tedy mutizeme
prepsat do tvaru

z, =Ty (z,y) — ®; (z,y), i=1,...,n (3.1)
y;:gj(l‘7y)) jzlv"'am

Odvozeni Ry je zalozeno na linearizaci systému ODR okolo rovnovazného stavu bez
pritomnosti nemoci. Nasledujici predpoklady ovéruji, ze tento rovnovazny stav existuje
a ze model ma smysl:

(A1) I'; (0,y) =0a @, (0,y) =0Vy >0, i=1, ..., n.
To znamend, ze vsechna nova onemocnéni maji na svédomi jiz infikovani lidé,
nepfipoustime imigraci (nakaZzenych) lidi.

Diky tomu také dostavame, ze mnoZina {(0,y), y > 0} je invariantni, tedy kdyz
jednou nemoc vymizi (z = 0 pro t = tg), pak se jiz nevrati (x = 0 pro Vt > t,). Coz
také znamend, Ze rovnovazny stav bez pfitomnosti nemoci je také rovnovaznym
stavem celého systému, o ¢emz jsme se jiz v nasem specialnim ptipadé presvédcili
v dikazu Véty 2.3.

(A2) Ty (z,y) >0V z,y>0aproVi=1, ..., n.
Funkce I' reprezentuje nové nakazené a proto nesmi byt zaporna.

(A3) @, (z,y) <O0kdykoliz; =0,i=1, ..., n.
i-ta slozka funkce ® reprezentuje ibytek populace v i-té t¥idé nakazenych a proto
musi byt nekladné vzdy, kdyz je prazdna. To znamend, ze do této prazdné tiidy
mohou lidé jen pribyt, nikoli ji opustit.

(A4) ) @i (z,y) >0V 2,y >0
i=1
Tato suma znaci celkovy ubytek lidi z infikovanych tiid v ddsledku smrti ¢i apl-
ného uzdraveni. Ti jsou sice nahrazovani nové nakazenymi a celkovy pocet naka-

zenych muze (ale nemusi) rist, nové nakazeni ale patfi do vektoru I

(A5) Stav bez pritomnosti nemoci, ¥’ = ¢(0,y) mé jediny stacionarni bod a ten je
asymptoticky stabilni. (Definice viz. [H])

Predpokladejme, ze do kompletné zdravé populace piisel jeden nakazeny c¢lovek, jako

vyse, fikejme mu pan X. Pocatecni schopnost nemoci sitit se populaci je urcena lineari-
zaci rovnice (3.1) okolo rovnovazného stavu bez pfitomnosti nemoci, tedy v bodé (0, yo).
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Plati rovnost

or’;
y;

0P,

(0,90) =0 = g, (0, %0) (3.3)

ProV(i,j),i=1, ..., n,57=1, ..., m.

Totiz diky pfedpokladu (A1) vime, ze oba vektory jsou nulové pro libovolné y > 0
a tedy 1 zména této hodnoty vyjadiena parcialni derivaci podle y; je nulova. TakZe
linearizované rovnice pro x mohou byt od ostatnich oddéleny a zapsany zptisobem

¥=(F-V)x (3.4)
Kde F a V jsou matice n x n tvaru

ar’; 09,
F;; = — (0, a Vii=—=—1(0,90) -
779 z; (0, %0) J oz, (0, 90)

Predpokladana doba, kterou pan X stravi v jednotlivych tiidach, je vyjadfena in-
tegrélem [ o (t,xo) dt, kde o (¢, 0) je FeSenim systému (3.4) pro F' = 0 a nezdpornou
pocatecni hodnotu xy. Tato pocateéni podminka znamend pocet ,pant X“ v jednotli-
vych t¥idach infikovanych lidi. ReSeni systému je

o (t,xg) = e iz,

kde exponenciala matice je definovana jako nekonec¢na fada

A A2 A3 Ak
€ —]+A+7+§+"'+E+"'.

Funkce o sleduje cestu pana X od nakazeni tifidami nemocnych az po jeho smrt ¢i tplné
uzdraveni. Mtzeme ji také interpretovat jako pravdépodobnost, Ze se pan X, ktery se
objevil v ¢ase t = 0, v ¢ase t nachéazi v i—té tride.

Dale [;° o (t,x0)dt = V. Prvek (i,j) matice V! znaéi odekdvany cas, ktery
¢lovek nachdzejici se v j-té tiide stravi v i-té. Existenci V' ~! budeme ptedpokladat.

(1, 7)-ty prvek matice F' charakterizuje pocet novych onemocnéni zptisobenych je-
dincem, ktery se pravé nachéazi v j—té tiidé, az bude v i-té, za jednotku casu.

Primérny pocet nové nakazenych v dusledku pritomnosti pant X ve zdravé populaci
miizeme spocitat jako

/ Fe Vigy = FV 1z,
0

Definice 5 Jako matici pristi generace systému ve staciondarnim bodu bez pritomnosti
nemoci oznac¢me matici H = FV 1,

(1,7)-ty prvek matice H nam fikd primérny pocet novych onemocnéni zptisobenych
jedincem, ktery se praveé nachazi v j-té tridé, az bude v i-té. K tomuto musime ovsem
predpokladat, ze po celou dobu ptisobeni tohoto nemocného se nebudou meénit vnéjsi
podminky.

Definice 6 Zdkladni reprodukéni ¢islo definujeme jako Ro = r (H).

21



Jako r (H) znacime spektralni polomér matice H, tedy
r(H) = max{|A|, A je vlastni ¢islo matice H }.

Motivovat k Definici Ry nas miize nejprve heuristicka ivaha. Je-li H matice pristi
generace, je H™ matice n-té generace a plati H" — 0 pron — oo < r(H) < 1. Coz
znamena prave to, ze se pocet infikovanych postupné zmensuje az nemoc tplné vymizi
a stav bez pritomnosti nemoci je stabilni. Je-li 7 (H) > 1, bude pocet infikovanych
v dalsich generacich rist a nemoc se bude Sitit, dokud se nezméni situace natolik, ze
linearizace okolo rovnovazného stavu bez pritomnosti nemoci prestane vhodné aproxi-
movat skutecnost. I tak ale ziskdvame, zZe tento stav je nestabilni.

Nyni se podivejme na formalnéjsi verzi diikazu souvislosti spektralniho poloméru
matice H a (asymptotické) stability modelu. Vyznamnou roli hraje zndmé Tvrzeni
o linearizované asymptotické stabilité, viz [I].

Diky ptredpokladu (A1), jak bylo jiz zminéno, ma matice linearizace celého systému
okolo rovnovazného stavu bez pfritomnosti nemoci blokovou strukturu

I (F -V 0 >
o\ e e
Z definice determinantu, viz (2], str. 46, plyne, Ze vlastni ¢isla matice J jsou vlastni
Cisla prislusnad maticim F'— V' a Jyo. Z predpokladu (A5) asymptotické stability vime,
ze matice Jy 9 ma vlastni ¢isla se zapornou realnou ¢asti, proto se miizeme omezit na
zkoumani vlastnich ¢isel matice F' — V. Nyni se podivejme na nékteré vlastnosti matic

FalV.
Nejprve piipomenme definici F;; = % (0,90). Protoze nés zajimaji parcialni de-
J

rivace jen podle z, fixujme yo > 0 libovolné. Vyberme 7,7 = 1,...,n libovolné. Diky
predpokladu (A1) je I'; (0,y9) = 0. Dale podle pfedpokladu (A2) je I'; (x,y9) > 0 pro
vSechna x > 0. Uvazime-li novou funkei f;; (z;) =T'(0,...,0,2;,0,...,0,9), je tato

funkce nezapornéd na pravém okoli bodu 0 a jeji derivace v bodé 0 je také nezaporna.

Derivace f;;(0) ale odpovida parcidlni derivaci gg] (0,y0). Navic 7 i j jsme vybirali
libovolné, proto jsou vsechny parcialni derivace % > 0.
J
Podobné pro matici V' a funkci ®. Fixujme yo >0 ai,j =1,...,n, i # j libovolné.

Pro toto i plati opét dle predpokladu (Al), ze ®;(0,y0) = 0. Zavedeme-li obdobnou
funkei g, ; (z;) = ©;(0,...,0,2;,0,...,0,y), mizeme diky pfedpokladu (A3) Fici, ze
funkce g, ; je nekladna na pravém okoli bodu 0 a i jeji derivace v bodé¢ 0 je nekladna.

Derivace g; ; (0) odpovida parcialni derivaci gf (0,90), takze muzeme vidét, ze prvky

mimo diagonalu matice V' jsou nekladné. ’
Podivejme se nyni na diagonalu V. Jiz jsme zafixovaliyy > 0a j = 1,...,n libovolné.

Predpoklad (A4) mtizeme interpretovat také nasledovné:

Zgi,j (xj) > 0 pro kazdé z; > 0.

=1

Protoze je ¢; j (0) = 0 pro kazdé 4,j = 1,...,n, je i cela suma v poc¢atku nulova a podle
predpokladu (A4) je nezdporna na pravém okoli nuly.
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Stejné jako vySe mizeme psat

a n n a n
0< — (0 5. 00=N"V
_aszlg]<) ;axjgj() ; J
0<Vij+ Y. Viy
i=1,i#j
=) V= > Vil <V (3.5)
i=1,i#j i=1,i#j

Posledni radek plati, protoze vSechny prvky mimo diagonalu matice V' jsou nekladné,
jak bylo ukazano vyse. Vztah (3.5) je dle [5], str. 134-140, podminka M35, nutny a
postacujici predpoklad pro to, aby se matice V dala vyjadrit ve tvaru V = sl — B,
kde B je matice se vSemi prvky nezédpornymi a s > r(B), r (B) opét znaci spektralni
polomér matice B, jedna se o tzv. matict typu M ve smyslu néasledujici definice.

Poznamenejme nejprve, ze I znaci jednotkovou matici a dale, ze v uvedené literatuie
je podminka M35 formulovana s ostrou nerovnosti pro regularni matice typu M, tedy ty
matice, které se daji vyjadrit ve tvaru M = sl — B, kde je vSe jako vySe, jen s > r (B).
Nam staci existence rozkladu, proto nemusime pozadovat ostrou nerovnost.

7 téchto vlastnosti se jiz da dokazat zapornost realnych casti vlastnich cisel ma-
tice F'— V. Dtikaz je jiz spise algebraicky, proto ho zde nebudeme rozvadét do podrob-
nosti a odkazeme se na néktera dokazana tvrzeni.

Definice 7 Necht A je matice typu n X n. Pak ji nazveme
(i) Nezdpornd, jsou-li vsechny jeji prvky nezdporné a znacime A > 0.
(i) Matice typu Z, jde-li ji napsat ve tvaru A = sl — B, kde B > 0.
(11i) Matice typu M, je-li to matice Z a navic s > r (B).
V [5], str. 134-140, podminka N3g je dokazana nasledujici véta

Véta 3.1 Je-li A matice typu Z, pak existuje A=t > 0 prdvé tehdy, kdyZ A je requldrni
matice typu M.

Nyni diky Vété 3.1 a predpokladu existence inverze vime, ze V! > 0. Z definice mati-
cového nasobeni a z F' > 0 dostavame, ze FV ! > 0. To poslouzi v ditkaze nasledujici
vety.

Véta 3.2 Necht matice ' > 0 a V' je requldrni matice typu M. Necht existuje matice
(I— H)_l. Pak Ry = r (H) < 1 pravé tehdy, kdyZ vSechna vlastni ¢isla matice F' —V
maji zaporné redlne cast.

Diikaz: Jiz vime, 7e H = FV ! >0, tedy (I — H) je matice typu Z. Z Véty 3.1 dosté-
vame, Ze (I — H)™' > 0 pravé tehdy, kdyz r (H) < 1. Nyni si véimneme platnosti dvou
rovnosti
(V-F) =V 1-Fv1)~ (3.6)
VV-F)'=I1+FV-F)".
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Prvni rovnost je vidét pfimo z definice inverzni matice a nasobeni (také [2], str. 58).
Druhé plyne z nasledujicich vztahii

VV-F)'=[(V-F)+F|(V-F)'=
=(V-F)(V-F)"'"+FV-F)"'=I+FV-F)"

Diky rovnosti (3.5) a nezdpornosti V="' a (I— FV=1)"" nam r (FV™) < 1 implikuje
(V — F)™' > 0. Naopak je-li (V —F)~' > 0, soucasné vime, ze F > 0 a tedy celd
prava strana rovnosti (3.6) I+ F (V — FY1 > 0, proto je i leva strana neziporné a po
dosazeni vztahu (3.5) za (V — F) ™" zjistujeme, ze i (I — FV‘l)f1 > 0. To je, jak jiz
matice typu Z, protoze F' > 0 a V' je matice typu M, takze podle Véty 3.1 plati posledni
ekvivalence (V — F)™' > 0 pravé tehdy, kdyz V — F je regularni matice typu M.

Jiz jsme dokazali ekvivalence r (FV 1) < 1 pravé tehdy, kdyz (I — F‘/*l)_1 >0
pravé tehdy, kdyz (V — F )71 > 0 prave tehdy, kdyz V' — I je regularni matice typu M.

Posledni chybéjici ekvivalence, a to V' — F' je regularni matice typu M pravé tehdy,
kdyz V — F' je matice typu Z a vSechna jeji vlastni ¢isla maji kladnou redlnou cast je
dokazana naptiklad v [5], str. 134-140, podminka Gay. My jiz vime, ze V — F' je matice
typu Z, proto je dikaz véty hotov.

X

Dokézali jsme stabilitu systému pro Ry < 1. K diikazu nestability pro Ry > 1 se jiz
spokojime s heuristickou tivahou uvedenou vyse, ¢i ¢tenafe odkazeme na [3], str. 174,
175.

3.2 Vypocet

Véta 3.3 Pro model SLIAR plati, Ze Ro = Sof3 <§ + M).

n

Diikaz: V modelu SLIAR jsou infikované t¥idy L, I a A. Zdravé t¥idy jsou S a R.
Z predchoziho n = 3, x € R? a m = 2, y € R2. Také

SB(I+dA) kL
= 0 ; = —pkL + ol
0 —(1—p)kL+nA

Predpoklady (A1) - (A4) se ovéii takika strojové dosazenim

(A1) T;(0,y) =0=2;(0,y) Vy >0, Vj =1, 2, 3
ano, nebot t =0= L =A =1 =0 a vSe je nulové.

(A2) T (z,y) >0V >0,Vy >0,Vj=1,2,3
plati.

(A3) @, (z,y) <0 Vz, y takové, ze 2, =0, 2 >0ay >0
Opét splnéno, protoze ®; =0 pro L =0, 3 = —psL pro [ =0
a®3=—(1—p)kL pro A=0.
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(A4) 32 @ (z,y) > 0¥z >0,y >0
Splnéno, nebot Z;’:l ®; (z,y) =al +nA>0.

Predpoklad (A5) ndm zpusobi trochu potizi, protoZe neni splnén piesné v tomto znéni.
N4&S systém bez pFitomnosti nemoci y' = ¢ (0, y) totiz nemé jediny rovnovazny stav, ale
kazdy bod tvaru (0,1) je stacionarni.

Tento systém bez pritomnosti nemoci je pouze stabilni, protoze jeho feSeni je kon-
stantni pro libovolnou pocateéni podminku tvaru S (0) = Sp, L(0) = 0, 1 (0) = 0,
A(0) =0, R(0) = Ry, N(0) = Sy + Ry, kde Sy > 01 Ry > 0. Konstanti feSeni neni
asymptoticky stabilni, protoze nespliiuje podminku (ii) v Definici [H]. Dvé konstantni
feSeni zistanou od sebe stale stejné vzdalena, proto nas systém spliiuje v Definici [H]
pouze podminku (i) pro § = ¢, coz je vlastni definice stability.

Teoretické odvozeni v tomto pripadé ztroskota v momenté, kdy se pokusime tvrdit,
ze staci vySetfovat vlastni hodnoty matice /'—V, protoze ty matice J 2 jsou jiz zaporné.

Tento problém fesi teorie centralni variety, napiiklad v [1], str. 19-25 je dokazana
nésledujici véta: Princip redukce na centralni varieté, viz. [J].

Véta 3.4 Necht nulové feseni systému 2’ = Ax+ f (x,h (z)) je stabilni, pak je stabilni
1 resent systému

t' = Az + f (z,y)
Y =By+g(z,y),

kde v € R", y € R™, vlastni hodnoty matice A maji nulovou redlnou cdst, vlastni
hodnoty B maji zdpornou redlnou édst a f a g jsou C? funkce, pro které plati f (0,0) =
Vf(0,0)=0=Vg(0,0)=g(0,0).

My jsme v situaci, kdy matici A z Véty 3.4 odpovida matice Js 5 z teoretického odvozeni.
Stav bez pfitomnosti nemoci je stabilni, proto nemtize mit matice J o zadné vlastni ¢islo
s kladnou redlnou c¢asti. Dale mtizeme opét postupovat stejné. Dokazeme, ze vlastni ¢isla
matice I — V maji zaporné redlné casti pravé tehdy, kdyz r (H) < 1, ale z Véty 3.4
dostaneme pouze stabilitu, ne asymptotickou stabilitu, coz nas asi prilis neprekvapi.
Linearizace I' a ® okolo stacionarniho bodu (0, yo) ma nasledujici tvar:

0 S SoAd K 0 0 100
F=(0 0 0 |;V= —pka O|; V= 2 L 0],
0 0 0 —(l-p)k 0 7 o g 4

¢imZ jsme splnili pfedpoklad existence V1. Déle

Sofp | SoBS(1—p) SoB  SoBd

L o T n o n

H:=FV = 0 0 0
0 0 0

Kone¢né o (H) = {0; Sol3 <§ + (172’)5)} =r(H) =50 (2 + M).

n a n
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V nagem modelu je zakladni reprodukeéni &fslo Ry = So3 (g + @)

To mutzeme vykladat také tak, ze prijde-li latentni jedinec do kompletné zdravé
populace Sy, pak s pravdépodobnosti p se u néj vyvinou symptomy a on nakazi %
lidi za dobu é, nebo s pravdépodobnosti (1 — p) piejde do asymptomatické t¥idy, kde
nakazi ‘Sﬁ% lidi za dobu %

Pro tplnost jesté v rychlosti zmifime predpoklad Véty 3.2 existence (I — H )_1.
V tomto speciadlnim piipadé, pro kratsi zapis s vyuzitim jiz zavedeného znaceni, je

1—R —SoB _ SoBd 1 Sof3 SoBd
0 a n . 1-Ro a(1-Ro) n(1—Ro)
(I-H)= 0 1 0 ; (I-H) = 0 1 0
0 0 1 0 0 1

Inverze existuje za predpokladu Ry # 1, coz je prahova hodnota stability systému bez
pritomnosti nemoci. Protoze v té samé vété je i pfedpoklad Ry < 1, mlzeme Tici, Ze
spoctené zakladni reprodukéni ¢islo ma pro tento konkrétni model stejny vyznam, jaky
ma mit zakladni reprodukéni ¢islo v obecném modelu, zejména jako hodnota pro urceni
stability systému bez pritomnosti nemoci.

Vsimnéme si také, ze opravdu plati (I — H )_1 > 0 pro Ry < 1, jak jsme v obecném
pripadé dokazali.

26



Kapitola 4

Celkova velikost epidemie

Celkova velikost epidemie je rozhodné jedna z véci, kterd odborniky ve zdravotnictvi
velmi zajiméa a ma vliv na vyhodnocovani nebezpecnosti nemoci a zptsoby jejiho zvlad-
nuti. Ukolem matematického modelovani je alespon pfiblizné na tuto otézku odpovédét.
Miize byt diskutabilni, jaké data budou mit matematici k dispozici ptfed tim, nez epi-
demie vypukne ¢i na jejim tplném zacatku. U chiipky ale mame tu vyhodu, zZe mtizeme
sledovat jeji chovani kazdorocné béhem vétsi, ¢i mensi epidemie a shromazdovat tak
potfebna data ve velkém mnozstvi.

Celkova velikost epidemie také mize byt jednim z prostiedki pro urceni charakte-
ristickych, ale tézko méritelnych konstant prislusné epidemie, jako je mira vzajemnych
kontaktti (3. To ale bohuzel vétsinou funguje az retrospektivné, ale i tak miize mit
pozitivni pfinos pro vyhodnocovani pristich epidemii.

V nasledujicim textu je popsan jeden z moznych zptisobi vypoctu celkové velikosti

I e

4.1 Existence limit a integrala
Déle nas bude zajimat chovani funkci a jejich integrali pro ¢t — oo.

Véta 4.1 Necht jsou funkce S, R a N teSenim z modelu SLIAR. Necht jsou vSechny
poédtecni podminky nezaporné. Pak existuji So, = tlim S(t), Reo = tlim R(t)

a Noo = lim N (t) a vSechny jsou vlastni.

t—o00

Diikaz: 7 Definice 2 a Vét 2.1 az 2.5 je vidét, ze funkce S a N jsou nerostouci a zdola
omezené a funkce R je neklesajici a shora omezena a tedy diky Vété o monotdnii a limiteé,
viz. [G], existuji jejich vlastni limity jako supremum, respektive infimum funkénich
hodnot.

X
Véta 4.2 Necht jsou funkce S, L, I, A, R a N teseni z modelu SLIAR. Necht jsou

vSechny pocateéni podminky nezdaporné. Pak integraly fooo I(s)ds a fooo A(s)ds existuji
a jsou konecné.
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Diikaz: Po nékolika tpravach rovnic (1.5) a (1.6), dostavame
N=—-(1-f)al | [, t— o0
R = fal +nA | [, t— o0
NOO—NO:—(l—f)a/OO](s)ds
0
Ro. — Ry :fa/oool(s)ds—l—n/oooA(s)ds

Oba integraly konverguji, protoze

e N — Ny
/0 (s)ds = Sl (4.1)
/OOA(s) e Ry — Ry — {704 Jo I(s)ds (4.2)

V obou rovnicich (4.1) i (4.2) je prava strana konecna. V rovnosti (4.1) diky Vété 4.1
a v rovnosti (4.2) diky predchozimu a také Vété 4.1. Tudiz je i leva strana konecna.

X

Dusledek 4.3 Necht je vse jako ve VEté 4.2. Pak

a) limita lim S (t) = Sy je dokonce kladnd.

t—o00

b) [T S (s)B(I(s)+0A(s))ds = =S + Sy a integrdl konverguge.

Diikaz: a) Za¢néme s rovnici (1.1). S uvazenim toho, ze S > 0 pro vSechna ¢ > 0, proto
muzeme v rovnici (1.1) délit, dostavame podobné jako v dikazu Véty 4.2, ze

S/ t
= = —3(I+64A) |/,t—>oo
S 0

lnSoo:—ﬁ/ I(S)ds—ﬁ(S/ A (s)ds+1n Sp.
0 0
Protoze prava strana je konecna diky Vété 4.2 a Sy > 0, je i leva strana konecna.

Z vlastnosti funkce logaritmus plyne, ze S, > 0.
b) Opét vyuzijeme rovnici (1.1), ale tentokréat trochu jinak:

S' = —SB(I+5A) |/t,t—>oo
—SOO+SO:/OOOS(S)H(I(S)—FéA(s))ds.

Integral konverguje, protoze vyraz na levé strané rovnosti je konecny diky Véte 4.1.

X
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Disledek, bod a), nam tik4, ze ¢ast populace zistane zdrava po celou dobu trvani
epidemie, coz je jisté potésujici zjisténi.

Nyni pokraéujme v nastoleném trendu zkouméni konvergence integralti. Pustme se
do fo s)ds. Zde vyuZijeme vSechny znalosti doposud ziskané v této kapitole.

Véta 4.4 Necht jsou funkce S, L, I, A, R a N teseni z modelu SLIAR, vSechny pocd-
tecni podminky jsou nezdporné. Pak [ L (s)ds existuje a je konecny.

Diikaz: Abychom dokéazali tuto vétu, zavedeme novou funkci

O funkci g (t) vime, Ze je neklesajici, nebot ¢’ (t) = L(t) > 0. Je definovana pro
v8echna ¢ > 0, nebot Jde 0 1ntegral ze spojité nezaporné funkce. Navic funkce g je
spojité, protoze g (to) — g (t ft s)ds — 0 pro t — ty. Dle Véty o monoténii a
limité, viz. [G], existuje jeji hmlta pro t — 00 a plati

tlim g(t) =ceR§U{+oc}.
Necht tlim g(t) = o0.
To znamen4, Ze pro kazdé k € R existuje t; takové, ze pro kazdé t > t; je g (t) > k.

Integraci od 0 do ¢ rovnice (1.2) a naslednym vyuZitim mezikroku v ditkaze Disledku 4.3
dostavame vztah

L(t)—L():/O S(s)ﬁ([(s)—l—éA(s))ds—/i/o L (s)ds

L(t) _ So—S(t)+ Lo _/tL(S)dS

K K

7 Véty 4.1 také vime, zZe existuje tlim S (t) = Ss, coz v Fedi epsilon-delta znamenad,
ze pro kazdé € > 0 existuje t. takové, ze pro kazdé t > t. je |S (t) — Soo| < €, specidlné
pro ¢ = 1 existuje t. takové, ze pro kazdé t > t. je Soo — 1 < S (t) < Seo + 1.

Nyni uvazme K = Sotetlotl Diky tomu, Ze lim g (t) = oo, existuje tx takové, Ze

pro kazdé t >ty je fo s)ds > K, jak bylo ukazano vyse.
Volme t; > max {t.,tx}. Platl

_ 1 _
L(t1) So S(t1)+L0_/ L(s)ds < So 1) + Lo
0

/L ds<
0

K
x t -
(§)80+S(t1)+L0_/ L(S)d ()S()—i—s —|—L0+1 / L
0 0

t1 (k%)
:K—/ L(s)yds < 0.
0

Coz je spor, protoze @ < 0= L(t;) <0, ale L(t) > 0 pro kazdé t € [0, 00),
specialné pro t = t4.
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So*S(t1)+L0
K

(*) Plati diky vztahu < [Sol+IS(t) |+ Lol

a nezapornosti vseho.

(**) Protoze t; > t. je S (t1) < Seo + 1.
(*¥**¥) Také t; > tg, takze g (t1) = fotl L(s)ds> K.

Dostavame existenci vlastni limity
t

¢= lim g (t) = lim L(S)dSI/OOOL(S)dSE[O,OO).

t—o0 t—o0 0
Integral tedy konverguje a Véta 4.4 je dokdzana.
X

Véta 4.5 Necht jsou funkce S, L, I, A, R a N reSenim z modelu SLIAR, vSechny
pocdtecni podminky nezdporné. Pak existuji limity tlim L(t) = L, tlim I(t)=1. a
tlim At) = Aw.

Diikaz: Stejnym postupem, jako v dikazu Véty 4.214.3, jesté s vyuzitim Dtisledku 4.3 b),
dostaneme existenci limity tlim L (t), nebot

t
L'=SB(I+0A)—kL |/,tﬁoo
0
LOOZSQ—SOO—/{/ L(S)dS+L0
0

Leva strana je konecna, protoze prava je konecna.
Obdobné vysetfime limity I, a As. Z rovnic (1.3) a (1.4) dostavame opét integraci
od 0 do t a naslednym limitnim pfechodem

IOO—IO—pm/OOOL(s)ds—a/OOOI(s)ds
AOO—AOZ(1—p)/{/OOOL(s)ds—n/OOOA(s)ds.

Limity existuji, protoze vSechny integraly i pocatecni podminky jsou vlastni.
X

Véta 4.6 Necht jsou funkce S, L ,I, A, R a N teSenim z modelu SLIAR, vSechny
pocatecni podminky nezdaporné. Pak Lo, = I = As = 0.

Diikaz: Jiz jsme zjistili, ze vSechny limity Soo, Loo, loo;, Aoe, Reos Noo Opravdu existuji
a jsou vlastni. Také vime, ze vSechny funkce jsou nezaporné, takze i jejich limity v neko-
necnu jsou nezaporné. Navic jesté vime, ze S, je dokonce kladna. Budeme postupovat
sporem, necht véta neplati. Proto je alespon jedna z limit nenulova. Piredpokladejme
nejprve, ze A, > 0 a zbylé dvé hodnoty libovolné nezaporné.

ProtoZe existuji vlastni limity A, a Ss, tak pro kazdé e > 0 existuje t2 > 0, Ze
pro kazdé t > t2 je |A(t) — Ay| < € a také existuje t7 > 0, Ze pro kazdé t > t2 je
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S (t) — So| < €. Volme € = &, = min {&=; 5=} > 0 at > max {2 ; tJ } libovolné.
Pro toto t plati:
S'(t)= =S ) BI(t)+0A(t) < — (S —Em) B0+ 0 (As — &n)] =
= — (Se — &m) B (Ase — &) < =02 < 0. (4.3)
Ke sporu nés pfivede napiiklad Lagrangeova véta o stfedni hodnoté, viz [K]. Ne-

bot dokazeme, Ze v tomto pfipadé S vlastni limitu nemé. Vyuzijeme také monotonii
funkce S. Pro kazdé t € R§ plati S (t) > S (t+1) > S (00), tedy

|S(t) —S(c0)|=5()—S(c0)>S(t)—SEt+1)=|S(t)—S(t+1)] (4.4)

Zvolme = — Plm{E W g ot existue takoré 11 2
volme ¢ = > = pé= > 0. K nému existuje takové t,, Ze pro
kazdé t >t} je |S (t) — Soo| < €. Zkouméme limitu v nekonecénu, proto ndm staci brat
to velkd. Abychom postupovali formalné spravné, oznac¢me t, = max {t(); tfm; tfm}.
Uvazme interval [tg + 1; to + 2]. S je spojitd a spojité diferencovatelnd na celém Ry,
takze podle Lagrangeovy véty existuje & € (to + 1; to + 2), Ze

S(to+2)—S(to+1)

ot 2t —1 =S (to+2)—S(te+1)=5(9. (4.5)

S vyuzitim vztahu (4.4) a (4.3) pfendsobeného —1 jiz dojdeme ke sporu

[S(to+1) = S(c0)| Z [S(to+1) =S (to+2)[=5(t+1) =5 (to+2) =
=95 (6) > Boe%, = 2¢ > ¢,

protoze jsme nasli £y + 1 >y, pro které neplati limitni nerovnost.
Kdybychom nyni predpokladali kladnou hodnotu /., pak bychom v diikaze postu-
povali stejné, jen u prvniho odhadu derivace by vyslo

S (1) < -8 [mm {%” %’OHQ (4.6)

Dale by byl postup analogicky.

Nyni jiz vime, ze I, = 0 = A,. Nechf tedy L., > 0. Protoze postup je opé&t
velmi podobny, budeme jednotlivé kroky zapisovat spise schematicky. Vyjdeme z rovnice
L'(t)y=S(@t)B(I(t)+dA(t))—~kL(t). Plati, ze tlircr}o L' (t) = —k L. Proto od jistého ¢,

je L' (t) < —“LT‘” < 0, coz je analogie vztahu (4.3). Tentokrat mame monotonii jen od
jistého ty, takze vztah podobny tomu (4.4) plati jen od t, déle, coz nas nijak neomezuje.

Ke sporu dojdeme stejn€, jen zvolime € = “LT“

X

Véta 4.6 ndm vlastné ika, Ze nemoc z populace nakonec vymizi pro kazdou nezapornou
pocatecni podminku, coz, jak vime ze zkuSenosti, zrovna u chiipky neni pravda. To je
dalsi diivod, pro¢ ma nas model Sanci jen na kratkych ¢asovych tsecich.
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4.2 Vlastni vypocet

V této sekci se pokusime vyjadrit konkrétni vztah pro celkovou velikost epidemie, pri-
slusny modelu SLIAR. Predpokladejme, jak bylo jiz naznaceno v ivodu, ze Ly = 0 = Aj.
V minulé ¢asti jsme zjistili, ze i Lo, = I = Aso = 0. Budeme hledat vztah mezi Sy a So.
Pro model SLIAR se tento vztah hled4 lépe v logaritmickém tvaru In .Sy a In S... V inte-
gralech uz budeme pro kratkost vypoustét argumenty funkci, vzdy se ale jedna o integral
z funkce proménné s, tedy [ f(s) ds

Véta 4.7 V modelu SLIAR je vztah pro celkovou velikost epidemie vyjadren vzorcem
In Sy — In Sy = 20 (1 _ g%;) Ro.

Diikaz: 7 predchoziho jiz vime, zZe
lnSOO—lnSo——/ B(I+d5A) =
0
= In So—lnSoo:ﬁ/ I—i—ﬁé/ A (4.7)
0 0

Jesté par pripravnych vypocti

L+ 1
IOO_-[O:_IO = PR / —Oé/ Iﬁ/ p'%f() 0 (48)

AOO—AO—O—(l—p)/-i/O L 77/ A:>/ “fOOOL (4.9)

LOO—L(]:O:/ 55(1+5A)—ﬁ-/ L (4.10)

0 0

soo—soz—/oosmu(m) (4.11)
0

Rovnice (4.10) a (4.11) daji dohromady
O:SO—SOO—K/ L:>/-c/ L=5)— S« (4.12)
0 0

Kone¢né dosadime rovnice (4.8), (4.9) a (4.12) do (4.7). Dostavame

+gst _p)n”fo b

:B —i—ﬁ(s(l_p)(:O_Soo):

=2 (s ){LM] ©

InSg—InS,, =0

pi [y L+ 1o
o

P (So — Se) + Lo
a

o n

o So 04 Ui

) ﬁfo+(1_5_>720
(0% S()
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(*) Zde vyuzivame, ze Sy > 0, coz je logicky pozadavek, aby bylo koho nakazit nemoci.

(**) V této rovnosti zas potfebujeme definici Ry pro nas model, které jsme si spocitali
v predchozi kapitole.

X
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Kapitola 5

Aplikace

Tato kapitola ma za cil ukézat mozné uziti modelu, jeho numerické vystupy a predstavit
jeho vyhody a slabiny ve srovnani s realnymi daty nemocnosti chiipky v Ceské republice.
Na rtznych grafech si miizeme ovéfit nase teoretické tivahy o chovani a vlastnostech
funkci a porovnat, jak dobre pfiblizuji realitu.

5.1 Vychozi nastaveni

Nejprve uvedme, Ze ziskand statistickd data nam fikaji celkovy pocet diagnostikovanych
a léka¥i nahlagenych pifpadi chiipkovych onemocnéni v Ceské republice za tyden. Proto
i my budeme volit tyden jako jednotku casu.

Abychom mohli dostat néjaka relevantni data, musime v modelu dosadit za vSechny
konstanty charakterizujici chovani nemoci a ty musime nékde ziskat. V knize [3], str. 325,
326 je uveden ptiklad, kdy byl model SLIAR vyuzit pro modelovani asijské chiipky v
roce 1957 a jsou zde uvedeny i vSechny potiebné konstanty. Dalsi moznost, kterou mame,
je vzit zakladni nastaveni softwaru Influsim (viz Odkaz [11]) a pouzit tyto konstanty.
Ty se ale od téch z roku 1957 pfilis nelisi.

Z vy$e uvedenych zdroju zjistujeme, Ze primérnd latentni doba se pohybuje okolo
2 dnti, asymptoticka trva asi 4 dny a primérna infekéni doba se pohybuje mezi 4 a 5 dny,
vSe v zavislosti na chovani a agresivité prislusného virového kmenu. I u nés v republice
pozorujeme v riznych letech epidemie riznych velikosti zpiisobené odlisnymi kmeny
chripky, proto i my budeme drobné prizpiisobovat volené konstanty.

Jiz jsme odvodili, ze konstanty x, o a 1 jsou prevracené hodnoty primérné doby
stravené v prislusné tridé. Uvédomme si, ze nase jednotka casu neni den, ale tyden
a tedy délku pobytu v jednotlivych tfidach musime vyjadrit v tydnech. Napiiklad je
K = %, protoze primérna latentni doba jsou % tydne. Vsechny konstanty x, a a 7 budou
vzdy u pfislusného grafu vycisleny.

Umrtnost (1 — f) miizeme alespon piiblizné zjistit napiiklad na internetovych stran-
kach [10]. Zde je uvedeno, ze 1% infikovanych je hospitalizovano a z tohoto 1% jich 8%
umira. Takze jako miru tmrtnosti mtizeme vzit (1 — f) = 0.0008 a f = 0.9992. Pomér
p se voli obvykle jako p = %

Musime jesté urcit konstantu . Ta se urcuje nejslozitéji. V knize [3], str. 325, 326
je odvozena ze znalosti miry infekcénosti epidemie.
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Sec

Definice 8 (i) Miru infikovanosti definujeme jako velicinu w' =1 — e

(i) Miru infekénosti definujeme jako veli¢inu w = p [1 - %]
Cislo w’, resp. w, nam Fika pomér lidi, ktefi byli v pritbéhu celé epidemie nakazeni
virem, resp. ktefi se stali infekénimi, k celkovému poctu jedinct v populaci. Tyto vztahy
nemaji takovy teoreticky vyznam pro matematiky, jako naptriklad R, ale zejména vztah
(ii) je dulezity pro epidemiology, protoze se da pfimo zméfit a nemusi se pocitat.
Kdyz zname pomér w, vsechny pocatecni podminky a ostatni konstanty mimo (3,
jsme schopni spocitat limitu S, jako S = Ny (1 — %) Diky ni zas ze vztahu pro
celkovou velikost epidemie, se zanedbanim I, jako malého poctu infekénich osob na

zacatku epidemie, ur¢ime alespon priblizné Ry = S (%) Odtud jiz z definice

Ro dostaneme vztah

Ro
I R—
B'Sy = P =Ty (5.1)
a "
Ze vztahu (5.1) jiz umime vy¢islit konstantu 5’ pouhym vydélenim zndmou poca-
tecni podminkou Sy.
V knize [3], ve zmifiovaném pifkladu na str. 325, 326 je uveden vypocet vyrazu

Sof’, ktery byl nasledné vyuzit v numerickém modelu. Vypocet sleduje postup vyse

s dosazenymi konstantami w = 0.326, p = %, 0=0.5, k= ﬁ aq = ﬁ =17 v populaci
o celkovém poctu 2000 osob, tedy Ny = 2000. Po dosazeni ziskavame rovnost
3'Sy = 0.402.

Predpoklad homogenni populace a deterministického chovani jedince nas vede k tomu,
ze je jedno, jak velkou populaci uvazujeme. Vyraz 35, proto zlstane stejny pro populaci
libovolné velikosti.

Pro béznou chiipku hodnoty jako mira infikovanosti nebo mira infek¢énosti z De-
finice 8 bohuzel nejsou k dispozici, proto se spokojime s udaji z knihy [3] a budeme
dale predpokladat, ze 3 se, jako konstanta charakterizujici pocet kontaktti mezi lidmi,
v pribéhu nékolika desetileti prilis nezménila. Mensi komplikaci mtize byt, Zze v tomto
prikladu je jako jednotka casu bran jeden den. Za tyden se ale stihne presné sedmkrat
vice kontaktd mezi lidmi, neZ za den, proto staci ziskanou (3’ vynasobit sedmi. Toto
heuristické odtivodnéni miizeme formalizovat pohledem na postup vypoctu. Konstanty
a a 1 se objevuji az ve vztahu (5.1). Vynasobime-li obé sedmi, coZz odpovidd zméné
jednotky na casové ose, mizeme toto Cislo vytknout a po tpravé slozeného zlomku
zjistujeme, Ze jsme sedmi vynésobili vlastné cely vyraz.

Ro Ro TRo

BSo = %ﬂL%:%(g-i—%) :g_{_(l—np)é
BSo = 76'So.
Nezbyva, nez vycislit
BSy = 2.814. (5.2)

Vztah (5.2) budeme déle vyuzivat pfi numerickych vypoctech k vy¢isleni konstanty
[ z pocatecniho nastaveni modelu.
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5.2 Numerické vysledky

Plni ocekévani a optimismu z predchozich teoretickych tspéchi se nyni pustme do sa-
motného modelovani. K numerickému feseni modelu SLIAR s konkrétnimi daty a jejich
vizualizaci v podobé grafl jsme pouzili software Wolfram Mathematica 7.0. Jakym zpt-
sobem Mathematica fesila tuto soustavu obycejnych diferencialnich rovnic ponechavame
na ni a v tomto smeéru ji budeme plné divérovat.

Zacneme v 1ét¢ 2002. Cesky statisticky ufad udava na svych strankach, viz. [9], Ze
v CR tou dobou Zilo asi 10 200 000 lidi, to bude nase Ny. V modelu se piedpoklada
maly pocet nakazenych. My vezmeme nejmensi pocet nemocnych od zacatku roku 2002,
ten je v 34. tydnu tohoto roku a dostavame I, = 49674. Ostatni tiidy kromé S se
predpokladaji prazdné a tedy Sy = Ny — Iy = 10150326, Ly = Ay = Ry = 0. Jeste
ostatni uzité konstanty x = %, a = é, n = %1, f=09992 a p = % a ze vztahu
(5.2) dopocitdme (3. Nyni jiz zndme vSe, co potiebujeme a nechdme Mathematicu,
aby nam dala vysledek. Nize uvedeny graf zobrazuje srovnani vymodelované kiivky
poctu infekénich lidi s nahlagenymi p¥ipady chiipky na tizemi Ceské republiky v rozmezi
34. tyden 2002 az 32. tyden 2003.

Chiipka 20022003
nemocerch

o000 F
—  Dodel
250000 F
200000 F
1s0000 |

1oooon F

soo00 [

L L L L L L L 1 L L L L 1 1 L L L 1 L tu":rdm
10 n a0 40 a0

Obr. 5.1, graf srovndvd redlnd data s modelovangmi v rozmezi 34/2002 az 32/2003.

Vidime, Ze optimismus byl pfedcasny. Na casové ose trvajici priblizné jeden rok
nas model zkrachoval. Hlavni divody jsou uvedeny v podkapitole 1.3. Velkou roli hraji
zejména sezoni vlivy. Ty miizeme trochu obejit, zamérime-li se jen na hlavni sezénu,
tedy zimu na zacatku roku 2003.

V Piilohach [a] az [0] si miZeme prohlédnout chovani ostatnich funkci a porovnat
je s nasimi teoretickymi predpoklady co se tyc¢e monotonie a limit v nekonec¢nu.

Jesté jako zajimavost bychom zminili chovani grafu redlnych piipad mezi 19. a 21.
tydnem modelovaného tiseku, kdy zaznamenavame zdanlivé ni¢im neodtivodnény dra-
maticky pokles onemocnéni. Podivame-li se do kalendare, témto dvéma tydnim odpo-
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vidaji vanoc¢ni svatky, kdy se, podle slov odbornikt ze statniho zdravotniho ustavu,
nestliné ani neordinuje.

Nyni jiz pristupme k modelovani vlastni chiipkové sezéony. Nastaveni modelu pone-
chame stejné, jen se posuneme v case do ¢tvrtého tydne roku 2003, kdy pocet nemoc-
nych zac¢ina rychle stoupat. Nastavime pocatecni hodnotu 1, = 159018 Nasledujici graf
srovnava data v rozmezi 4. az 19. tydne roku 2003.

Chitpka 2003

nemocch
250000
300000
250000
200000
150000 |

100000 f

so000 F

1 L L L L 1 L L L L 1 L t}‘:"‘dﬂ'l.

Obr. 5.2, graf srovndvd redlndg data s modelovanymi v rozmezi 4/2003 aZ 19/20085.

Jak muzeme vidét, nase vysledky na takto kratkém casovém tseku jsou az pre-
kvapivé dobré (pfekvapivé s ohledem na jednoduchost modelu). Modelovana kiivka
priblizné kopiruje realitu, vrchol epidemie vidime pfiblizné ve stejnou dobu a i naka-
zenych model predpovida jen o malo vice. Cely priibéh nasi modelované kiivky je ale
strméjsi. Jak vzestup, tak i pokles nemocnosti byl ve skutecnosti pozvolnéjsi a uplny
zaver epidemie se se skutecnosti rozchazi nadobro, protoze zatimco nas model spéje k
nule, chfipka v populaci dal vesele 1adi, i kdyz uz ne v takové mire.

Za povsimnuti také stoji jakési podivné chovani naseho modelu na zacatku casové
osy, kde chvili pocet infek¢énich lidi dokonce klesa. To je zptisobeno nerealistickym pred-
pokladem, Ze ostatni tfidy infikovanych lidi jsou prazdné a my musime néjakou dobu
¢ekat, nez se naplni. Tyto t¥idy vSak jsou v realném cCase jiz naplnény a Sifeni nemoci
nic nezpomaluje. Proto jsme také vSechna tvrzeni v Kapitolach 2 az 4 dokazovali pro
obecnéjsi pripad, nez pozadoval vlastni model, a to pro vSechny pocatecni podminky
nezdporné a ne jen pro dvé nezdporné (I a Sp) a ostatni nulové. Mizeme tedy tyto
tTidy alespon priblizné naplnit jiz na pocatku a zlepsit tak chovani modelu.

Protoze latentni ¢lovék se stane infekénim s pravdépodobnosti p = % a asymptoticky
s pravdépodobnosti polovi¢ni, je rozumné predpokladat, ze ve t¥idé A je polovina lidi
z téch, kteti jsou ve tfidé I. Horsi je to se skupinou latentnich lidi. Ti se v populaci jen
tézko identifikuji, protoze ani oni sami nevédi, Ze jsou nakazeni. Jejich pocet mizeme
odhadnout t¥eba z predeslych vysledkii, zejména ze srovnani v Piiloze [1], kde se na
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zacatku pocet latentnich lidi pohybuje pfiblizné v prostiedku mezi poc¢tem infekénich
a asymptotickych osob. Proto mtizeme alespon zhruba vzit pocet latentnich lidi L, jako
aritmeticky primeér Ly = @’;—!A@.

Pouceni predeslymi vysledky se podivejme do roku 2005. Jiz vime, Ze na del$im ca-
sovém useku nemame Sanci a proto se rovnou podivejme na hlavni chiipkovou sezénu.
Tento rok se republikou §ifil o néco mirnéjsi kmen, ale i tak mizeme rozeznat a od-
délit hlavni chfipkovou sezonu probihajici v obdobi mezi 4. a 21. tydnem tohoto roku.
I my ponékud upravime konstanty charakterizujici nemoc. Zmény se projevi pouze na
konstantach charakterizujicich nebezpecnost nemoci, tedy « a 7.

Bereme a = ;Z = 7. Upravime i pocatecni podminky. Celkova velikost populace se
podle Ceského statistického tfadu (viz [9]) ptili§ nezménila, proto nechdme
Ny = 10200000. Dale I, = 164934 a naplnime také ostatni infikované tridy - Ay = 82467
a Ly = 123700. Dopocitame, kolik lidi zbude ve tiidé S. Zjistujeme, Ze Sy, = 9828899.
Ze vztahu (5.2) dopocitdme konstantu 3 a dostavame nésledujici graf

Chitpka 2005

remocrrd
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250000

200000

150000

100000

soo00 [
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Obr. 5.3, graf srovndvd redlnd data s modelovanymi v rozmezi 4/2005 aZ 21/2005.

I nyni je aproximace uchazejici, modelovany pocet infekénich onemocnéni roste i
klesa podobné strmé a pocet pripadi je opét jen o malo vétsi, nez by odpovidalo realité.
Jen vrchol epidemie model predpovida o tyden diive a nakonec krivka musi k nule,
zatimco chiipka v populaci ztistava i po roce 2005.

Jesté zdliraznéme, ze Kapitola 5 mé pouze ilustrovat chovani modelu a srovnat vy-
sledky s redlnymi daty. Bohuzel v Ceské republice nejsou dostupné konstanty pouzitelné
v modelu SLIAR pro jednotlivé roky, proto jsme je v tomto textu spiSe odhadovali na
zakladé nékterych uvedenych fakti.
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Kapitola 6
Zaver

Mathematica potvrdila nase teoretické predpoklady o chovani funkci v modelu SLIAR
alespon pro nékteré specialni pripady. Srovnani s realnymi daty nas utvrdilo v pfesvéd-
¢eni, ze model SLTAR ma Sanci uspét, ale jen na kratkych ¢asovych tsecich. Pokud mu
dédme spravna data, dostaneme od né€j rdmcovou predstavu o pribéhu epidemie, jeji
béjsi aproximaci jiz ale model SLIAR selhava a jeho vysledky jsou bezcenné, protoze
se vyraznéji projevuji zanedbané vlivy.

Tato prace ma spise motivacni charakter, jak se da vyuzit matematika v disciplinach,
kde bychom ji prili§ nehledali. S védomim, Ze model SLIAR je opravdu jen zakladni
nastroj pro modelovani chiipkovych epidemii se mtizeme, ve spolupraci s odborniky ze
To, ze zakladni model nezkrachoval uplné, nam dava nadéji, ze kdyz nase znalosti
o chovani chiipkového onemocnéni, ale i o chovani lidi, vyuzijeme v dalsim vyvoji,

vvvvvv

stale vice priblizovat realné krivce.
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Seznam uzitych teoretickych vét

[A]

Picardova véta:

Necht Q C R"™ oteviend, f spojita funkce 2 — R™, f je lokalné Lipschitzovska
vzhledem k proménné x, [z, to] € Q. Pak existuje § > 0, ze uloha 2’ = f(x,t),
x (tg) = xp mé na intervalu (o — d,%y + 0) FeSeni. Toto FeSeni je urceno jedno-
znacné. Dokazano naptiklad v [7], str. 11 - 13.

Tvrzeni o lokalni Lipschitzovskosti:

Necht QO C R**! oteviend, f: Q — R” spojita, % spojité pro i = 1,...,n. Pak
f je lokalné Lipschitzovska vzhledem k proménné 7.

Dokézano naptiklad v [7], str. 11.

Lemma o klasickém feSeni:

Necht  C R™! oteviena, f: Q — R™ spojita, [xg,to] € Q, x: I — R" spojita,
kde I je interval, graf = je v Q. Pak z je FeSenim tulohy 2/ = f (x,t), x (to) = o
na intervalu I pravé tehdy, kdyz x (t) = zo + fti f(x(s),s)ds pro kazdé t € I.
Dokézano naptiklad v [7], str. 11.

Fubiniova véta v R?:

Necht M C R? je méfitelnd mnoZina a existuje / f (z,y) dzdy. Pak plati
M

/Mf(x,y) dxdy = /R( » f(x,y) dy) de = /R ( . f(z,y) dx) dy Kde pro

pevné z je M, ={y € R: (z,y) € M}, podobné pro pevné y a M,,.
Dokazano napt. v [4], str. 85

Lemma o existenci maximalniho feseni:

Necht Q@ C R"™! oteviena, f: Q2 — R" spojitd. Necht (x,I) je TeSeni rovnice
x' = f(x,t) naintervalu I. Potom (z, I) méa alespoi jedno maximalni prodlouzeni.
Dokézano naptiklad v [6], str. 74.

Tvrzeni o vlastnosti maximalniho feseni:

Necht ©Q C R™*! oteviend, f: Q — R™ spojitd, (z, ) je maximalni feSeni rovnice
' = f(x,t) v Q. Necht K C Q je kompakt a necht existuje to € I: (to, z (t9)) € K.
Pak existuje t; > to, ze (t1,z (1)) ¢ K a existuje to < to, ze (t2,z (t2)) ¢ K.
Dokézano napiiklad v [6], str. 77.
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Véta o monotonii a limité:
Necht funkce f je definovana na néjakém okoli nekonec¢na, necht je nerostouci,
resp. neklesajici. Pak existuje lim f (z) a plati:

r—00

lim f(z) =inf{f(z), 2 € D(f)}, resp. lim f(z) =sup{f(z), x € D(f)}.
Je-li f navic zdola, resp. shora omezen4, je tato limita vlastni. D ( f) znaé¢i defini¢ni
obor funkce f.

Dokéazano napt. v [8], str. 125.

Definice asymptotické stability:
Necht ¢ (, to, zo) je FeSeni rovnice ' = f (¢, x) s po¢atecni podminkou ¢ (ty) = o,
kde f je spojitd v Q C R [ = [r,00). ¢ je asymptoticky stabilni, jestlize

(1) Ve > 0, Vitg e 1 346 > 0: ‘f-@(to,to,l’g)’ < 0=
= |Q0(t,t07£> _w(t7t07x0)| < € pro Vi>0

(ii) Vto € I 3A > 0: [ — @ (to, to, 20)| < A = | (t,10,§) — ¢ (t,t0,70)] — 0
prot — oo

Definici mtizeme najit napiiklad v [7], str. 258.

Tvrzeni o linearizované asymptotické stabilité:

Uvazujme nelinedrni autonomni systém z’ = f (z), x € R™. Necht f je spojita
v jisté oblasti o € H C R" a je diferencovatelna v bodé x,. Maji-li vlastni ¢isla
Jakobiho matice f’(xo) vSechna zdporné realné c¢asti, je klidovy stav soustavy
vyse asymptoticky stabilni.

Dokazano naptiklad v [7], str. 261, 269 - 272.

Princip redukce na centralni varieté:
Necht nulové feSeni systému 2’ = Az + f (z,h(x)) je stabilni, pak je stabilni i
feSeni systému

¥ = Ax+ f (z,y)
Yy =By+g(z,y),

kde z € R", y € R™, vlastni hodnoty matice A maji nulovou realnou ¢ast, vlastni
hodnoty B maji zadpornou readlnou ¢ast a f a g jsou C? funkce, pro které plati
£(0,0) = V£ (0,0) = 0 = Vg (0,0) = 4 (0,0).

Dokazano naptiklad v [1], str. 19-25.

Lagrangeova véta o stfedni hodnoteé:

Necht f je spojité na intervalu [a, b, derivace f’ (z) existuje pro vSechna z € (a, b).
f o1l > _ f®O)-f(a)

Pak existuje £ € (a,b), Ze f'(§) = 55—,

Dokézano napt. v [8], str. 140, 141.
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Piilohy

[a] add kap. 5.2: Graf srovnani funkci L, I a A z modelu SLIAR s daty shodnymi s nastavenim pro
srovnani s realnymi daty v rozmezi 34. tyden 2002 az 32. tyden 2003, viz. také
obr 5.1:

Chiipka 02)03, infikované tiidy
podet asoh
350000 5

300000 ; Latermi
250000
200000 é
150000 ;

Lonoo [

0000 [

L L L L L 1 L L L L 1 'I::'r\dm
30 40 a0

(4] add kap. 5.2: Graf funkce S pii stejném nastaveni modelu, jako vyse:

Epideraie 0203, ndchyld
podet 1AL

1x 107 F
— Widgrhd

3100 b

6100 b

400 b

2= 108 b
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[v] add kap. 5.2: Graf funkce R pii stejném nastaveni modelu, jako vyse:

43 108

3100

2% 108

1 108

Epideraie 0203, zotaverd

——  Zotawend

(0] add kap. 5.2: Graf funkce N pfi stejném nastaveni modelu, jako vyse:

podet Lidi
10200 3 107

10199 3 107

10195 3 107

10197 < 107

10196 3 107

Epiderie 0203, cellkorrd populace

Celkora popnlace
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