Umluva. Pro jednoduchost vynechavame symbol * u standardnich ¢isel, redlnych funkei a relaci
v R. Tj. piseme 0, 1 misto *0, *1, sin misto *sin, atd.
V tomto smyslu je R = R C *R, a vSechny funkce a relace v R chapeme prirozené jako rozsirené

do *R.

Tvrzeni 1. Necht Z € *R je ohranicené. Pak existuje jediné zy € R takové, Ze T ~ x.
Diikaz. Jednoznacénost: necht zo, z; € R jsou takovd, Ze ¥ ~ xy a zdroven ¥ ~ ;. Pak oviem
také xo & x1, tj. |rg — 1| < € pro kazdé € € R, a tedy nutné zy = x;.
Existence: definujme mnozinu
M={yeR; y<z}

Dle predpokladu |Z] < ¢, neboli —¢ < & < ¢ pro néjaké ¢ € R,. Odtud M C R je neprazdn4,
shora omezena.
Tedy existuje zo = sup M € R. Dokézeme, ze & ~ zy. Bud tedy € € R, libovolné. Rozmysleme
si, ze |T — zo| < €, neboli

To—e<IT<x9+€

Leva nerovnost plati, protoze pokud & < xy — €, bylo by zy — ¢ horni odhad M, ostie mensi nez
xo. Naopak prava nerovnost plati, protoze £ > xy + € by znamenalo, ze xo + ¢ € M, avsak to je
ostte vetsi nez xg = sup M.

Definice. Pro kazdé & € *R ohrani¢ené definujme shZ (tzv. stin neboli standardni ¢ést z) jako
¢islo xy € R, zarucené predchozi vétou.

Dausledek. Existuji nekoneéné mald cisla (jiny dukaz). Podle principu rozepnuti existuje & €
*[0,1] \ [0,1]. Protoze (diky transferu) je 0 < Z < 1, je toto Z nutné ohrani¢ené. Oznacéme
xo = shZ. Snadno si rozmyslime, ze musi byt zy € [0, 1].

Nemuze vsak byt xy = Z, protoze ¥ € [0,1] jsme vyloucili hned na pocatku. Je tedy zo —
nekonecné malé, le¢ nenulové.

V dalsim predpokladejme, ze f: I — R, kde I C R, a xyp € I. Pfipomenme, ze dle imluvy vyse
je zaroven f :*I — *R.

Tvrzeni 2. Budiz dana funkce f : I — R, kde I C R, a bod xy € I. Potom je ekvivalentni:
(i) f je spojita (vzhledem k I) v bodé zy, tj.

(Ve eRy) (3B eRy)(Vz€l): |z —x0| <8 = |f(z) — flzo)| <¢ (1)
(i) (Vz €*I): z~zo = f(z)~ f(z0o)
Dikaz. (i) = (ii) Fixujme & € *I takové, ze T ~ xy. Chceme ukazat, ze f(Z) ~ f(xo), neboli
|f(Z) — f(zo)| <e  VeeR, (2)
Fixujme tedy € € R, pevné, libovolné. Dle (1) existuje 6 € R, takové, ze plati formule
(Vzel): |x—ao| <0 = |f(z) — flzo)| <e
Aplikaci transferu (a s ohledem na to, ze u ¢isel €, 9, xy a funkce f nepiseme hvézdicku) plyne
(Ve e*I): |z —zo| <6 = [f(z) — f(z0)] <&

Specidlné pro nase vychozi T & zy je premisa implikace splnéna, tedy platiizaver |f(Z)— f(zo)| < €.
Lec ¢ bylo libovolné, tedy mame (2).



(i) = (i) Zvolme € € R, pevné, libovolné. Fixujme dale 6 € *R, nekonecné malé. Ziejme tedy
|z — xo| < ¢ implikuje x &~ zy. S ohledem na (ii) plati tedy formule

(Vze™l): |z —ao| <6 = [f(z) — f(z0)] =0
a tedy téz
(Ve e*I): |zt —zo| <6 = [f(z) — f(z0)] <&

pro vyse fixované ¢ € R,. Formuli muzeme dale ptrepsat jako
(36 € *Ry)(Vz € 1)« |z — 29| <6 = |f(z) — flmo)] <e

Nyni pouzijeme zpétny transfer, tj. smazeme hvézdicky (jez by opét spravné meély byt i u zg, € a
f), a dostaneme

(FeRy)(Vzel): |z —xo| <0 = |f(z)— flzo)| <&

Protoze ¢ bylo libovolné, dokazali jsme (1), tj. (i) plati.
Tvrzeni 2’. Budiz dana funkce f: I — R, kde I C R, Potom je ekvivalentni:
(i) f je stejnomérné spojitd v I, tj.

(Ve eRy) (3 eRy)(Va,yel): |z—yl <6 = |f(z) - fly)| <e (3)

(i) (Vo,yel): z~y = f(z) = f(y)

Tvrzeni 3. Necht X je mnozina v U. Potom
1. 7P(X) jsou prave viechny standardni podmnoziny *X

2. *P(X) jsou praveé vsechny interndlni podmnoziny *X

Diikaz. Pro jednoduchost piseme X C Y misto korektniho zapisu tranzitivné vazanou formuli
(VeeX): z€Y

1. Necht B € “P(X). Tedy B = *A pro ngjaké A € P(X), specidlné B je standardni objekt.
Zbyvé ukazat, ze B C *X. Ovsem A € P(X), tedy plati A C X, a odtud transferem *A C *X.
Obrécené, predpokladejme, ze B C *X a navic B je standardni objekt, tj. B = *C pro néjaké
C € U. Tedy plati *C C *X a (zpétnym) transferem C' C X, neboli C' € P(X). Tudiz B =*C €
7P(X), coz jsme dokazovali.

2. Necht A € *P(X). Tedy A je interndln{ objekt. Chceme ukézat, ze A C *X. Nicméné zjevné
plati formule

(VA EP(X)) c AcCc X
a odtud transferem
(VA € *P(X)) c ACtX

Obracené, necht A C *X, a navic A je interndlni objekt, tedy A € *B pro néjaké B € U. Jisté
plati formule
(VAeB): ACX = AecP(X)



Odtud transferem
(VAe*B): AC*X = Aec*P(X)

Tedy A € *P(X) a dukaz je hotov.

Definice. Formule se nazve standardni (resp. internélni), jestlize vSechny jeji konstanty jsou
standardni (resp. interndlni).
Predikatem se rozumi formule tvaru ¢(x) s jedinou volnou proménnou z.

Tvrzeni 4. Mnozina A je standardni (resp. interndlni), pravé kdyz ji lze napsat jako
A={zeB: ¢(x)}
kde B je standardni (resp. internalni) mnozina a ¢(x) je standardni (resp. internalni) predikat.
NESTANDARDNI OSCILATORY

Jako prvni budeme uvazovat nasledujici problém

A > 0, nekone¢né velké.

Véta 2.% Uloha (P1) mé pravée jedno s-klasické fesenf na [0, T).
Diikaz. Plyne ihned transferem klasické Picardovy véty (nebot D(x)) je interndlni lipschitzovska
funkce. Rovnici je pouze nutné prepsat pomoci substituce z = 2’ + D(z) na systém

¥ =z— D(x)
Z/

Pro z < 0 se uloha redukuje na standardni oscilator 2" + s(z) = f(t). Pro z > 0 naopak mame
" + Az’ + s(z) = f(t), kde ¢len Az’ modeluje prostiedi s nekoneéné velkym odporem k pohybu.

Znaceni. Nisledujicim textu ¢ znaéi kladnou standardni konstantu (jejiz hodnota se muze fadek
od fadku, ¢i dokonce v témze fadku, ménit).

Lemma 1. Necht |2(0)], |f(¢)] < ¢, pro t € [0,T]. Pak feseni tlohy (P1) spliuje z(t) < 0 aZ na
nekonecné malou poruchu, tj. x(t) > 0 implikuje z(t) ~ 0 pro kazdé ¢ € [0, T7.

Lemma 2. Necht z(0) = 0, 2/(0) = vy, f(t) = f. Potom existuje ¢; > 0 nejmens{ cas takovy, ze

Lemma 4. [Perturba¢ni.] Uvazujme funkce ¥ (t) : U(to,d) — R, kde t5 a 6 > 0 jsou standardni.
Necht 1)(t) = ¥1(t) + 1(t) jsou internalni hladké funkce, piicemz plati

g 1/11(?50) = 07 wi(tO) # 0 na U(t07 5)



o Un(t) =0, Y,y(t) =~ 0 na Ulty,?)
Potom rovnice () = 0 mé& pravé jedno feseni £y € U(ty,d), pro néz navic plati £y ~ to.

Znaceni. 'V nésledujicim z(t), xo(t) jsou dvé feseni, T = x; — x5 je jejich rozdil, a podobné
Z=2z — 2z =1 —ah+ D(x1) — D(z2).

Lemma 3. [Stabilita « viéi z.] Pro libovolnd feSeni plati
t
P (t) < e(3(0) + / Z(s)ds)  te][0,T]
0

Véta 3. [Stabilita (P1).] Necht w(t), xo(t) splituji 21(0) ~ 22(0) a 2:(0) ~ 2(0). Potom
x1(t) = 22(t) pro t € [0, T7.

Zadruhé budeme uvazovat problém

" +o(x)=f(t) tel0,T]
z(0) =z (P2)

7'(0) = vy

kde
() = {o, z <0 -

Lz, x>0

L > 0, nekonecné velké. Ziejmé o(x) je interndlni lipschitzovskd funkce, kterd, jak uvidime,
modeluje odraz od nekoneéné tuhé prekazky na pozici x = 0. Budeme rozumné predpokladat, ze
xo < 0 a vy € R jsou standardni.

Definice. Energii feseni z(t) dlohy (P2) definujeme jako E(t) = £ (2')?(t) + S(x(t)), kde S(z) =

Jo o(€) dg, tj.
S(x):{2’2 z <0

ST, x>0

Néasobenim rovnice 2’ vznikne energetickd rovnost

L B(t) = o) (6)

dt
Lemma 5. Necht F(0), f(t) jsou ohranicené pro kazdé ¢t € [0,T]. Potom E(t) je ohrani¢ené pro
kazdé ¢ € [0,T]. Specialné z(t) < 0 pro kazdé t € [0,T].
Diikaz. 7 (6) a Youngovy nerovnosti

—E) < "< —
gElsdrl=s 5+
a odtud snadno integraci E(t) < (¢ + E(0))e, t € [0,T]. K dukazu druhé ¢asti staci uvazit, ze
pokud z > 0, je Lz?/2 < E(t) < ¢, a tedy z < /2¢/L =~ 0.

Lemma 6. [O odrazu od stény.] Necht z(ty) > 0, a necht E(ty) neni nekoneéné malé. Potom
existuji nekonecné blizkd ¢, < tg < to tak, ze x(t) > 0 na (t1,t2), x(t1) = z(ta) = 0, 2/(t1) =~

V2E(ty) ~ —a'(ts).

<c+E()



Poznamka. Co se bude dit, pokud z(ty) = 0?7 Situaci 2'(ty) % 0 fesi predchozi lemma. Pokud
x(ty) = 0 a 2/(tp) =~ 0, rozhoduje znaménko f(¢). Pro f(t) < 0 je snadno si rozmyslet, ze bude
x(t) <0.

Uvazme situaci (BUNO £, = 0), kde z(0) = 2/(0) = 0 a systému udélime jednotkovy impuls sily
f(t)=f,t€[0,t], kde t; = 1/f. Snadno se spocte, ze potom

x(t) = é (1 — coswt) (7)

E(t) = (5)2 sin? wt (8)

pro t € [0,%¢], kde w = v/L. Jakd bude vysledna energie E(t;)? Vidime, ze
e pokud f < w, specidlné pro f ohrani¢ené, je E(t;) ~ 0.
e oviem i pro f =w/km, k> 1 celé je E(t;) = 0.
e naproti tomu pro f > w je E(ty) =~ 1.

Jednotlivé ptipady odpovidaji situaci, kdy délka pulsu ¢ je mnohem vétsi resp. cely nasobek resp.
mnohem mensi nez ptirozend doba (pul)kmitu systému 7/w.

Vidime, ze kladna sila, je-li dost singularni, muze systém tderem proti zdi rozkmitat. Nasledujici
lemma ukazuje, ze naopak dosti regularni kladna sila systém rozpohybovat nemuze.

Lemma 7. Necht z(ty) ~ 0, E(tg) ~ 0, necht f(t) je standardn{ hladk4 funkce, splitujici

F(te) = co >0 ®)

pro vhodné n > 0 celé a ¢y standardni. Potom E(t) = 0 na [tg, to + 0] pro jisté § > 0 standardni.
Dikaz. BUNO ty = 0. Pro vhodné malé (standardni) 6 > 0 muzeme piedpokladat, ze

co < fM(t) < eo(1+b)
kde ¢y > 0 a b > 0, kde b je libovolné malé. Integraci téchto nerovnosti pak dostaneme odhady

n n-t
fU) 2o fU) e (1) < eoll+ b><nt_1>!

(10)

Zavedeme si pomocnou energii
Ep(t) = E(t) = f(H)z+n

kde n > 0 je nekoneéné malé kladné ¢islo zarucujici, ze —f(t)x +n > 0. Takové jisté existuje,
nebot pro x < 0 je —f(t)x > 0, zatimco pro x > 0 plyne z Lemmatu 5 a ohranicenosti f(t), Ze
| = f()z| < ¢/ VL.
Jest tedy Ef(t) >0 az (6) plyne

d

SB(0) = [ () (1)

Dle pfedpokladu mame E;(0) ~ 0 a nasim cilem bude ukédzat, ze E¢(t) ~ 0, odkud zfejmeé i
E(t) =~ 0, pro kazdé t € [0, d].



1. KROK. Nejprve ukdzeme odhad
Ey(t) < cle +£2+?) (12)

s vhodnym nekonecné malym e > 0. Nejprve z (6) dedukujeme

d

—E(l) <c"VE+e
E(t)+e<ct

VE®{) +e<\EQ) + e+ ct™!

E(t) < c(e +t*"1?)

dt

Tedy (12) plati pro E(t) a chceme-li tento odhad i pro Ef(t), staci odhadnout | — f(t)x| < ct™|x(t)],
kde dale z predchoziho

j2(t)] < |2(0)] + / 12/(s)] ds
<le0)|+c [ VEG)ds

< |z(0)] —1—0/ e+ 5" ds
0

< c(E + ")

pro vhodné nekonecné malé € > 0.
2. KROK. Nyni odhadujeme pravou stranu (11). Pro z > 0 je jisté —f'(t)x < 0; pro z < 0 mame

i 4@ n(l+0b)
~ra)r = T (= 1(0a) < (1
Tedy celkem
d 1456
@ g0y, < LY
a integraci mezi 7 a t dostaneme
By(t) < 20 g (13)

7—n+nb

3. KROK. Poslednim krokem je zvolit 7 > 0 nekonecné malé tak, aby

~ 0 (14)

Pak jsme hotovi, nebot z (13) plyne E;(t) &~ 0 pro t > 7, zatimco diky (12) je jisté E;(t) =~ 0 pro
te0,7].
Ovsem takové T jisté zvolit lze, nebot dle (12) je




Véta 4. [Stabilita (P2).] Necht 2 g 0, vy jsou standardni. Necht f(t) je standardni, hladkd
funkce, navic takova, ze pro kazdé t, € [0,T") bud plati (9), nebo existuje standardni § > 0 takové,
ze f(t) = 0 na [ty,to + 0].
Potom pro libovolna dveé feseni xq(t), xo(t) tlohy (P2), splaujici 21(0) =~ x2(0) =~ xy, 2}(0) ~
x4(0) & vy, plati z1(t) = x2(t) pro vsechna t € [0, 7.
Diikaz. Definujme

I={te[0,T]; &~ 0nal0,t}

kde jako vySe znaéime & = x1 — z5. Ukézeme, Ze I je neprézdnd, uzaviend a oteviend v [0, 7],
odkud jiz plyne I = [0,T] (tzv. plizivy argument). Dukaz strukturujeme do nékolika kroku kvuli
lepsi orientaci.

1. Uzavienost plyne snadno z lipschitzovskosti Z(t), kterd je dusledkem ohrani¢enosti energie
(Lemma 5).

2. Neprazdnost: ukézeme, ze [0,0] C I pro néjaké standardni 6 > 0. Z pocdtecnich podminek
totiz z1(t), z2(t) < 0 a tedy ”(¢t) = 0 na [0,0], a tedy Z(t) = a + bt, kde ovSsem a ~ b =~ 0, opét
dle predpokladu na poc¢atecni podminky:.

3. Zbyvé ukézat otevienost (vuci [0,7]). Fixujeme tedy ¢, € (0,7) NI a chceme ukézat, ze

(to — 6,19 + ) C I, pro vhodné standardni § > 0. Z bodu 2 a definice I plyne jiz oviem, ze
(to—6,t)) € I pro vhodné § > 0 (15)

Nyni rozlisime tii ptripady.

3a. Pokud z:(to) % 0, bude w(t), z2(t) < 0 na (to — d,tg + 0), tedy zde je " = 0 a odtud
Z(t) =a+b(t —ty). OvSem z (15) nutné a =~ b ~ 0, a tedy Z(t) =~ 0 i na [to, t + J].

3b. Je-li z1(tg) ~ 0, a pfitom Ej(ty) % 0, jsme v situaci striktntho odrazu (Lemma 6). Z (15)
snadno vidime, ze x(t) se odrazi stejnou rychlosti téz nékoneéné blizko ¢asu ty, a tedy opét
x1(t) =~ xo(t) 1 na [to, t + 0].

3c. Nechf konecné z(tg) & 0, a zaroven E(ty) ~ 0. Tedy nutné x,(tg) ~ 0 a téz Ey(ty) ~ 0 (pokud
by totiz Fs(ty) % 0, muselo by téz byt Fs(ty) % 0, ivahou v bodé 3b.)

Nyni zbyvé aplikovat Lemma 7, dle néhoz pak 1 (t) = x(t) ~ 0 na [ty, to + 0].



