
Série 1

Př́ıklad 1.1 Necht’ α < α̃ a u ∈ H α̃. Ukažte, že

‖u‖Hα ≤ λ
α−α̃
2

1 ‖u‖Hα̃

Obecněji

‖Qku‖Hα ≤ λ
α−α̃
2

k+1 ‖u‖Hα̃

Dedukujte odsud, že Pku → u silně v Hα, k → ∞. Ukažte konečně, že H α̃ →֒ Hα hustě a
kompaktně.

Př́ıklad 1.2 (a) Ukažte, že ‖e−tAu‖Hα ≤ e−λk+1t‖u‖Hα, pro u ∈ QkH
0. Ukažte dále, že

‖e−tAu‖Hα ≤ M(α)t−
α
2 ‖u‖H0, kde M(α) = (α/2e)α/2.

(b) Kombinaćı předchoźıch odhad̊u ukažte, že pokud ωn < λn+1, pak

‖e−tAu‖Hα ≤ M(α, n, ωn)t
−

α
2 e−ωnt‖u‖H0, u ∈ QnH

0

kde M(n, α, ωn) =
(

αλn+1

2(λn+1−ωn)

)
α
2

.

K definici prostor̊u Hα a operátoru A viz ,,úvodńı text“ na webu.
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Nápomoc:

1.2 (a) V př́ıpadě tzv. multiplikativńıch operátor̊u T :
∑

j cjuj 7→
∑

j µjcjuj je norma

Hα → Hα rovna supj µj. Normu u 7→ e−tAu z H0 do Hα lze ekvivalentně chápat

jako normu u 7→ Aα/2e−tA z H0 do H0, což je opět multiplikativńı operátor s µj =

λ
α/2
j e−tλj ; stač́ı tedy vyšetřit supremum funkce λ 7→ λα/2e−tλ pro λ ≥ 0.

(b) Pǐsme e−tA = e−t1Ae−t2A a použijme výše odvozené odhady norem e−t1A : Hα →
Hα a e−t2A : H0 → Hα. Volme rozklad t = t1 + t2 tak, že λn+1t1 = ωnt.
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