
Studujeme abstraktńı evolučńı rovnici

d

dt
u+Au = F (u), u(0) = u0 (1)

pro neznámou funkci u(t) : I → Hα, kde I = [0, τ ] je časový interval. Předpokládáme F (u) ∈
C2(Hα,H0), kde α ∈ [0, 2) je v celém textu pevné.
Prostory Hα úzce souviśı s vlastnostmi operátoru A a jeho spektrem a jsou popsány ve zvláštńım textu.

Definice. Funkce u(t) : [t0, t1] → Hα se nazve mı́rné (“mild”) řešeńı (1) v intervalu [t0, t1], jestliže je
spojitá a splňuje

u(t) = e−(t−t0)Au(t0) +

∫ t

t0

e−(t−s)AF (u(s)) ds, ∀t ∈ [t0, t1]

Poznámky. Heuristika: integračńı faktor e−(t−t0)A, formálně variace konstant. Definice má smysl –
integrál je konečný (jako Bochner̊uv v Hα.) Pro mı́rné řešeńı plat́ı princip nalepováńı.

Věta 1. [Banachova zobecněná.]. Necht’ X, Y jsou Banachovy prostory, U ⊂ X, V ⊂ Y omezené
uzavřené množiny, a necht’ T (x, y) : U × V → U je uniformńı kontrakce, tj.

‖T (x1, y)− T (x2, y)‖X ≤ θ‖x1 − x2‖X ∀x1, x2 ∈ U, y ∈ V

Potom pro každé y ∈ V existuje jediné g(y) ∈ U takové, že plat́ı g(y) = T (g(y), y) pro ∀y ∈ V .
Dále plat́ı: je-li T (x, y) spojité (resp. lipschitzovské, resp. Ck), má g(y) analogickou vlastnost.

Poznámka. V př́ıpadě C1 pro funkci g(y) plat́ı

Dg(y) = DxT (g(y), y)Dg(y) +DyT (g(y), y)

Symbolem D znač́ıme Fréchet̊uv diferenciál, př́ıpadný dolńı index ř́ıká, v̊uči které proměnné.

Věta 2. Necht’ u0 ∈ Hα je dáno. Pak existuj́ı ρ > 0 a τ > 0, závisej́ıćı pouze na ‖u0‖α tak, že pro každé
ũ ∈ B(u0, ρ) existuje jediné mı́rné řešeńı na [0, τ ], splňuj́ıćı u(0) = ũ.
Dále plat́ı: operátor řešeńı S (t, u0) je spojitý, dokonce C2 (v̊uči času jen pro t > 0). Př́ıslušné dife-
renciály jsou mı́rným řešeńım rovnic ve variaćıch.

Lemma 1. [Shlazovaćı vlastnost.] Pro pevné t > 0 je operátor řešeńı S (t, u0) lokálně lipschitzovský z
Hα do H α̃, pro libovolné α̃ ∈ (α, 2).

Lemma 2. Necht’ v(t) =
∫ t
0 e

−(t−s)Ah(s) ds, t ∈ I, kde h(t) ∈ C0,1(I;H). Potom v(t) ∈ C0,1(I;H) ∩

L1(I;D(A)) a d
dtv +Av = h(t) s.v. v I.

Jinými slovy: mı́rné řešeńı rovnice

d

dt
v +Av = h(t), v(0) = 0

pro takto regulárńı h(t) splňuje rovnici silně v H.

Důsledek. Mı́rné řešeńı rovnice (1) splňuje u(t) ∈ Cloc(I;D(A)) a pro t > 0 je rovnice splněna klasicky
v H.

Lemma 3. Necht’ β ∈ [0, 1]. Potom Aβu je př́ıpustná testovaćı funkce, funkce t 7→ ‖u(t)‖2β je slabě
diferencovatelná a plat́ı

1

2

d

dt
‖u‖2β = −(

d

dt
u,Aβu) = −‖u‖2β+1 + (F (u), Aβu) skoro všude v I
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Poznámka. Omezeńı β ≤ 1 vycháźı z toho, aby měl posledńı člen smysl v součinu F (u), Aβu ∈ H0.
Pokud by bylo F (u) ∈ Hγ , mohlo by se testovat Aβ+γu a dostali bychom u(t) ∈ L2(I;H2+γ/2), tj. lepš́ı
prostorovou regularitu než H2 = D(A).

Předpoklad disipativity. V daľśım budeme nav́ıc předpokládat, že α ∈ [0, 1] a že existuje ρ > 0
takové, že (F (u) −Au,Aαu) < 0 pro všechna u ∈ H2 taková, že ‖u‖α ≥ ρ.

Věta 3. [Zpětná jednoznačnost.] Jsou-li u(t), v(t) mı́rná řešeńı a plat́ı u(t1) = v(t1) pro nějaké t1 > 0,
je už u(t) = v(t) pro všechna t ∈ [0, t1].

Důsledky. Globálńı existence řešeńı, dokonce existence omezené pohlcuj́ıćı množiny.

Poznámky k aplikaci. V typických aplikaćıch je F (u) Niemyckého operátor u(x) 7→ f(u(x),∇u(x)),
kde f(z, w) : R1+d → R je polynomiálńı funkce, A je −∆ v nějaké omezené množině Ω ⊂ R

d a tedy Hα

je v zásadě Wα,2(Ω) + okrajové podmı́nky, speciálně H = H0 = L2.
Neńı těžké ověřit, že F (u) je lokálně lipschitzovský Hα → H0 = L2; ale pokud chci C1, neobejdu se bez
vnořeńı Hα →֒ L∞(Ω), tj. potřebuji α > d/2. Na druhou stranu disipativita pro α větš́ı než jedna je
obvykle beznadějná záležitost. Z toho plyne, že uvedená teorie je aplikovatelná jenom v dimenzi d = 1,
nebo pro silněǰśı disipaci A = (−∆)2 apod.

Definice. Dynamickým systémem rozumı́me dvojici (S(t),X), kde X je Banach̊uv prostor a S(t) : X →
X jsou (obecně nelineárńı) operátory splňuj́ıćı

(i) S(0) = I

(ii) S(t)S(s) = S(t+ s), t, s ≥ 0

(iii) zobrazeńı (t, u) 7→ S(t)u je spojité [0,∞)×X → X.

Poznámky. Dynamický systém = c0-semigrupa, avšak obecně nelineárńı. Evolučńı rovnice + globálńı
existence řešeńı + spojitá závislost na počátečńı podmı́nce vX: operátory řešeńı tvoř́ı dynamický systém
v X.
V daľśım (S (t),Hα) bude dynamický systém operátor̊u řešeńı (1).

Definice. Množina A ⊂ X se nazve globálńı atraktor dynamického systému (S(t),X), jestliže

1. A je kompaktńı v X

2. A je invariantńı, tj. S(t)A = A pro každé t ≥ 0

3. A uniformně přitahuje všechna řešeńı pro t → ∞, tj.

distX(S(t)u0, A) → 0, t → ∞

stejnoměrně v̊uči u0 ∈ B, kde B ⊂ X libovolná omezená množina.

Poznámky. Globálńı atraktor, pokud existuje, je určen jednoznačně: je to nejmenš́ı uzavřená množina
s přitahuj́ıćı vlastnost́ı (iii); zároveň je to největš́ı kompaktńı invariantńı množina.

Věta 4. Dynamický systém (S (t),Hα) určený rovnićı (1) má globálńı atraktor A.

Definice. Necht’ X je Banach̊uv prostor, necht’ A ⊂ X je relativně kompaktńı množina. Potom definu-
jeme pokrývaćı č́ıslo NX(A, ε) jako nejmenš́ı počet ε-kouĺı v X, pokrývaj́ıćıch A.
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Dále definujeme poč́ıtaćı dimenzi (box-counting dimension) množiny A v prostoru X jako

b-dimX(A) = lim sup
ε→0+

lnNX(A, ε)

− ln ε

Poznámky. Definice nezáviśı na variantách pokrývaćıho č́ısla (lze brát koule v jiné ekvivalentńı normě,
mı́sto kouĺı libovolné množiny diametru ≤ ε, v R

d krychle o hraně ε – odtud název ,,box-counting“.)
Pro omezenou G ⊂ R

d je b-dimRd(G) ≤ d. Naopak, má-li G neprázdný vnitřek, je b-dimRd(G) ≥ d.
Lipschitzovské zobrazeńı nezvětš́ı poč́ıtaćı dimenzi, a tedy bi-lipschitzovská zobrazeńı (speciálně difeo-
morfismy) poč́ıtaćı dimenzi neměńı.
Daľśı rozumnou vlastnost́ı, kterou požadujeme od pojmu dimenze, jsou vnořovaćı věty. Pro poč́ıtaćı
dimenzi plat́ı následuj́ıćı:

Věta 5. [Mañého věta.] Necht’ A ⊂ X je kompaktńı množina a b-dimX(A) < m/2. Potom existuje
spojité lineárńı zobrazeńı L : X → R

2m+1 takové, že L|A je prosté.

Věta 6. Globálńı atraktor A rovnice (1) má konečnou poč́ıtaćı dimenzi v Hα.

Lemma 4. Necht’ X, Y jsou Banachovy prostory, kde Y →֒→֒ X, A ⊂ X omezená množina a L
zobrazeńı takové, že L(A) = A a L je na A lipschitzovské X → Y .
Potom A má konečnou poč́ıtaćı dimenzi v X (a též v Y ).

Poznámky. Kombinaćı Vět 5 a 6 plyne, že globálńı atraktor lze parametrizovat z Rn pro dosti velké
n. Označ́ıme-li p(t) = Lu(t) a L = (L|A)−1, pak p(t) splňuje systém ODR

d

dt
p(t) = LG(L(p(t)) (2)

kde G(u) = F (u) − Au je pravá strana rovnice (1). Pot́ıž je v tom, že L je obecně jen Hölderovské,
nikoliv lipschitzovské, a tedy pravá strana rovnice (2) nemá dostatečnou regularitu, aby řešeńı p(t)
určila jednoznačně.
To motivuje následuj́ıćı definici.

Definice. Necht’ K ⊂ Hα je kompaktńı, invariantńı v̊uči S (t). Řekneme, že rovnice (1) má na K
konečně-dimenzionálńı dynamiku, jestliže existuje n ∈ N, lipschitzovská h : Rn → R

n a bi-lipschitzovská
g : K → R

n takové, že g(S (t)u0) = ϕ(t)g(u0), pro t ≥ 0, kde ϕ(t) : Rn → R
n je řešićı funkce rovnice

x′ = h(x), x(0) = x0 (3)

Poznámky. Z teorie ODR v́ıme, že ϕ(t) je dobře definováno, a plat́ı LipRn ϕ(t) ≤ exp(|t|LipRn h) dle
Gronwalla. Viz též následuj́ıćı lemma.

Lemma 5. Necht’ N je invariantńı množina, necht’ G(u) = F (u)−Au je na N lipschitzovská Hθ → Hθ,
kde θ < 2 je libovolné. Potom S (t) je na N prosté, a po rozš́ı̌reńı i na t ≤ 0 zde splňuje LipHα S (t) ≤
Ke|t|ω pro ∀t ∈ R, s vhodnými K, ω > 0.

Lemma 6. Necht’ K ⊂ Hα je kompaktńı. Potom G ◦ S (t) je lipschitzovské Hα → Hα, pro libovolné
t > 0 pevné.

Definice. Necht’ X je Banach̊uv prostor. Projekćı na X rozumı́me P ∈ L(X), splňuj́ıćı P 2 = P .
Symbolem Π(X,n) znač́ıme množinu všech projekćı na X ranku n. Snadno se ověř́ı, že P ∈ Π(X,n)
jsou právě všechny funkcionály tvaru

Pu =

n∑
i=1

fi(u)ui
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kde u1, . . .un ∈ X jsou LN a f1, . . . fn ∈ X ′ jsou adjungované, tj. fi(uj) = δij pro i, j = 1, . . . , n.
Také si lze rozmyslet, že Π(X,n) je uzavřená podmožina L(X) (v operátorové normě), a tedy úplný
metrický prostor.

Lemma 7. Necht’ θ > ν jsou libovolná, k ≥ 1. Potom množina Π(Hθ, n)∩Π(Hν , n) je hustá v Π(Hθ, n)
v̊uči normě L(Hθ). Podrobněji: pro každé ε > 0 a P ∈ Π(Hθ, n) existuje P̃ ∈ Π(Hθ, n) ∩ Π(Hν , n)
takové, že ‖P − P̃‖

L(Hθ)
< ε.

Věta 7. Necht’ K ⊂ Hα je kompaktńı, invariantńı množina. Potom je ekvivalentńı:

1. rovnice (1) má na K konečně-dimenzionálńı dynamiku

2. G(u) = F (u)−Au je na K lipschitzovské Hα → Hα

3. S (t) je na K prosté, a po rozš́ı̌reńı na t ≤ 0 zde splňuje LipHα S (t) ≤ Ke|t|ω pro ∀t ∈ R, s
vhodnými K, ω > 0.

4. existuje n ∈ N a c > 0 tak, že ‖u− v‖Hα ≤ c‖Pn(u− v)‖Hα pro ∀u, v ∈ K

5. existuje n ∈ N, c > 0 a P ∈ Π(Hα, n) takové, že ‖u− v‖Hα ≤ c‖P (u− v)‖Hα pro ∀u, v ∈ K

6. normy Hα, Hα−2 určuj́ı na K ekvivalentńı metriky

Poznámky. Postup d̊ukazu je 2 → 3 → 4 → 5 → 6 → 2 a 1 → 3, 5 → 1. Technicky nejtěžš́ı je krok
3 → 4.
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