Studujeme abstraktni evoluéni rovnici

d

T + Au = F(u), u(0) = ug (1)
pro neznamou funkci w(t) : I — H®, kde I = [0,7] je casovy interval. Piedpokldadame F'(u) €
C?(H*, H"), kde a € [0,2) je v celém textu pevné.

Prostory H* 1izce souvisi s vlastnostmi operdtoru A a jeho spektrem a jsou popsany ve zvlastnim textu.
Definice. Funkce u(t) : [to,t1] — H® se nazve mirné (“mild”) feseni (1) v intervalu [to,t1], jestlize je
spojité a spliiuje

t
u(t) = e~ E10) Ay (¢0) —|—/ e~ =IA P (u(s)) ds, Vit € [to, t]

to

Poznamky. Heuristika: integracni faktor e~ (t=%)4  formalné variace konstant. Definice m4 smysl —
integral je koneény (jako Bochneruv v H®.) Pro mirné feSeni plati princip nalepovani.

Véta 1. [Banachova zobecnéné.]. Nechtf X, Y jsou Banachovy prostory, U C X, V C Y omezené
uzavrené mnoziny, a necht T'(x,y) : U x V' — U je uniformni kontrakce, tj.

IT(x1,y) = T(22,9)llx < Olley —a2llx  Var, :2€U, yeV
Potom pro kazdé y € V existuje jediné g(y) € U takové, ze plati g(y) = T'(9(y),y) pro Vy € V.
Déle plati: je-li T'(x,y) spojité (resp. lipschitzovské, resp. C*), mé g(y) analogickou vlastnost.
Poznamka. V piipadé C! pro funkci g(y) plati

Dg(y) = D:T(9(y),y)Dg(y) + DyT(9(y),y)

Symbolem D znac¢ime Fréchetuv diferencial, pripadny dolni index fikd, vuci které proménné.

Véta 2. Necht ug € H® je ddno. Pak existuji p > 0 a 7 > 0, zdvisejic{ pouze na ||ug||, tak, ze pro kazdé
@ € B(ug, p) existuje jediné mirné reseni na [0, 7|, splaujici u(0) = 4.

Daéle plati: operdtor feseni .7(t,ug) je spojity, dokonce C? (viici ¢asu jen pro t > 0). Pifslusné dife-
rencialy jsou mirnym feSenim rovnic ve variacich.

Lemma 1. [Shlazovaci vlastnost.] Pro pevné ¢ > 0 je operétor reseni .7 (¢, up) lokdlné lipschitzovsky z
H® do H?, pro libovolné a € (o, 2).

Lemma 2. Necht v(t) = [ e ("*)4n(s)ds, t € I, kde h(t) € C%L(I; H). Potom v(t) € C¥(I; H) N
LYI;D(A) a Lv+ Av = h(t) s.v. v I.

Jinymi slovy: mirné feSeni rovnice

d
—_— A = =
i + Av = h(t), v(0) =0

pro takto reguldrni h(t) spliuje rovnici silné v H.
Disledek. Mirné feseni rovnice (1) spliuje u(t) € Cioe(l;D(A)) a pro t > 0 je rovnice splnéna klasicky
v H.

Lemma 3. Nechf 8 € [0,1]. Potom APu je pifpustnd testovaci funkce, funkce t Hu(t)”% je slabé
diferencovatelna a plati
1d d

EEHUH% = —(Eu, APu) = —Hu||%+1 + (F(u), APu) skoro vsude v I



Poznamka. Omezeni 3 < 1 vychdzi z toho, aby mél posledni élen smysl v soucinu F(u), APu € HC.
Pokud by bylo F(u) € HY, mohlo by se testovat A°T7u a dostali bychom u(t) € L*(I; H**7/?), tj. lepsi
prostorovou regularitu nez H? = D(A).

Piedpoklad disipativity. V dalsim budeme navic predpoklddat, ze o € [0,1] a Ze existuje p > 0
takové, ze (F(u) — Au, A%u) < 0 pro véechna u € H? takova, ze |ul, > p.

Véta 3. [Zpétnd jednoznacnost.] Jsou-li u(t), v(t) mirnd feSeni a plati u(t;) = v(t1) pro né&jaké ¢t; > 0,
je uz u(t) = v(t) pro vechna t € [0, 1].

Disledky. Globélni existence feSeni, dokonce existence omezené pohlcujici mnoziny.

Poznamky k aplikaci. V typickych aplikacich je F'(u) Niemyckého operédtor u(z) — f(u(x), Vu(z)),
kde f(z,w) : R — R je polynomialni funkce, A je —A v néjaké omezené mnoziné Q C R a tedy H®
je v zasadé W*2(Q) + okrajové podminky, specidlné H = H? = L2.

Nenf tézké ovéiit, ze F(u) je lokalné lipschitzovsky H* — H® = L2; ale pokud chci C!, neobejdu se bez
vnoreni H® — L>(Q), tj. potFebuji @ > d/2. Na druhou stranu disipativita pro « vétsi nez jedna je
obvykle beznadéjna zalezitost. Z toho plyne, ze uvedend teorie je aplikovatelnd jenom v dimenzi d = 1,
nebo pro silnéjsi disipaci A = (—A)? apod.

Definice. Dynamickym systémem rozumime dvojici (S(t), X ), kde X je Banachuv prostor a S(t) : X —
X jsou (obecné nelinearni) operatory spliaujici

(i) 5(0) =1
(ii) S(t)S(s)=S(t+s),t,s>0
(iii) zobrazeni (t,u) — S(t)u je spojité [0,00) x X — X.
Poznamky. Dynamicky systém = cp-semigrupa, avSak obecné nelinedrni. Evolu¢ni rovnice + globalni
existence feSeni + spojita zavislost na pocatecni podmince v X: operatory feseni tvoii dynamicky systém

v X.
V dalsim ((t), H*) bude dynamicky systém operatoru feseni (1).

Definice. Mnozina A C X se nazve globdini atraktor dynamického systému (S(t), X), jestlize
1. A je kompaktni v X
2. A je invariantni, tj. S(t)A = A pro kazdé t > 0
3. A uniformné pritahuje vSechna feSeni pro t — oo, tj.
distx (S(t)ug, A) — 0, t— o0

stejnomérné vici ug € B, kde B C X libovolna omezend mnozina.

Poznamky. Globalni atraktor, pokud existuje, je urcen jednoznacné: je to nejmensi uzaviend mnozina
s pritahujici vlastnosti (iii); zaroven je to nejvétsi kompaktni invariantni mnozina.

Véta 4. Dynamicky systém (. (t), H*) urceny rovnici (1) ma globélni atraktor A.

Definice. Nechf X je Banachiv prostor, necht A C X je relativné kompaktni mnozina. Potom definu-
jeme pokryvaci ¢islo Nx (A, ) jako nejmensi pocet e-kouli v X, pokryvajicich A.



Déle definujeme pocitaci dimenzi (box-counting dimension) mnoziny A v prostoru X jako

In Nx (A
b-dimx (A) = lim sup InNx(4,¢)
e—0+ —Ine

Poznamky. Definice nezdvisi na variantach pokryvaciho ¢isla (lze brat koule v jiné ekvivalentni normé,
misto kouli libovolné mnoziny diametru < e, v R? krychle o hrané € — odtud nazev ,,box-counting*.)
Pro omezenou G' C R? je b-dimga(G) < d. Naopak, ma-li G neprazdny vnitiek, je b-dimga(G) > d.
Lipschitzovské zobrazeni nezvétsi pocitaci dimenzi, a tedy bi-lipschitzovska zobrazeni (specidlné difeo-
morfismy) poc¢itaci dimenzi neméni.

Dalsi rozumnou vlastnosti, kterou pozadujeme od pojmu dimenze, jsou vnofovaci véty. Pro pocitaci
dimenzi plati nasledujici:

Véta 5. [Maného véta.] Necht A C X je kompaktn{ mnozina a b-dimx(A) < m/2. Potom existuje
spojité linedrni zobrazeni L : X — R*™*! takové, ze L|4 je prosté.

Véta 6. Globalni atraktor A rovnice (1) mé kone¢nou pocitaci dimenzi v H*.

Lemma 4. Nechf X, Y jsou Banachovy prostory, kde Y << X, A C X omezend mnoZina a L

zobrazeni takové, ze L(A) = A a L je na A lipschitzovské X — Y.
Potom A m4 kone¢nou pocitaci dimenzi v X (a téz v Y).

Poznamky. Kombinaci Vét 5 a 6 plyne, ze globalni atraktor 1ze parametrizovat z R"™ pro dosti velké
n. Oznacéime-li p(t) = Lu(t) a £ = (L|.A)_1, pak p(t) spliuje systém ODR

(1) = LG(L((1) 2)

kde G(u) = F(u) — Au je prava strana rovnice (1). Potiz je v tom, ze L je obecné jen Holderovské,
nikoliv lipschitzovské, a tedy prava strana rovnice (2) nemd dostateénou regularitu, aby feSeni p(t)
urcila jednoznacné.

To motivuje nésledujici definici.

Definice. Nechf K C H® je kompaktni, invariantn{ vici .(t). Rekneme, Ze rovnice (1) mé na K
kone¢né-dimenzionalni dynamiku, jestlize existuje n € N, lipschitzovska h : R™ — R" a bi-lipschitzovska
g : K — R” takové, ze g(.7(t)up) = ¢(t)g(uo), pro t > 0, kde ¢(t) : R™ — R je Fesici funkce rovnice

r' = h(z), z(0) = xg (3)

Poznamky. Z teorie ODR vime, ze ¢(t) je dobfe definovano, a plati Lipg. ¢(t) < exp(|t| Lipg» h) dle
Gronwalla. Viz téz nésledujici lemma.

Lemma 5. Necht A je invariantni mnozina, nechf G(u) = F(u) — Au je na N lipschitzovsks H? — HY
kde 6 < 2 je libovolné. Potom . (t) je na N prosté, a po rozsifeni i na ¢ < 0 zde spliiuje Lipga L (t) <
Kelt® pro Vt € R, s vhodnymi K, w > 0.

Lemma 6. Necht K C H® je kompaktni. Potom G o .%(t) je lipschitzovské H* — H®, pro libovolné
t > 0 pevné.

Definice. Nechf X je Banachiiv prostor. Projekcf na X rozumime P € L(X), spliujici P? = P.
Symbolem II(X,n) znaé¢ime mnozinu vsech projekci na X ranku n. Snadno se ovéii, ze P € II(X,n)
jsou praveé vsechny funkciondly tvaru

Pu= i fi(u)u;
i=1

3



kde u1, ... up € X jsou LN a fi, ... f, € X’ jsou adjungované, tj. f;(u;) = d;; proi, j=1,...,n.
Také si lze rozmyslet, ze II(X,n) je uzaviend podmozina £(X) (v operatorové normé), a tedy uplny
metricky prostor.

Lemma 7. Necht 6 > v jsou libovolna, k > 1. Potom mnozina II(H?, n) NII(HY,n) je hustd v I(HY,n)
vici normé L£(H?). Podrobngji: pro kazdé ¢ > 0 a P € II(H?,n) existuje P € II(H? n) NTI(H",n)
takové, ze || P — PHZZ(HQ) <e.

Véta 7. Necht K C H® je kompaktni, invariantni mnoZina. Potom je ekvivalentni:
1. rovnice (1) mé na K koneéné-dimenzionalni dynamiku
2. G(u) = F(u) — Au je na K lipschitzovské H* — H®

3. .Z(t) je na K prosté, a po rozsifeni na ¢t < 0 zde spliiuje Lipga .7 (t) < Kell pro ¥t € R, s
vhodnymi K, w > 0.
4. existuje n € N a c > 0 tak, ze ||u — v|| o < ¢||Py(u — v)|| o pro Vu, v e K

5. existuje n € N, ¢ > 0 a P € II(H*, n) takové, ze |[u — v| o < ¢||P(u — v)|| o pro Vu, v € K

6. normy H®, H*~?2 uréuji na K ekvivalentni metriky

Poznamky. Postup dukazu je 2 -3 -4 —-5—6 —-2al — 3,5 — 1. Technicky nejtézsi je krok
3 —4.



