
Prostory Hα
a jejich aplikace v PDR.

0. Nechť H je prostor formálńıch řad u =
∑

j cjuj, kde cj ∈ R a uj jsou abstraktńı bázové prvky. Na
H lze vždy pohĺıžet jednoduše jako na posloupnosti {cj} ⊂ R; což se nevylučuje s t́ım, že upřesněńı
významu uj povede k r̊uzných druh̊um konvergence.

1. Operátor. Definujeme operátor A : H → H podmı́nkou Auj = λjuj , tj. A(
∑

j cjuj) =
∑

j λjcjuj .
Tedy λj jsou vlastńı č́ısla a uj př́ıslušné vlastńı funkce. Kĺıčovým parametrem celé teorie je chováńı λj .
Budeme obecně předpokládat

0 < λ1 ≤ λ2 ≤ · · · ≤ λj → ∞, j → ∞ (1)

Lze definovat obecnou mocninu Aβ , β ∈ R, předpisem Aβ(
∑

j cjuj) =
∑

j λ
β
j cjuj. Zřejmě AαAβ =

Aα+β , A0 = I a A−1 je inverzńı operátor k A, to vše na prostoru H zat́ım bez topologie.

2. Prostory Hα. Nyńı definujeme podprostory Hα ⊂ H, pro obecné α ∈ R, pomoćı normy

‖u‖2Hα =
∑

j

λα
j c

2
j (2)

Snadno si rozmysĺıme, že jde o úplné, dokonce Hilbertovy prostory se skalárńım součinem

(u, ũ)Hα =
∑

j

λα
j cj c̃j , u =

∑

j

cjuj, ũ =
∑

j

c̃juj. (3)

Také lze ukázat (viz d.ú. 6), že pro α̃ > α je H α̃ kompaktně a hustě vnořen do Hα. Plat́ı odhad

‖u‖Hα ≤ λ
α−α̃
2

1 ‖u‖Hα̃ (4)

Všimněme si ještě, že uj tvoř́ı úplnou OG bázi Hα a ‖uj‖Hα = λ
α
2

j . Dále se snadno ukáže, že H−α =
(Hα)′, s kanonickou dualitou

〈u, ũ〉 =
∑

j

cj c̃j (5)

kde u ∈ Hα, ũ ∈ H−α maj́ı tvar jako v (3). Podrobněji řečeno: pro ũ ∈ H−α pevné definuje výraz (5)
spojitý lineárńı funkcionál na Hα, jehož norma je rovna ‖ũ‖H−α . Obráceně, každý prvek duálu (Hα)′

lze takto reprezentovat.

3. Projekce. Máme přirozený rozklad I = Pn + Qn, kde Pn, Qn jsou projekce na podprostory
generované {u1, . . . , un} respektive {un+1, . . . }. Snadno se spočte, že pro α̃ > α plat́ı

‖Qnu‖Hα = ‖u− Pnu‖Hα ≤ λ
α−α̃
2

n+1 ‖u‖Hα̃ (6)

a tedy Pn → u, Qnu → 0, n → ∞ silně v Hα (viz d.ú. 6).
Poznamenejme, že operátory Pn, Qn, A

β a e−tA (definovaný ńıže) vesměs komutuj́ı.

4. Spojitost. Hα tvoř́ı přirozenou škálu prostor̊u, na nichž p̊usob́ı operátor A a jeho mocniny: A

je spojitý z Hα do Hα−2, dokonce se jedná o vzájemně jednoznačné izometrické zobrazeńı. Obecněji
Aβ : Hα → Hα−2β izometricky. To vše plyne snadno z definic. Speciálně A : H2 → H0 a A−1 : H0 → H2

jsou vzájemně inverzńı izometrie. Bývá zvykem označovat pro β > 0 definičńı obor Aβ

D(Aβ) = {u ∈ H0; Aβu ∈ H0} (7)
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a z řečeného je jasné, že D(Aβ) = H2β, speciálně D(A) = H2.
Protože H α̃ →֒ Hα pro α̃ ≥ α, je Aβ spojitý (dokonce kompaktńı) Hα → Hα, pokud β < 0. Naopak
pro β > 0 jde o neomezené operátory, které jsou však uzavřené: pokud un ∈ D(A) a un → u, Aun → v

silně v H0, pak již u ∈ D(A) a Au = v. Z uzavřenosti lze mj. odvodit, že

d

dt
Au = A

(

d

dt
u

)

(8)

∫ T

0
Au = A

(
∫ T

0
u

)

(9)

přesněji řečeno: má-li levá strana smysl, má ho i pravá a rovnaj́ı se. Derivace chápame jako slabé (nebo
bodové), integrály Bochnerovy.

5. Součiny. V aplikaćıch na diferenciálńı rovnice se pracuje s ekvivalentńımi vyjádřeńımi norem: např.

(u,A2βu)H0 = (Aβu,Aβu)H0 = ‖u‖2H2β (10)

což je jasné formálně a jistě to plat́ı, nálež́ı-li uvedené součinitele do H0. Při práci s d
dtu se pak už́ıvaj́ı

vzorečky

(
d

dt
u,A2βu)H0 = (

d

dt
Aβu,Aβu)H0 =

1

2

d

dt
‖u‖2H2β (11)

kde opět derivace chápeme slabě a zúčastněné funkce nálež́ı do L2(I;H0).

5. Konkrétńı realizace. Prostor H0 je zřejmě totéž co l2, je-li obecněji uj úplná ON báze Hilbertova
prostoru H, pak H0 = H a

∑

j cjuj konverguje v H. Nejčastěǰśı aplikace je H = L2(Ω) a uj jsou
vlastńı funkce Dirichletova laplaciánu, tj. úlohy −∆u = λu v Ω s okrajovou podmı́nkou u = 0 na ∂Ω.
Lze postupně ukázat (je to ale docela pracné, a je potřeba zejména, aby hranice Ω byla dost hladká),
že taková posloupnost vlastńıch funkćı existuje, tvoř́ı úplnou (po vhodném normováńı také ON) bázi
L2(Ω) a př́ıslušná vlastńı č́ısla splňuj́ı (1). Je známo, že λj ∼ j2/n, pokud Ω ⊂ R

n.

Zavedeme-li v této situaci prostory Hα jako výše, lze dále dokázat, že H1 = W
1,2
0 (Ω), přičemž ‖u‖2H1 =

∫

Ω |∇u|2 a vnořeńı H1 ⊂ H0 je Poincarého nerovnost s př́ıslušnou konstantou λ
−1/2
1 . Podobně lze

ukázat, že H2 = D(A) = W
1,2
0 (Ω) ∩W 2,2(Ω). Dále plat́ı H−1 = W−1,2(Ω).

6. Aplikace. Jde o přirozené prostory funkćı pro popis řešeńı abstraktńıch evolučńıch rovnic, v nichž
A je hlavńı operátor. Jde nám obecně o rovnici

d

dt
u+Au+ F (u) = 0, u(0) = u0 (12)

pro neznámou funkci u(t) : [0, T ] → Hα. Tu můžeme chápat jako funkci t 7→
∑

j cj(t)uj , a (12) jako

,,ODR“ v R
∞. Člen F (·) je obecně nelinearita s vhodnými předpoklady, např́ıklad

F (·) ∈ C2(Hα,H0)

B ⊂ Hαomezená =⇒ F (B) ⊂ H0omezená
(13)

Uváž́ıme-li, že A funguje z H2 do H0, tj. ,,ztráćı“ dvojku ve škále uvedených prostor̊u, ř́ıká podmı́nka
α < 2 v (13), že F (·) je operátor nižš́ıho řádu než A. Podmı́nka (13) vypadá exoticky, nicméně pro
konkrétńı situaci v bodě 5 výše je s ohledem na Sobolevovská vnořeńı Hα ⊂ Lp(Ω) přirozeně splněna
pro operátory Niemyckého typu

F : u(x) 7→ f(u(x)) (14)
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kde f : R → R je funkce vhodného polynomiálńıho r̊ustu a α > 0 dost velké.

7. Exponenciála. Pod́ıvejme se na př́ıslušnou lineárńı rovnici

d

dt
u+Au = 0, u(0) = u0 (15)

Pokud u0 =
∑

j cjuj , pak očekáváme, že

u(t) =
∑

j

e−λjtcjuj (16)

je řešeńı pro t ≥ 0. Bývá zvykem označovat pravou stranu (16) jako e−tAu0. Snadno se nahlédne, že
zobrazeńı (t, u0) 7→ e−tAu0 je spojité z [0,∞)×Hα do Hα. Normu operátoru e−tA na Hα lze odhadnout
č́ıslem e−λ1t.
Velice d̊uležitá je tzv. shlazovaćı vlastnost: lze dokázat, že pro t > 0 jde e−tA z H0 již do libovolného
Hα a plat́ı odhad

‖e−tAũ‖Hα ≤ Mt−
α
2 ‖ũ‖H0 , t > 0 (17)

s vhodným M > 0, jež lze spoč́ıtat a jež obecně záviśı na α, viz (d.ú. 6). Odsud speciálně plyne, že pro
t > 0 je e−tAu0 již prvkem H2, v (16) lze derivovat člen po členu a rovnice (15) je splněna pro každé
t > 0. Pokud u0 ∈ H2, je rovnice splněna i v bodě t = 0 (derivováno zprava).

7. Pojem řešeńı. Zabývejme se konečně obecnou nelineárńı (přesněji semilineárńı) rovnićı (12).
Funkce u(t) : [0, T ] → Hα se nazve klasické řešeńı, pokud všechny členy rovnice jsou spojité z [0, T ] do
Hα, derivaci chápeme bodově, rovnice je splněna ve všech časech.

Funkce u(t) se nazve silné řešeńı, pokud všechny členy rovnice jsou integrovatelné funkce v [0, T ] s
hodnotami v Hα, rovnice je splněna skoro všude, derivace se chápe slabě. Ekvivalentně, integrovatelnost
všech člen̊u + integrálńı identita

u(t) +

∫ t

0
Au(s) + F (u(s)) ds = u0, t ∈ [0, T ] (18)

Poznamenejme, že Au ∈ L1(0, T ;Hα) nastává právě když u ∈ L1(0, T ;Hα+2).

Kĺıčovým pojmem teorie je tzv. mild řešeńı (,,mı́rné řešeńı“). Funkce u(t) : [0, T ] → Hα se nazve mild
řešeńı, pokud je splněna identita

u(t) = e−tAu0 +

∫ t

0
e(s−t)AF (u(s)) ds, t ∈ [0, T ] (19)

Neńı těžké ukázat, že (19) je formálně ekvivalentńı (12) (integračńı faktor etA). Obecně plat́ı, že klasické
řešeńı je silné a silné je mild řešeńı, kterýžto pojem řešeńı je tedy nejslabš́ı ze všech.
Teorie pro (12) se buduje tak, že se ukáže existence a jednoznačnost mild řešeńı pomoćı věty o pevném
bodě v prostoru C([0, T0];H

α) pro nějaké malé T0 > 0. Kĺıčové jsou odhady integrálńıho členu, v nichž
se použ́ıvá (17) a (13). Toto řešeńı má maximálńı prodloužeńı, a vhodné předpoklady na F (·) umožńı
pak odvodit, že má i vyšš́ı regularitu (a je tedy silným či dokonce klasickým řešeńım), záviśı spojitě
(diferencovatelně) na počátečńı podmı́nce, atd. Celá teorie je formálně velice podobná základńı teorii
pro ODR.
Je však d̊uležité, že řešeńı lze obecně konstruovat jen ,,dopředu“, což souviśı s t́ım, že operátor A je
,,neomezený na správnou stranu“ (odborně řečeno je disipativńı); a to opět s t́ım, že v exponenciále
muśı před A vždy být nekladný faktor, srovnej (16) a (19).
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