
Zaj́ımavé př́ıklady z teorie her
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1. Úvod

Z matematického hlediska je ,,hra“ strategická či potenciálně konfliktńı situace, kde zisk či
ztráta každého jednotlivého aktéra (,,hráče“) záviśı nejen na jeho vlastńım chováńı (,,strate-
gii“), nýbrž i na volbě strategie ostatńıch hráč̊u, které nemůže ovlivnit.
Poznamenejme, že ,,hra“ či ,,strategie“ je nadále terminus technicus, tj. pojem, jehož význam
je implicitně určen ńıže uvedenou definićı, a který tedy nemá mı́t obvyklý emociálně zabarvený
význam (hra jako něco lehkovážného, zábavného).
Studium teorie her z nás nedělá lepš́ı hráče, tj. nenauč́ı nás v́ıtězit v určité konkrétńı hře
(nejvýše nás může poučit, jak neprohrát). Užitek plynoućı z teorie her je na vyšš́ı úrovni:
umožńı nám konfliktńı situace analyzovat a rozumět jim. Předv́ıdá, jak se změńı chováńı hráč̊u
v d̊usledku určité změny pravidel. Teorie her je tedy užitečná pro toho, kdy nějakou ,,hru“
vytvář́ı, tj. např́ıklad organizuje, stanovuje pravidla pro nějakou činnost s účelem přimět jej́ı
účastńıky (,,hráče“) k určitému chováńı.

2. Základńı pojmy a př́ıklady

Definice. Obecná hra (se dvěma hráči) je zadána množinami strategíı S1 respektive S2

pro prvńıho respektive druhého hráče, a dále výplatńımi funkcemi ϕ1 = ϕ1(S1, S2) a ϕ2 =
ϕ2(S1, S2), které udávaj́ı zisk prvńıho a druhého hráče, na základě jimi zvolených strategíı
S1 ∈ S1 a S2 ∈ S2.
Pokud je S1 = S2 a ϕ1 = ϕ2, hovoř́ıme o symetrické hře.

Jak se taková matematická hra hraje? Můžeme si představit, že každý z hráč̊u zvoĺı svou stra-
tegii, přičemž nev́ı, jakou strategii zvoĺı soupeř. Výplatńı funkce potom ř́ıkaj́ı, jak který hráč
ve hře dopadl. Na př́ıkladech uvid́ıme, že mnohé reálné situace odpov́ıdaj́ı právě takovémuto
matematickému pojet́ı hry.

Př́ıklad. Známá hra ,,kámen-n̊užky-paṕır“ je př́ıkladem symetrické hry se dvěma hráči.
Máme zde množinu ťŕı strategíı S = {K,N,P} a výplatńı funkci, kterou nejlépe poṕı̌seme v
následuj́ıćı tabulce (tzv. ,,výplatńı matice“):

K N P

K 0 1 -1

N -1 0 1

P 1 -1 0

Matice zobrazuje zisky prvńıho hráče, řádky respektive sloupce odpov́ıdaj́ı strategii prvńıho
respektive druhého hráče.
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Př́ıklad. Revizor vs. cestuj́ıćı – nesymetrická hra se dvěma hráči. Hráč 1 (,,cestuj́ıćı“) si bud’

kouṕı ĺıstek, nebo jede načerno, tj. S1 = {L, Č}. Hráč 2 (,,revizor“) cestuj́ıćıho bud’ kontroluje,
nebo nekontroluje, tj. S2 = {K,N}. Předpokládejme, že cena ĺıstku je 30, pokuta za j́ızdu
načerno 1000. Kontrola cestuj́ıćıho jsou pevné náklady pro revizora v hodnotě 10 a dopadeńı
černého pasažéra bonus 100. Výplatńı funkce zaṕı̌seme opět do matice. Řádky odpov́ıdaj́ı
strategíım cestuj́ıćıho, sloupce strategíım revizora. Obě výplatńı funkce zaṕı̌seme do jedné
matice tak, že nad lomı́tkem respektive pod lomı́tkem ṕı̌seme zisky cestuj́ıćıho respektive
zisky revizora, tj. prvky matice maj́ı tvar ϕ1/ϕ2

:

K N

L −30/−10
−30/0

Č −1000/90
0/0

Kĺıčovým pojmem pro nás bude Nashovo ekvilibrium, zkracujeme N.e.

Definice. Nashovým ekvilibriem rozumı́me takovou volbu strategíı jednotlivými hráči, že
žádný z nich si nemůže zvýšit sv̊uj zisk pouze změnou vlastńı strategie, tj. za předpokladu,
že soupeř svou strategii neměńı.
Matematicky zapsáno je N.e. dvojice (S1, S2), kde S1 ∈ S1, S2 ∈ S2, a jsou splněny podmı́nky

ϕ1(X,S2) ≤ ϕ1(S1, S2) pro každé X ∈ S1

ϕ2(S1, Y ) ≤ ϕ2(S1, S2) pro každé Y ∈ S2

Proč se jedná o dobrý pojem ekvilibria (stacionárńıho bodu)? Představme si, že hra prob́ıhá
opakovaně. Pokud strategie zvolené jednotlivými hráči netvoř́ı N.e., alespoň jeden z hráč̊u
vid́ı, že by na tom byl lépe, kdyby zahrál něco jiného. Bude mı́t tedy tendenci v daľśım kole
svou strategii měnit.
Naopak v situaci N.e. si žádný z hráč̊u sám polepšit nemůže; protože strategie ostatńıch hráč̊u
nemůže měnit ani předv́ıdat, hra bude nejsṕı̌se stejná i v daľśım kole.
V následuj́ıćım se pod́ıváme na výpočet N.e. pro výše uvedené hry a též pro některé daľśı
př́ıklady. Upřesńıme pojem opakováńı hry. Ukážeme si, že N.e. dobře odpov́ıdá našemu intu-
itivńımu náhledu na hru a jej́ı výsledek.

Př́ıklad. Žádná kombinace strategíı ve hře ,,kámen-n̊užky-paṕır“ netvoř́ı N.e., nebot’ vždy
existuje alespoň jeden hráč, který si může polepšit volbou jiné strategie. Např́ıklad v situaci
(N,P ) má druhý hráč zisk −1; pokud by býval zahrál K, źıskal by 1. V situaci (K,K) si
kterýkoliv hráč polepš́ı, zahraje-li raději P . Atd.
Pokud připust́ıme také pravděpodobnostńı (,,smı́̌sené“) stragie, tj. možnost, že s určitou
pravděpodobnost́ı zahraji K, N nebo P , pak lze ukázat, že jediným N.e. je rovnoměrná
strategie (1/3,

1/3,
1/3).

Př́ıklad. Ani ve hře ,,cestuj́ıćı vs. revizor“ neexistuje N.e. V situaci (L,K) revizor zjǐst’uje, že
zbytečně vydal 10, bylo by lépe volit strategii N . Ovšem situace (L,N) zase neńı optimálńı
pro cestuj́ıćıho, který mohl ušeťrit 30. Atd.
Hru lze opět zobecnit tak, že uvažujeme smı́̌sené strategie, kdy s pravděpodobnost́ı α si
kouṕıme ĺıstek a s pravděpodobnost́ı 1 − α jedeme načerno. Podobně revizor kontroluje s
pravděpodobnost́ı β, zat́ımco v 1 − β př́ıpadech nikoliv. V takovém př́ıpadě lze spoč́ıtat, že
existuje jediné N.e. Plat́ı následuj́ıćı obecné tvrzeńı (jehož d̊ukaz uvád́ıme na konci textu).
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Tvrzeńı 1. Je dána hra cestuj́ıćı-revizor, kde L je cena ĺıstku, P je pokuta, N jsou náklady na
kontrolu cestuj́ıćıho a B je bonus za chyceńı černého pasažéra. Potom ve smı́̌sených strategíıch
existuje jediné N.e. α = 1 − N/B , β = L/P .

Poznamenejme dvě věci: ve výše uvedeném př́ıpadě jsme volili L = 30, P = 1000, N = 10
a B = 100, čemuž odpov́ıdá N.e. (α, β) = (9/10,

3/100). To znamená, že v rovnovážném stavu
jede načerno desetina cestuj́ıćıch, a že cestuj́ıćı je kontrolován ve ťrech př́ıpadech na sto j́ızd.
To lze považovat (s ohledem na jednoduchost našeho modelu) za dobrou shodu se skutečným
stavem řekněme v pražské MHD.
Na druhou stranu si všimněme, že z teorie vyplývá i závěr, který se zdá odporovat intuici:
zvýšeńı pokuty P nezvýš́ı počet poctivých cestuj́ıćıch, pouze sńıž́ı frekvenci kontrol. Chceme-li
věťśı α, je ťreba usnadnit práci revizora (bud’ zvýšeńım B, nebo sńıžeńım náklad̊u na kontrolu
N).

3. Vězňovo dilema

,,Vězňovo dilema“ je př́ıkladem hry modeluj́ıćı dilema mezi altruistickým chováńım (které
je žádoućı, ale mohu na ně doplatit) a jednáńım sobeckým (kterému chceme zamezit, ale
bohužel se vypláćı). Originálńı př́ıklad vězňova dilematu vycháźı ze specifické situace v ame-
rickém právńım systému, kde tzv. ,,přiznáńı“ (,,plea deal“ – jedná se zde o terminus technicus
par excellence) může znamenat mnohem nižš́ı trest či dokonce propuštěńı pachatele na úkor
spoluvińık̊u, kteř́ı nevypov́ıdaj́ı (jsou v rámci této hry ,,altruističt́ı“).
Existuje mnoho jiných situaćı, které lze chápat jako ,,vězňovo dilema“; my si představ́ıme
následuj́ıćı př́ıklad. Hráči obývaj́ı každý jeden byt společného domu. Dům je velmi dobře
izolován zvenč́ı, ale zed’ mezi oběma byty je silně teplovodná; tedy pokud budu topit, chtě
nechtě vytáṕım i souseda. V noci je zima a hráč voĺı jednu z množiny strategíı S = {A,Z},
kde A znač́ı, že zapnu své topeńı (,,altruistická“ strategie) a Z znač́ı, že netoṕım (,,zrádná“
či ,,zimomřivá“ strategie). Výplatńı funkce je odvozena jednak od tepelného komfortu u mě
v bytě, jednak od účtu za topeńı. Předpokládejme, že teplo či zima odpov́ıdá zisku 4 nebo 0,
a že náklady na topeńı jsou 2, pokud soused toṕı též, ale 5, pokud vytáṕım sám celý d̊um. Je
zřejmě 5 > 2 · 2, ovšem to lze vysvětlit přirozeně tak, že vytápěńı jenom z jednoho př́ıstroje
je méně efektivńı a tud́ıž v́ıce než dvakrát nákladněǰśı.
Jedná se o symetrickou hru a snadno dopočteme, že výplatńı matice vypadá následovně:

A Z

A 2 -1

Z 4 0

Matici opět chápeme tak, že zobrazuje zisky prvńıho hráče, tj. hodnotu ϕ1, přičemž řádky
respektive sloupce odpov́ıdaj́ı strategíım prvńıho respektive druhého hráče.
Jak vypadá analýza hry? Snadno si rozmysĺıme, že (Z,Z) je Nashovo ekvilibrium, a je to
bohužel jediné N.e. této hry – v každé jiné kombinaci strategíı (A,A), (A,Z) a (Z,A) je totiž
pro každého z hráč̊u výhodněǰśı přej́ıt od A k Z. To je závěr, který se nám neĺıb́ı: teorie
předv́ıdá, že v domě bude zima.
Všimněme si ještě jedné věci: v každém z př́ıpad̊u (A,A), (A,Z) a (Z,A) je v domě teplo,
avšak prvńı z nich je nejlepš́ı v tom smyslu, že celkový zisk je nejvyšš́ı: 2 + 2 = 4. Pokud toṕı
jen jeden hráč, je celkový zisk jen 4− 1 = 3. To lze chápat jako čistě ekonomický d̊uvod, proč
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je altruismus výhodný: altruistická společenstv́ı jsou na tom lépe jako celek, ekvivalentně,
maj́ı vyšš́ı pr̊uměrné zisky jednotlivc̊u.
Kĺıčová otázka tedy zńı, jak doćılit přesunu ze (Z,Z) do bohužel nestabilńıho stavu (A,A)?
V reálné situaci si lze představit r̊uzné možnosti (úředńık dohĺıžej́ıćı, že řádně toṕıme; změna
výplatńıch funkćı, beroućı v potaz sd́ıleńı tepla, . . . ). My si však ukážeme, že altruistické
chováńı lze doćılit mnohem snazš́ı modifikaćı hry: prostým jej́ım opakováńım.

Budeme předpokládat, že existuje č́ıslo p mezi 0 a 1 takové, které určuje pravděpodobnost
daľśıho kola hry, tj. hraju jedno kolo a s pravděpodobnost́ı 1 − p poté skonč́ım, zat́ımco
s pravděpodobnost́ı p se situace opakuje: hraji jedno kolo, poté s pravděpodobnost́ı 1 − p
skonč́ım, s pravděpodobnost́ı p se vše opakuje . . . . Jaká bude celková (pr̊uměrná) délka hry
L? Z uvedeného zřejmě plyne

L = 1 + p(1 + p(1 + . . . ) . . . ) = 1 + p + p2 + p3 + · · · =
1

1 − p
(1)

d́ıky známému vzorečku pro součet geometrické řady. To znamená mnohem komplexněǰśı
množinu možných strategíı: stále sice nev́ım, jak bude hrát soupeř v př́ı̌st́ım kole, znám však
a beru v úvahu jeho minulé strategie. Významné př́ıklady strategíı pro opakované vězňovo
dilema:

• ∗A skalńı altruista: voĺı A v každém kole bez ohledu na chováńı soupeře

• ∗Z zatvrzelý zrádce: voĺı Z v každém kole bez ohledu na chováńı soupeře

• N ned̊uvěřivá strategie: hraji A, ovšem pouze tak dlouho, dokud soupeř poprvé neza-
hraje Z – pak již hraji stále jen Z

• O odpouštěj́ıćı (nebo oplácej́ıćı) strategie: hraji A v prvńım kole, a pak hraji vždy to,
co soupeř v předchoźım kole

Jak bude vypadat výplatńı funkce, tj. jaké budou zisky těchto strategíı v pr̊uběhu hry? Zkusme
vyjádřit ϕ(∗A, ∗A). Oba hráči voĺı stále A, tedy zisk (prvńıho hráče) v každém kole je 2. Ovšem
daľśı kola následuj́ı pouze s pravděpodobnost́ı p; očekávaný pr̊uměrný zisk bude tedy

ϕ(∗A, ∗A) = 2 + p(2 + p(2 + . . . ) . . . ) = 2 + 2p2 + 2p3 + · · · =
2

1 − p
(2)

Jak budou vypadat Nashova ekvilibria pro opakované vězňovo dilema? Ukažme si nejprve
následuj́ıćı snadné tvrzeńı.

Tvrzeńı. Volba (∗Z, ∗Z) je N.e.
D̊ukaz. Poťrebujeme ukázat, že žádný hráč si nemůže polepšit změnou vlastńı strategie. Vzhle-
dem k symetrii hry to stač́ı ukázat pro prvńıho hráče. Tedy budeme dokazovat, že

ϕ(X, ∗Z) ≤ ϕ(∗Z, ∗Z),

kde X je zcela libovolná strategie. Na prvé straně nerovnosti je zřejmě nula, nebot’ oba hráči
hraj́ı stále Z a tedy źıskaj́ı v každém kole (pokud se ovšem bude hrát), čistou nulu. Na druhou
stranu, at’ je X založena na jakémkoliv principu, prvńı hráč bude hrát v jednotlivém kole bud’

A a źıská −1, nebo Z a źıská 0, nebot’ soupeř při ∗Z hraje stále Z. Je tedy ϕ(X, ∗Z) ≤ 0 a
d̊ukaz je hotov. �
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Tı́m to však nekonč́ı, nebot’ Nashových ekvilibríı může být v této hře v́ıce než jedno! Jmenovitě
plat́ı následuj́ıćı tvrzeńı.

Tvrzeńı 2. Je-li p ≥ 1/2, tvoř́ı ned̊uvěřivé strategie (N,N) též Nashovo ekvilibrium. Je-li
dokonce p ≥ 2/3, tvoř́ı také odpouštěj́ıćı strategie (O,O) Nashovo ekvilibrium.

Důkazy těchto tvrzeńı uvád́ıme na konci textu; neńı však obt́ıžné pochopit je intuitivně. Hraji-
li např́ıklad N a soupeř také N , trvá v každém kole spolupráce a každý źıskává 2. Pokud se
řekněme prvńı hráč ř́ıd́ı alternativńı strategíı X a v nějakém kole zahraje Z, źıská 4, což je sice
v́ıce než 2, ale na druhou stranu přijde o všechny následuj́ıćı zisky: soupeř už bude hrát vždy
jen Z, č́ımž mu nedovoĺı zisk věťśı než 0 po zbytek hry. Je-li p dosti velké, je pravděpodobná
hodnota těchto ztrát věťśı než jednorázová výhoda 4 proti 2.

4. Důkaz Tvrzeńı 1

Uvažujeme hru ,,cestuj́ıćı – revizor“ s obecnými hodnotami L (cena ĺıstku), P (pokuta za
j́ızdu načerno), N (náklady revizora na kontrolue cestuj́ıćıho) a B (bonus za chyceńı černého
pasažéra). Smı́̌sené strategie jsou popsány dvojićı č́ısel (α, β) lež́ıćıch mezi 0 a 1, kde α je
pravděpodobnost, že si kouṕım ĺıstek, a β je pravděpodobnost, že mě revizor bude kontrolovat.
Smı́̌sené strategie si lze možná názorněji představit tak, že máme veliké množstv́ı cestuj́ıćıch,
z nichž pod́ıl α vždy má ĺıstek, zat́ımco pod́ıl 1−α jede vždy bez ĺıstku. Naproti tomu revizoři
kontroluj́ı pod́ıl β cestuj́ıćıch, zat́ımco pod́ıl 1 − β nekotroluj́ı (at’ již proto, že je nepotkaj́ı,
nebo je nechaj́ı proj́ıt).
Jak vypadaj́ı zisky strategíı v této obecněǰśı situaci? Pokud si kouṕım ĺıstek, můj zisk je
−L, bez ohledu na to, jsem-li kontrolován. Jedu-li načerno, pak v β př́ıpadech plat́ım P , v
ostatńıch neplat́ım nic, tedy můj zisk je β · (−P ) + (1 − β) · 0 = −βP . Kĺıčová úvaha: N.e.
požaduje, že cestuj́ıćı si nemůže polepšit změnou své strategie, což bude nastávat právě tehdy,
pokud cesta s ĺıstkem a cesta bez ĺıstku je v pr̊uměru stejně nákladná, neboli −L = −βP .
Odtud dostáváme prvńı podmı́nku β = L/P .

Z hlediska revizora je úvaha analogická: pokud kontroluje, vydá vždy náklad N , k tomu v α
př́ıpadech má před sebou poctivého cestuj́ıćıho a neźıská nic, zat́ımco v 1−α př́ıpadech je tu
černý pasažér a revizor źıskává B. Tedy kontrola v pr̊uměru vynáš́ı −N + α · 0 + (1− α)B =
(1 − α)B − N . Alternativńı strategie (revizor nekontroluje) dává vždy nulový zisk. Tyto
strategie se vyrovnaj́ı, právě když (1−α)B−N = 0, což dává druhou podmı́nku β = 1−N/B .
Důkaz je hotov.

5. Důkaz Tvrzeńı 2

Rozmysleme si nejprve, jak vypadá vzoreček pro ϕ(X,Y ) v př́ıpadě nějakých obecných stra-
tegíı X a Y . Můžeme předpokládat, že tyto strategie určuj́ı chováńı hráč̊u v každém kole (bez
ohledu na to, zda se skutečně bude hrát nebo ne). Necht’ a1, a2, . . . je zisk prvńıho hráče v
prvńım, druhém atd. kole. Potom zřejmě, s ohledem na roli č́ısla p, máme

ϕ(X,Y ) = a1 + p(a2 + p(a3 + . . . ) . . . ) = a1 + pa2 + p2a3 + . . . (3)

Na tento vzoreček lze hledět takto: prvńı kolo se hraje jistě, druhé kolo s pravděpodobnost́ı
p, ťret́ı kolo s pravděpodobnost́ı p2 a tak dále. Při výpočtu celkového zisku tedy muśıme

5



očekávané zisky v jednotlivých kolech násobit pravděpodobnost́ı, že př́ıslušné kolo se bude
hrát, abychom vzali v potaz situaci, že k tomuto kolu v̊ubec nedojde.
A nyńı už k vlastńımu d̊ukazu. V prvńı části chceme dokázat, že pro p ≥ 1/2 je volba strategíı
(N,N) Nashovo equilibrium, tj. plat́ı

ϕ(X,N) ≤ ϕ(N,N) (4)

pro libovolnou alternativńı strategii X. Ovšem ř́ıd́ı-li se oba hráči strategíı N , hraj́ı v každém
kole A, tedy zisk prvńıho hráče ai = 2 pro každé i = 1, 2, . . . . Odtud tedy dle vzorečku (3) je
na pravé straně nerovnosti

ϕ(N,N) = 2 + p2 + p22 + . . . (5)

Necht’ X je libovolná strategie. Rozlǐśıme dvě možnosti: pokud bude hráč stále volit A, je
jeho zisk v každém kole 2 a tedy ϕ(X,N) = ϕ(N,N), tedy nerovnost (4) plat́ı.
Předpokládejme, že strategie X vede hráče k tomu, že alespoň jednou zrad́ı; označme jako k
č́ıslo kola, v němž dojde k prvńı zradě. Co nyńı v́ıme o chováńı oponenta, který hraje strategii
N? Až do k-tého kola včetně hraje A, poč́ınaje (k +1)-kolem pak stále Z. Co v́ıme o hodnotě
ai, udávaj́ıćı zisk prvńıho hráče v i-tém kole? Z uvedeného plyne, že ai = 2 pro i = 1, . . . , k−1,
ak = 4 a pro i ≥ k + 1 je ai rovno bud’ 0 nebo −1 – podle toho, hraje-li prvńı hráč Z nebo A.
V každém př́ıpadě však ai ≤ 0 pro i ≥ k + 1. Naše poznatky shrneme do následuj́ıćı tabulky:

č́ıslo kola i 1 . . . . . . k k + 1 . . .

1. hráč (strategie X) A . . . A Z ? ?
2. hráč (strategie N) A . . . A A Z Z
zisk prvńıho hráče ai 2 . . . 2 4 ≤ 0 ≤ 0
relativńı výhoda 0 . . . 0 2 ≤ −2 ≤ −2

V posledńım řádku zaznamenáme, o kolik si hráč se strategíı X polepš́ı vzhledem k situaci,
kdy stále spolupracuje. Protože v takovém př́ıpadě by jeho zisk byl vždy 2, stačilo odeč́ıst
tuto konstantu od předchoźıho řádku. Celkovou výhodu strategie X proti N , což neńı nic
jiného než rozd́ıl ϕ(X,N) − ϕ(N,N), pak jednoduše źıskáme sečteńım posledńıho řádku, po
přinásobeńı př́ıslušnými pravděpodobnostmi:

ϕ(X,N) − ϕ(N,N) ≤ pk−12 + pk(−2) + pk+1(−2) + . . .

Ukážeme, že výraz napravo je menš́ı roven nule, č́ımž dostaneme (4). Pravá strana je však
menš́ı nebo rovna nule, právě když

pk−12 ≤ pk2 + pk+12 + . . .

pk−12 ≤ pk(2 + p2 + p22 + . . . )

pk−12 ≤ pk 2

1 − p

1 ≤
p

1 − p

1 − p ≤ p

1 ≤ 2p

Séríı snadných ekvivalentńıch úprav (užili jsme opět vzoreček pro součet geometrické řady)
dosṕıváme k p̊uvodně předpokládané nerovnosti p ≥ 1/2. Prvńı část d̊ukazu je hotova.
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Ve druhé části tvrd́ıme, že pokud δ ≥ 2/3, pak též odpouštěj́ıćı strategie (O,O) tvoř́ı Nashovo
equilibrium. Tvrd́ıme tedy, že

ϕ(X,O) ≤ ϕ(O,O) (6)

pro libovolnou jinou strategii X. Opět pozorujeme, že ř́ıd́ı-li se oba hráči strategíı O, trvá
spolupráce v každém kole, a tedy na pravé straně je výraz

ϕ(O,O) = 2 + p2 + p22 + . . . (7)

Při výpočtu ϕ(X,O) rozlǐśıme několik př́ıpad̊u. Pokud hráč s touto strategíı nezrad́ı nikdy,
nastává opět v každém kole spolupráce, tedy v (6) máme rovnost. Pokud hráč v nějakém
kole zrad́ı a poté už hraje vždy zradu, je odezva strategie O stejná jako odezva strategie N ,
tedy ϕ(X,O) = ϕ(X,N). To je však menš́ı nebo rovno než zisk při trvalé spolupráci, což bylo
dokázáno v prvńı části za slabš́ıho předpokladu δ ≥ 1/2.
Zbývá tedy vyšeťrit př́ıpad, že hráč X opakovaně přecháźı mezi zradou a spolupraćı. Uvažme,
že stač́ı porovnat pouze jeden úsek hry, kdy se přejde mezi spolupraćı a zradou a zase zpět.
Ukážeme-li, že zisk v tomto úseku je menš́ı nebo roven než zisku při trvalé spolupráci, jsme
hotovi, nebot’ následuj́ıćı úseky hry se porovnaj́ı analogicky.
Předpokládejme tedy, že hráč voĺı opakovaně A, v k-tém změńı strategii na Z a posléze v
n-tém kole zahraje poprvé zase A. Obecně je k ≥ 1 a n > k. Uvědomme si, že strategie O
druhého hráče reaguje opožděně, tj. hraje A ještě v k-tém kole, a hraje Z od k + 1 do n-tého
kola. Zaṕı̌seme reakce strategie O a př́ıslušné zisky prvńıho hráče opět v tabulce:

č́ıslo kola i 1 . . . . . . k . . . . . . n

1. hráč (strategie X) A . . . A Z . . . Z A
2. hráč (strategie O) A . . . A A Z . . . Z
zisk prvńıho hráče ai 2 . . . 2 4 0
relativńı výhoda 0 . . . 0 2 −2 −2 −3

V posledńım řádku opět zaznamenáme, o kolik si strategie X polepšila v̊uči trvalé spolupráci.
A podobně jako výše máme tedy, uvažujeme-li ted’ pouze zisky od prvého do n-tého kola,

ϕ(X,O) − ϕ(O,O) = pk−12 + pk(−2) + pk+1(−2) + · · · + pn−2(−2) + pn−1(−3)

a chceme ukázat, že tento výraz je menš́ı nebo roven nule. To je zřejmě ekvivalentńı nerov-
nostem

pk−12 ≤ pk2 + pk+12 + · · · + pn−22 + pn−13

2 ≤ p2 + p22 + · · · + pn−k−12 + pn−k3

4 ≤ 2 + p2 + p22 + · · · + pn−k−12 + pn−k3

4 ≤ (1 + p + p2 + · · · + pm−1)2 + pm3

V posledńım řádku jsme označili m = n−k, tedy m ≥ 1. Užit́ım vzorečku pro částečný součet
geometrické řady

1 + p + p2 + · · · + pm−1 =
1 − pm

1 − p

Dostáváme konečně

4 ≤ 2
1 − pm

1 − p
+ 3pm (8)
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kde jsme označili m = n − k; dle našich předpoklad̊u je m ≥ 1. Pro m = 1 jde o nerovnost
4 ≤ 2 + 3p, která je patrně ekvivalentńı našemu předpokladu p ≥ 2/3. Uprav́ıme-li ještě výraz
na pravé straně (8) do tvaru

2

1 − p
+

1 − 3p

1 − p
pm

vid́ıme, že druhý zlomek je záporný, nebot’ p ≥ 1/3, a protože pm se s rostoućım m zmenšuje,
hodnota celého výrazu se bude zvěťsovat. Plat́ı-li tedy nerovnost (8) pro m = 1, plat́ı i pro
všechna m následuj́ıćı. Důkaz je hotov.
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