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1. Uvop

Z matematického hlediska je ,hra“ strategicka ¢i potencidlné konfliktni situace, kde zisk ¢i
ztréta kazdého jednotlivého aktéra (,,hrace®) zévisi nejen na jeho vlastnim chovani (,,strate-
gii“), nybrz i na volbé strategie ostatnich hracu, které nemuze ovlivnit.

Poznamenejme, ze ,,hra“ ¢i ,,strategie” je nadéle terminus technicus, tj. pojem, jehoz vyznam
je implicitné urcen nize uvedenou definici, a ktery tedy nema mit obvykly emocialné zabarveny
vyznam (hra jako néco lehkovazného, zabavného).

Studium teorie her z nas nedéla lepsi hrace, tj. nenauc¢i nas vitézit v urcité konkrétni hie
(nejvyse nds muze poucit, jak neprohrat). Uzitek plynouci z teorie her je na vyssi trovni:
umozni nam konfliktni situace analyzovat a rozumét jim. Predvidé4, jak se zméni chovani hracu
v dusledku urcité zmény pravidel. Teorie her je tedy uziteénd pro toho, kdy néjakou ,,hru*
vytvari, tj. napriklad organizuje, stanovuje pravidla pro néjakou ¢innost s icelem primét jeji
ucastniky (,,hrace“) k uréitému chovani.

2. ZAKLADN{ POJMY A PRIKLADY

Definice. Obecnd hra (se dvéma hraci) je zaddna mnozinami strategii .; respektive .7
pro prvniho respektive druhého hréce, a dédle vyplatnimi funkcemi p; = 1(S1,52) a w2 =
©2(S51,52), které udavaji zisk prvniho a druhého hrace, na zdkladé jimi zvolenych strategif
S €S a8 €S,

Pokud je .1 = %% a ¢1 = @9, hovoiime o symetrické hte.

Jak se takova matematicka hra hraje? Muzeme si predstavit, ze kazdy z hracu zvoli svou stra-
tegii, pficemz nevi, jakou strategii zvoli souper. Vyplatni funkce potom tikaji, jak ktery hrac¢
ve hie dopadl. Na ptikladech uvidime, ze mnohé realné situace odpovidaji pravé takovémuto
matematickému pojeti hry.

Priiklad. Znama hra , kamen-nuzky-papir® je piikladem symetrické hry se dvéma hraci.
Méme zde mnozinu tif strategii . = {K, N, P} a vyplatni funkci, kterou nejlépe popiseme v
nasledujici tabulce (tzv. ,,vyplatni matice*):

K N P
K[0 1 -1
N|[-1 0 1
Pl1 -1 0

Matice zobrazuje zisky prvniho hréace, radky respektive sloupce odpovidaji strategii prvniho
respektive druhého hrace.



Priklad. Revizor vs. cestujici — nesymetrickd hra se dvéma hraci. Hra¢ 1 (,,cestujici®) si bud
koupif listek, nebo jede nacerno, tj. . = {L, é} Hrac 2 (,,revizor“) cestujictho bud’ kontroluje,
nebo nekontroluje, tj. % = {K, N}. Piredpoklddejme, zZe cena listku je 30, pokuta za jizdu
nacerno 1000. Kontrola cestujiciho jsou pevné néklady pro revizora v hodnoté 10 a dopadeni
cerného pasazéra bonus 100. Vyplatni funkce zapiseme opét do matice. Radky odpovidaji
strategiim cestujictho, sloupce strategiim revizora. Obé vyplatni funkce zapiseme do jedné
matice tak, ze nad lomitkem respektive pod lomitkem piSeme zisky cestujicitho respektive
zisky revizora, tj. prvky matice maji tvar ¥1/,,:

K N
L 0 %
C | 1000700 0/

Klicovym pojmem pro nas bude Nashovo ekvilibrium, zkracujeme N.e.

Definice. Nashovym ekvilibriem rozumime takovou volbu strategii jednotlivymi hraci, ze
zadny z nich si nemuze zvysit svij zisk pouze zménou vlastni strategie, tj. za predpokladu,
Ze souper svou strategii nemeéni.

Matematicky zapsano je N.e. dvojice (S1,.52), kde S1 € .71, So € S, a jsou splnény podminky

v1(X, 52) < v1(51,52) pro kazdé X € .¥
(,02(51, Y) < (,02(51, 52) pro kazdé Y € .S

Pro¢ se jednd o dobry pojem ekvilibria (stacionarniho bodu)? Predstavme si, ze hra probiha
opakované. Pokud strategie zvolené jednotlivymi hraci netvoii N.e., alespon jeden z hracu
vidi, ze by na tom byl 1épe, kdyby zahral néco jiného. Bude mit tedy tendenci v dalsim kole
svou strategii ménit.

Naopak v situaci N.e. si zadny z hracu sam polep§it nemuze; protoze strategie ostatnich hracu
nemuze ménit ani predvidat, hra bude nejspise stejnd i v dalsim kole.

V naésledujicim se podivame na vypocet N.e. pro vySe uvedené hry a téz pro nékteré dalsi
priklady. Upfesnime pojem opakovani hry. Ukdzeme si, ze N.e. dobie odpovida nasemu intu-
itivnimu nahledu na hru a jeji vysledek.

Piiklad. Zédnd kombinace strategii ve hie , kdmen-ntzky-papir“ netvoii N.e., nebot vidy
existuje alespon jeden hrac, ktery si muze polepsit volbou jiné strategie. Napiiklad v situaci
(N, P) ma druhy hra¢ zisk —1; pokud by byval zahral K, ziskal by 1. V situaci (K, K) si
kterykoliv hra¢ polepsi, zahraje-li radéji P. Atd.

Pokud pfipustime také pravdépodobnostni (,,smiSené“) stragie, tj. moznost, ze s uréitou
pravdépodobnosti zahraji K, N nebo P, pak lze ukéazat, ze jedinym N.e. je rovnomérna
strategie ('/3,'/3,"/3)-

Priklad. Ani ve hie ,,cestujici vs. revizor“ neexistuje N.e. V situaci (L, K) revizor zjistuje, ze
zbyteéné vydal 10, bylo by lépe volit strategii N. OvSem situace (L, N) zase neni optimdln{
pro cestujiciho, ktery mohl usettit 30. Atd.

Hru lze opét zobecnit tak, ze uvazujeme smisené strategie, kdy s pravdépodobnosti « si
koupime listek a s pravdépodobnosti 1 — o jedeme nacerno. Podobné revizor kontroluje s
pravdépodobnosti §, zatimco v 1 — § piipadech nikoliv. V takovém piipadé lze spocitat, ze
existuje jediné N.e. Plati nédsledujici obecné tvrzeni (jehoz dukaz uvddime na konci textu).



Tvrzeni 1. Je ddna hra cestujici-revizor, kde L je cena listku, P je pokuta, N jsou ndklady na
kontrolu cestujictho a B je bonus za chyceni ¢erného pasazéra. Potom ve smiSenych strategiich
existuje jediné N.e. a =1 -/, 3 =F/p.

Poznamenejme dvé véci: ve vySe uvedeném piipadé jsme volili L = 30, P = 1000, N = 10
a B = 100, ¢emuz odpovida N.e. (o, 3) = (%/10,%/100). To znamens, ze v rovnovazném stavu
jede nacerno desetina cestujicich, a ze cestujici je kontrolovan ve tfech piipadech na sto jizd.
To lze povazovat (s ohledem na jednoduchost naseho modelu) za dobrou shodu se skuteénym
stavem feknéme v prazské MHD.

Na druhou stranu si vS§imnéme, ze z teorie vyplyva i zavér, ktery se zdd odporovat intuici:
zvySeni pokuty P nezvysi pocet poctivych cestujicich, pouze snizi frekvenci kontrol. Chceme-li
vetsi a, je tfeba usnadnit préci revizora (bud zvySenim B, nebo sniZenim ndkladt na kontrolu
N).

3. VEZNOVO DILEMA

,,Vézniovo dilema* je piikladem hry modelujici dilema mezi altruistickym chovanim (které
je zddouci, ale mohu na né doplatit) a jedndnim sobeckym (kterému chceme zamezit, ale
bohuzel se vyplaci). Origindlni piiklad véznova dilematu vychézi ze specifické situace v ame-
rickém pravnim systému, kde tzv. ,,pFizndni“ (,,plea deal*“ — jednd se zde o terminus technicus
par excellence) muze znamenat mnohem nizsi trest ¢i dokonce propusténi pachatele na tikor
spoluviniku, ktefi nevypovidaji (jsou v rdmci této hry ,,altruisticti).

Existuje mnoho jinych situaci, které lze chapat jako ,,véziiovo dilema‘“; my si predstavime
nésledujici piiklad. Hraci obyvaji kazdy jeden byt spoletného domu. Dum je velmi dobie
izolovan zvendi, ale zed mezi obéma byty je silné teplovodnd; tedy pokud budu topit, chté
nechté vytdpim i souseda. V noci je zima a hra¢ voli jednu z mnoziny strategii .~ = {A, Z},
kde A znadi, ze zapnu své topeni (,,altruistickd“ strategie) a Z znaci, ze netopim (,,zradna“
¢i ,,zimomiiva“ strategie). Vyplatni funkce je odvozena jednak od tepelného komfortu u meé
v byté, jednak od uc¢tu za topeni. Predpokladejme, ze teplo ¢i zima odpovida zisku 4 nebo 0,
a ze naklady na topeni jsou 2, pokud soused topf téz, ale 5, pokud vytdpim sam cely dum. Je
ziejmé 5 > 2 - 2, ovSem to lze vysvétlit prirozené tak, ze vytapéni jenom z jednoho pristroje
je méné efektivni a tudiz vice nez dvakrat nakladnéjsi.

Jednd se o symetrickou hru a snadno dopocteme, ze vyplatni matice vypada nasledovné:

A Z
Al2 -1
Z|4 0

Matici opét chapeme tak, ze zobrazuje zisky prvniho hrace, tj. hodnotu ¢, pficemz radky
respektive sloupce odpovidaji strategiim prvniho respektive druhého hrace.

Jak vypadd analyza hry? Snadno si rozmyslime, ze (Z,Z) je Nashovo ekvilibrium, a je to
bohuzel jediné N.e. této hry — v kazdé jiné kombinaci strategii (A, A), (A,Z) a (Z, A) je totiz
pro kazdého z hracu vyhodnéjsi piejit od A k Z. To je zavér, ktery se nam nelibi: teorie
predvida, ze v domé bude zima.

avSak prvni z nich je nejlepsi v tom smyslu, ze celkovy zisk je nejvyssi: 2 + 2 = 4. Pokud topi
jen jeden hréc, je celkovy zisk jen 4 — 1 = 3. To lze chépat jako ¢isté ekonomicky duvod, proc¢



je altruismus vyhodny: altruistickd spolecenstvi jsou na tom lépe jako celek, ekvivalentné,
maji vyssi prumérné zisky jednotlivcu.

Klicové otdzka tedy zni, jak docilit presunu ze (Z,Z) do bohuzel nestabilniho stavu (A, A)?
V redlné situaci si lze predstavit ruzné moznosti (ifednik dohlizejici, ze fadné topime; zména
vyplatnich funkei, berouci v potaz sdileni tepla, ...). My si vSak ukdzeme, ze altruistické
chovani lze docilit mnohem snazsi modifikaci hry: prostym jejim opakovanim.

Budeme predpokladat, ze existuje ¢islo p mezi 0 a 1 takové, které uréuje pravdépodobnost
dalsiho kola hry, tj. hraju jedno kolo a s pravdépodobnosti 1 — p poté skonéim, zatimco
s pravdépodobnosti p se situace opakuje: hraji jedno kolo, poté s pravdépodobnosti 1 — p
skon¢im, s pravdépodobnosti p se vSe opakuje . ... Jakd bude celkovd (prumérnd) délka hry
L? 7 uvedeného ziejmé plyne
1

Lzl—i—p(l—i—p(l—i—...)...):1+p+p2+p3+---=Tp (1)
diky znamému vzorecku pro soucet geometrické fady. To znamend mnohem komplexnéjsi
mnozinu moznych strategii: stdle sice nevim, jak bude hrat souper v piistim kole, znam vSak
a beru v dvahu jeho minulé strategie. Vyznamné piiklady strategii pro opakované véznovo
dilema:

e *A skalni altruista: voli A v kazdém kole bez ohledu na chovani soupefe
o *Z zatvrzely zradce: voli Z v kazdém kole bez ohledu na chovani soupefre

e N neduvériva strategie: hraji A, ovSem pouze tak dlouho, dokud soupef poprvé neza-
hraje Z — pak jiz hraji stéle jen Z

e O odpoustéjici (nebo oplacejici) strategie: hraji A v prvnim kole, a pak hraji vzdy to,
co souper v predchozim kole

Jak bude vypadat vyplatni funkce, tj. jaké budou zisky téchto strategi{ v priibéhu hry? Zkusme
vyjadiit p(* A, * A). Oba hraci voli stale A, tedy zisk (prvniho hréce) v kazdém kole je 2. Ovsem
dalsi kola néasleduji pouze s pravdépodobnosti p; otekavany prumérny zisk bude tedy
2
W(*AFA) =24p2+p2+...)..)=2+22 +2p° + - = = (2)
Jak budou vypadat Nashova ekvilibria pro opakované véziovo dilema? Ukazme si nejprve
nasledujici snadné tvrzeni.

Tvrzeni. Volba (*Z,*Z) je N.e.
Dukaz. Potfebujeme ukazat, ze zadny hrac¢ si nemuze polepsit zménou vlastni strategie. Vzhle-
dem k symetrii hry to sta¢i ukazat pro prvniho hrace. Tedy budeme dokazovat, ze

p(X,"Z) < (2, 2),

kde X je zcela libovolna strategie. Na prvé strané nerovnosti je ziejmé nula, nebot oba hraci
hraji stéle Z a tedy ziskaji v kazdém kole (pokud se ovsem bude hrét), ¢istou nulu. Na druhou
stranu, at je X zaloZena na jakémkoliv principu, prvni hra¢ bude hrit v jednotlivém kole bud
A a ziskd —1, nebo Z a ziské 0, nebot soupef pii *Z hraje stale Z. Je tedy p(X,*Z) <0 a
dikaz je hotov. O



Tim to vSak nekonéi, nebotf Nashovych ekvilibrif muZe byt v této hie vice nez jedno! Jmenovité
plati néasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 2. Je-li p > /5, tvoif nedivérivé strategie (N, N) téz Nashovo ekvilibrium. Je-li
dokonce p > ?/3, tvoii také odpoustéjici strategie (O, Q) Nashovo ekvilibrium.

Dukazy téchto tvrzeni uvaddime na konci textu; neni v8ak obtizné pochopit je intuitivné. Hraji-
li napiiklad N a soupef také N, trva v kazdém kole spolupréce a kazdy ziskava 2. Pokud se
feknéme prvni hrac fidi alternativni strategii X a v néjakém kole zahraje Z, ziska 4, coz je sice
vice nez 2, ale na druhou stranu pfijde o vSechny nésledujici zisky: soupef uz bude hrat vzdy
jen Z, ¢imz mu nedovoli zisk vétsi nez 0 po zbytek hry. Je-li p dosti velké, je pravdépodobna
hodnota téchto ztrat vétsi nez jednordzova vyhoda 4 proti 2.

4. DUkAZ TVRZENT 1

Uvazujeme hru ,,cestujici — revizor“ s obecnymi hodnotami L (cena listku), P (pokuta za
jizdu nacerno), N (néklady revizora na kontrolue cestujictho) a B (bonus za chyceni ¢erného
pasazéra). SmiSené strategie jsou popsany dvojici éisel («, ) lezicich mezi 0 a 1, kde « je
pravdépodobnost, ze si koupim listek, a 3 je pravdépodobnost, Ze mé revizor bude kontrolovat.
SmiSené strategie si 1ze mozna nazornéji predstavit tak, ze mame veliké mnozstvi cestujicich,
z nichz podil a vzdy ma listek, zatimco podil 1 — « jede vzdy bez listku. Naproti tomu revizori
kontroluji podil 3 cestujicich, zatimco podil 1 — 3 nekotroluji (at jiz proto, ze je nepotkaji,
nebo je nechaji projit).

Jak vypadaji zisky strategii v této obecnéjsi situaci? Pokud si koupim listek, muj zisk je
—L, bez ohledu na to, jsem-li kontrolovan. Jedu-li nacerno, pak v 3 ptipadech platim P, v
ostatnich neplatim nic, tedy muj zisk je 5 - (—P) + (1 — ) - 0 = —(3P. Klicovd tivaha: N.e.
pozaduje, ze cestujici si nemuze polep§it zménou své strategie, coz bude nastavat pravé tehdy,
pokud cesta s listkem a cesta bez listku je v pruméru stejné nakladné, neboli —L = —3P.
Odtud dostavame prvni podminku 3 = L/p.

Z hlediska revizora je uvaha analogicka: pokud kontroluje, vyda vzdy naklad N, k tomu v «
pripadech mé pred sebou poctivého cestujiciho a neziska nic, zatimco v 1 — a pfipadech je tu
cerny pasazér a revizor ziskdva B. Tedy kontrola v pruméru vynasi —N +«a -0+ (1 — «)B =
(1 — a)B — N. Alternativni strategie (revizor nekontroluje) déva vzdy nulovy zisk. Tyto
strategie se vyrovnaji, pravé kdyz (1—a)B— N = 0, coz dava druhou podminku g = 1— N /B
Dukaz je hotov.

5. DUKAZ TVRZENT 2

Rozmysleme si nejprve, jak vypadé vzorecek pro ¢(X,Y) v piipadé néjakych obecnych stra-
tegii X a Y. Muzeme predpokladat, ze tyto strategie urcuji chovani hrédcu v kazdém kole (bez
ohledu na to, zda se skuteéné bude hrat nebo ne). Necht a1, as, ...je zisk prvniho hréce v
prvnim, druhém atd. kole. Potom zfejmé, s ohledem na roli ¢isla p, mame

©(X,Y) =ay +plag +plaz+...)...) = a1 + pas + p?az + ... (3)

Na tento vzorecek lze hledét takto: prvni kolo se hraje jisté, druhé kolo s pravdépodobnosti
p, t¥eti kolo s pravdépodobnosti p? a tak déle. Pii vypoctu celkového zisku tedy musime



ocekavané zisky v jednotlivych kolech nésobit pravdépodobnosti, ze piislusné kolo se bude
hrat, abychom vzali v potaz situaci, ze k tomuto kolu viibec nedojde.

A nyni uz k vlastnimu ditkazu. V prvni éasti chceme dokézat, ze pro p > /5 je volba strategif
(N, N) Nashovo equilibrium, tj. plati

p(X, N) < @(N,N) (4)

pro libovolnou alternativni strategii X. OvSem tidi-li se oba hraci strategii N, hraji v kazdém
kole A, tedy zisk prvniho hrace a; = 2 pro kazdé i = 1,2,.... Odtud tedy dle vzorecku (3) je
na pravé strané nerovnosti

@(N,N)=2+p2+p*2+... (5)

Necht X je libovolnd strategie. Rozlisime dvé moznosti: pokud bude hra¢ stale volit A, je
jeho zisk v kazdém kole 2 a tedy ¢(X, N) = ¢(N, N), tedy nerovnost (4) plati.

Predpoklddejme, ze strategie X vede hrace k tomu, ze alespon jednou zradi; ozna¢me jako k
¢islo kola, v némz dojde k prvni zradé. Co nyni vime o chovani oponenta, ktery hraje strategii
N7 Az do k-tého kola véetné hraje A, pocinaje (k4 1)-kolem pak stile Z. Co vime o hodnoté
a;, udavajici zisk prvniho hrace v i-tém kole? Z uvedeného plyne, ze a; = 2 proi =1,...,k—1,
ar =4 aproi > k+1 jea; rovno bud 0 nebo —1 — podle toho, hraje-li prvni hrd¢ Z nebo A.
V kazdém pripadé vSak a; < 0 pro ¢ > k 4+ 1. Nase poznatky shrneme do nasledujici tabulky:

¢islo kola 4 ‘ 1 ook k41

1. hrac (strategie X) | A A Z ? ?
2. hrac (strategie N) | A A A Z Z
zisk prvniho hrace a; | 2 2 4 <0 <0
relativni vyhoda 0 0 2 <-2 <=2

V poslednim fadku zaznamename, o kolik si hrac¢ se strategii X polepsi vzhledem k situaci,
kdy stéale spolupracuje. Protoze v takovém piipadé by jeho zisk byl vzdy 2, stacilo odecist
tuto konstantu od predchoziho rfadku. Celkovou vyhodu strategie X proti N, coz neni nic
jiného nez rozdil (X, N) — ¢(N, N), pak jednoduse ziskdme se¢tenim posledniho fadku, po
prinasobeni piislusnymi pravdépodobnostmi:

(X, N) — o(N,N) < pF=12 4 pF(=2) + p"T1(—2) + ...

Ukdzeme, Ze vyraz napravo je mensi roven nule, ¢imz dostaneme (4). Pravé strana je vsak
mensi nebo rovna nule, pravé kdyz

PElo < pFo 4 pRtlo 4
PP <24 p24pR2+..)

pk‘12§pk—2
1—p
1< P
<71,
1-p<p
1<2p

Sérii snadnych ekvivalentnich uprav (uzili jsme opét vzorecek pro soucet geometrické fady)
dospivame k ptivodné predpoklddané nerovnosti p > /5. Prvni ¢ést diikazu je hotova.



Ve druhé ¢dsti tvrdime, ze pokud & > /3, pak téz odpoustéjici strategie (O, O) tvoii Nashovo
equilibrium. Tvrdime tedy, ze
p(X,0) < ¢(0,0) (6)

pro libovolnou jinou strategii X. Opét pozorujeme, ze ridi-li se oba hraci strategii O, trva
spoluprace v kazdém kole, a tedy na pravé strané je vyraz

©(0,0) =2+p2+p*2+... (7)

Pii vypoctu (X, O) rozlisime nékolik piipadu. Pokud hra¢ s touto strategii nezradi nikdy,
nastava opét v kazdém kole spoluprice, tedy v (6) mame rovnost. Pokud hra¢ v néjakém
kole zradi a poté uz hraje vzdy zradu, je odezva strategie O stejnd jako odezva strategie IV,
tedy ¢(X,0) = ¢(X, N). To je vSak mensi nebo rovno nez zisk pfi trvalé spolupréci, coz bylo
dokazéno v prvni ¢ésti za slabstho piedpokladu 6 > /5.

Zbyva tedy vysSetiit piipad, ze hra¢ X opakované prechazi mezi zradou a spolupraci. Uvazme,
7e staCi porovnat pouze jeden usek hry, kdy se prejde mezi spolupraci a zradou a zase zpét.
Ukéazeme-li, ze zisk v tomto tiseku je mensi nebo roven nez zisku pii trvalé spolupraci, jsme
hotovi, nebot nasledujici iseky hry se porovnaji analogicky.

Predpokladejme tedy, ze hra¢ voli opakované A, v k-tém zméni strategii na Z a posléze v
n-tém kole zahraje poprvé zase A. Obecné je k > 1 a n > k. Uvédomme si, ze strategie O
druhého hrace reaguje opozdéné, tj. hraje A jesté v k-tém kole, a hraje Z od k+ 1 do n-tého
kola. ZapiSeme reakce strategie O a piislusné zisky prvniho hrace opét v tabulce:

¢islo kola ¢ ‘ 1 .ok ... n
1. hréc (strategie X) | A A Z ... Z A
2. hrac (strategie O) | A A A Z Z
zisk prvniho hrace a; | 2 2 4 0

relativni vyhoda 0 o 2 -2 -2 =3

V poslednim fadku opét zaznamendme, o kolik si strategie X polepSila vaci trvalé spolupraci.
A podobné jako vySe mame tedy, uvazujeme-li ted pouze zisky od prvého do n-tého kola,

©(X,0) —(0,0) = pF 124+ pF(—=2) + p"TH(=2) + - +p"2(=2) + p" 1 (=3)

a chceme ukézat, ze tento vyraz je mensi nebo roven nule. To je ziejmé ekvivalentni nerov-
nostem

P2 <pre 4 pftla 4 4 pnT22 4 pn s
2< p2+pP2+4 - p"F 24 p" R
4<24p2+p*2+- 4 p"F 124 p"h3
A< (l+p+p*+-+p" H2+p"3

V poslednim fadku jsme oznacili m = n—k, tedy m > 1. Uzitim vzorecku pro ¢astecny soucet
geometrické fady

L+p+p°+-+p" =

Dostavame konecné
1—p™m

4 <2
1

+ 3p™ (8)



kde jsme oznacili m = n — k; dle nasich predpokladt je m > 1. Pro m = 1 jde o nerovnost
4 < 24 3p, kterd je patrné ekvivalentni nasemu predpokladu p > %/3. Upravime-li jesté vyraz
na pravé strané (8) do tvaru

2 1o,

l=p 1-=p
vidime, ze druhy zlomek je zéporny, nebot p > /3, a protoze p™ se s rostoucim m zmensuje,
hodnota celého vyrazu se bude zvétsovat. Plati-li tedy nerovnost (8) pro m = 1, plati i pro
vSechna m nésledujici. Dukaz je hotov.




