Elementarni modely v matematické biologii

Dalibor Prazak, KMA MFF UK

Abstrakt

Cilem tohoto textu je odvozeni nékterych jednoduchych ODR modelu s aplikacemi (nejen) v
biologii. V§imneme si jak matematickych vlastnosti rovnic, tak jejich shody s redlnymi daty a v
neposledni fadé i abstraktnéjsich teoretickych dusledk.

1. ZAKLADN{ RUSTOVY MODEL

Piedpokladejme, ze velikost populace je vyjadiena neznamou funkei x = x(t) ¢asové proménné
t. Nejjednodussi rustovy model predpokladd, Zze za jednotku ¢asu piibude na jednotku populace
r-novych jedinci, tj. matematicky zapsano

z(t+1) =x(t) +ra(t) = (1 +r)z(t)

Budeme déle piredpokladat, ze reprodukce se nedéje takto ve skocich, nybrz je v case rozlozena
spojité. To lze jednoduSe modelovat tak, ze béhem kratkého okamziku dt se reprodukuje jen dt-
procent jedincl, zatimco zbylych 1 — dt se neméni, tedy

z(t+dt) = (1 — dt)x(t) + de(1 + r)z(t)

Odsud snadno vyjadfime
x(t+dt) — x(t)
dt
Nyni si pfedstavime, ze dt je nekoneéné malé. Podil na levé strané je pak okamzitd zména velikosti,
neboli derivace funkce z(t). Dostavame zdkladni rustovy model v diferencidlnim tvaru, neboli ve
tvaru diferencidlni rovnice

= rx(t)

' (t) = ra(t) (1)

Obrazek 1: ReSenfm rovnice (1), jak
znamo, je exponencidlni funkce z(t) =
xgexp(rt), kde x(0) = z¢ je hodnota po-
pulace v case t = 0, neboli pocdtecni
podminka. Ukazuje se, ze pro malé hod-
noty xz(t), presnéji fe¢eno po dobu, kdy
rust neni omezovan nedostatkem zdroju a
naslednym bojem o né, se mnoho (nejen
biologickych) veli¢in zvétsuje praveé expo-
nencialni rychlosti.
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ovsem vzhledem k logaritmické ose! Jde tedy
opét o priklad exponencidlniho rustu v si-
tuaci, kterd neni zatim omezena vnéjsimi

< 10000
g

B

é 1000

_i_"-: (300)

Q

N 700

c.
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Mala obména ptfedchozi tvahy ukazuje, ze podobné rovnice muze naopak modelovat pfirozeny
pokles (vymiréni) populace v case. Predpoklddejme, ze h € (0,1) je procento ubytku za jednotku

casu, tedy
z(t+1)=2a(t) — ha(t) = (1 — h)z(t)

V piipadé spojitého ¢asu predpokladame, ze iibytek zasdhne pouze dt-procent populace, tedy
z(t+dt) = (1 —dt)z(t) + dt(1 — h)z(t)
a odsud vyjadiime podobné jako vySe pro dt nekone¢né malé

x(t+dt) — x(t)

2= = —ha() (2)

2'(t) = —hax(t) (3)

Pokusme se vyjadrit stfedni (prumérnou) dobu zivota jedince P, #idi-li se celkovad populace prave

odvozenou funkei x(t) = exp(—ht). Pomuzeme si nasledujici infinitezimdlni tivahou: v ¢ase mezi ¢

a t + dt uhyne pomérna édst populace et — e~ Mt+dl) tody k poéitanému primeéru je nutno piidat

¢len
(e—ht - e—h(t+dt)) ot = —d(e_ht) ot

Tuto veli¢inu musime vyséitat pies vSechny nekoneéné malé intervaly (¢,¢ + dt) od nuly do ne-

konecna, coz se tradiéné zna¢f symbolem [. Dostaneme

o

P= / —d(e_ht) -t

0

Nyni vyuzijeme formuli pro integraci per-partes, podle niz
[e.e] o0
|t [ edg=(r-9)e0) - (£-9)00)
0 0

V nasem pifpadé volime f = e~ a g = t; protoze soucin téchto funkef se jak pro t = 0, tak pro

t = oo anuluje, dostavame
o oo 1
/ —d(e_ht) -t = / e M odt ==
0 0 h

Tedy stfedni doba zivota P je neprimo umérnd jednotkové rychlosti thynu h.



Obrazek 3: ReSenim rovnice
2'(t) = —hx(t)

je opét exponenciadla, ovSem klesajici,
tedy x(t) = mzoexp(—ht), a opét jde
o chovani pozorovatelné v mnoha si-
tuacich ndhodného ubyvani (mj. téz ra-
. ' dioaktivniho rozpadu).

2. VERHULSTUV (TEZ LOGISTICKY) MODEL

V predchozi sekci jsme odvodili zakladni rastovy model
2 (t) = ax(t) (4)

kde z = z(t) je nezndm4 velikost populace v ¢ase a konstanta a je bud’ kladnd (rust) nebo zdporna
(pokles). Hraniénim pifpadem je a = 0, kdy 2/(¢t) = 0, a tedy velikost populace se neméni (sta-
cionérni stav).

Mozné zobecnéni tohoto modelu dostaneme tak, ze a jiz nebude konstantni, nybrz bude zaviset
na dalsich veli¢indch. Jednim z nejjednodussich piipadi je model, v némz miru rust linedrné klesa

s velikosti populace:
x(t)
= K 5
a r< > (5)

Hodnotu K muzeme chapat jako pfirozenou kapacitu prostieds, tj. hodnotu, pro niz dalsi rust neni
mozny v dusledku vzdjemné konkurence. Dostavame tzv. logistickou rovnici (zvanou téz nékdy

Verhulstiuv model) t
() =r < — :EI({)> x(t) (6)

Jak se tato rovnice chova? Vidime, ze pro z(t) < K je a > 0, tedy populace roste, naopak pro
z(t) > K je a < 0, tedy pokles. Hodnota z(t) = K implikuje a = 0: staciondrni bod. Rovnice tedy
prirozené stabilizuje x(t) k hodnoté K, kterou jsme nazvali kapacitou prostiedi.
Zkusme rovnici analyzovat podrobnéji: rozndsobime
2/ (t) = ra(t) — —a2(t) (7)
K
Pro x(t) > 0 velmi malé mizeme ¢len x2(t) zanedbat, a mame tedy rovnici (1) s exponencidlnim
ristem. Rychly rist z(¢) ovSem znamend, ze clen z%(t) prestdva byt zanedbatelny, vidime, ze x(t)
roste, ale koeficient rustu a se zmensuje, viz rovnice (5).
Rychlost ,,rastu rustu“ muzeme vysetiit presnéji pomoci dalsi derivace:

2"(t) = /(1) = ra'(t) - *236( )2/ (t) (8)

<1_> - Favte (1 0) st ©

= r2a(t) (1 - K) <1 - 2:;(@)) (10)

Odsud snadno plyne: pokud x(t) je mezi 0 a K, je 2”(t) > 0 pokud 0 < z(t) < K/2, tj. funkce
x(t) je konvexni — rust se zrychluje. Naopak x”(t) < 0 pro K/2 < z(t) < K, tedy rust se zpomaluje
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Obréazek 4: Reseni logistického modelu (6) s

omezenim kapacity K maji pro 0 < z(t) < K

typicky S-tvar; rust se nejprve zrychluje, je ma-
x=0 ximalni pro z(t) = K/2, poté opét klesa.

— funkce je konkdvni. Pfi hodnoté z(t) = K/2 je 2”(t) = 0, inflexn{ bod. Rychlost rustu je tedy
maximaln{ presné v okamziku, kdy je dosazena polovina celkové kapacity prostiedi K/2.
V rezimu z(t) > K je naopak stéle 2 (t) > 0, tedy z(t) je konvexni.
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Obrazek 5: Relativni nartust podilu dravych
ryb ve Stredozemnim moti v dusledku snizeni
5 ‘ rybolovu v letech 1914-1918. Svisla stupnice je

Il Il
1914 1915 1916 1917 1918 1919 1920 1921 1922 1923 v procentech.

3. VOLTERRUV PRINCIP

Pocatkem 20. let minulého stoleti pozoroval italsky biolog Umberto D’Ancona zajimavy jev: ze
zdznamu rybaiskych lodi vyplyva, ze v letech 1915-1919 znatelné narostl podil dravych ryb ve
Stfedozemnim mofi. D’Ancona védél, ze v letech 1914-1918 se v dusledku vélky vyrazné snizil
objem rybolovu, a §lo by tedy chépat, Ze se zvysi mnozstvi ryb v mofi absolutné. Pro¢ vsak roste
relativnd zastoupeni urcitych druha?

D’Ancona spravné vytusil, ze feSeni spoc¢iva v pochopeni dynamiky vztahu dravce a kofisti, a
pozadal o radu matematika Vita Volterru.

Ten uvazoval zhruba nasledovné: rozdélme rybi populaci na dvé skupiny: dravé ryby y(t) a jejich
kotist x(t). Zakladni rustovy model vede na systém

2 (t) = ax(t) (11)
Y () = by(t) (12)

Jak mame stanovit koeficienty rustu a a b7 Volterra navrhl velmi jednoduchy model:

a=r—ky(t) (13)
b= —h+px(t) (14)
Naézorné: kofist ma pfirozenou miru rustu r > 0, kterd je vSak korigovana tim, ze se stava ulovkem
dravcu tmérné jejich poc¢tu: ¢len —ky(t). Naproti tomu dravci sami o sobé hynou rychlosti —h,

ledaze jsou schopni obstarat si potravu lovem, coz je imérné velikosti populace kofisti: ¢len pz(t).
Celkoveé tedy dostdvame nasledujici systém rovnic (obvykle zvany Lotka-Volterruv model)

o'(t) = (r — ky(t))x(t)
y'(t) = (= h+pa(t)y(t)
Pokusme se nyni tento model matematicky analyzovat. Omezime se na prvni kvadrant = > 0,
y > 0. Prvnim tkolem je nalézt podminky stacionarity, tj. podminky, za nichz nastavd z/(t) = 0
resp. y'(t) = 0. To je ziejmé pravé tehdy, kdyz se anuluji zdvorky na pravé strané soustavy (15),
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Obrazek 6: Reseni Lotka-Volterrova systému
v prvnim kvadrantu. Sipky naznacuji smeér
pohybu feseni, sedé ¢ary jsou podminky sta-
x cionarity, jejich prunikem je pak staciondrni

bod.

Jejich prunikem je pak staciondrni bod (%,y) = (h/p,r/k). Déle neni tézké si rozmyslet znaménka
2'(t) a y'(¢):

z(t) <T = 9/ (t) <0...y(t) roste (17)
z(t) >T = 3/(t) > 0...y(t) klesa (18)
y(t) <y = 2'(t) <0...2(t) klesd (19)
y(t) >y = 2'(t) > 0...z(t) roste (20)

Lokéalni charakter dynamiky v prvnim kvadrantu tedy vypada cca jako na obrazku 6. V tomto
pripadé vsak lze ziskat jednodusSe i globalni informaci: feSeni se spoji do uzavienych kiivek, tedy
vznikaji periodicka feSeni. Vskutku — délime-li druhou rovnici prvni, mame

y(t) @ _dy _ylpr—h)
() 4z dr  xz(r—ky)

Posledni rovnici pak upravime a integrujeme

(r/y—k)dy+ (h/z —p)dz =0 (21)
rlny —ky+hlnzx —pr=c (22)

Vsimnéme si jesté jedné véci: necht napifklad y = y(t) je takovéto periodické Feseni druhé
rovnice, necht T' > 0 je ¢as periody. Potom mame
d
Y~ (pr — h)dt (23)
Y

Integrujme (23) podél ¢asu periody. Na levé strané je ovsem dy/y = dlny, ¢ehoz integral ddva
Iny(T) —Iny(0) = 0. Na pravé strané dostaneme

T
p/ x(t)dt —Th
0

Vidime, ze prumérnd hodnota populace z(t) v ¢ase periody, neboli % fOT x(t) dt, je rovna h/p, tedy
staciondrni hodnoté Z. Analogicky bychom dostali, Ze prumérna hodnota y(t) je rovna 7.
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Obrézek 7: Reden{ ziistavaji konstantni podél

0 vrstevnic funkce V(z,y) = rlny — ky +
hln x — px; musi to byt tedy uzaviené krivky
— TeSeni jsou periodicka.

Shriime: systém ma sice obecné ruzna periodicka feSeni s obecné riznymi periodami, ale prumérnsd
velikost populace zustava vzdor kolisani stéle stejnd, a to presné takovd, jakd je ve staciondrnim
bodé.

Vrafme se vSak k ptivodnimu D’Anconovu problému. Piedstavme si, do systému zasdhneme
zvendi zpusobem, ktery celkové zhorsi zivotni podminky obou populaci. Tedy specidlné rust koristi
r se zmensi, zatimco mira ihonu dravet h se zvétsi. Ovsem ze vztahu (16) ihned vidime, ze T poroste,
zatimco 7 klesa. Z pfedchozi ivahy plyne, Ze i prumérné velikost populace kotisti bude vétsi, naproti
tomu stfedni pocet dravcu se sniz. A pochopitelné naopak: zlepseni zivotnich podminek v mofi (tj.
napiiklad omezeni rybolovu) prospéje dravcum, zatimco populaci kofisti muze paradoxné zmensit.

Lotka-Volterruav model je ve skutecnosti prili§ jednoduchy; realné hodnoty dat popisovat nemuze.
Vystihuje vlastné jen zakladni skutecnost negativni zpétné vazby mezi dravcem a koristi. Pfesto
vSak zachycuje jev, ktery pozoroval d’Ancona a ktery nazveme Volterrovgm principem:

V systémech s negativni zpétnou vazbou (typu ,,dravec-kofist“) vede zhorseni prostiedi
k relativnimu poklesu poétu dravct a k relativhimu narastu poctu koristi.

4. HOLLING-TANNERUV MODEL

Jiz jsme fikali, ze Lotka-Volterriv model je ptilis jednoduchy. Problém spociva v ¢lenech zpétné
vazby —kxz(t)y(t) a px(t)y(t) v rovnicich (15); resp. (15)2, a to v tom, Ze tyto ¢leny rostou kvadra-
ticky s velikosti populaci, coz jisté neni realné.

Ve druhé puli 20. stoleti se v pracich C.S. Hollinga a J.T. Tannera objevuje vyrazné kompliko-
vanéjsi model

z(t)y _ my(t)

2 (t) = (7“(1 ~% )— A—i—:p(t)) ~x(t) (24)

vy =s(1- 2240 ) e (25)




/ I‘"-‘\ Obrazek 8: Dynamika Holling-Tannerova mo-

delu. Sipky naznacuji smér pohybu fedent, sedé
kiivky opét vyznacuji podminky stacionarity.

Rovnice jsou vSak komplikované jenom na prvni pohled — ve skutecnosti se jedna opét o variace
predchozich zdkladnich modelu. Prvni ¢len na pravé strané (24) neni nic jiného nez stary znamy
logisticky (Verhulstuv) model rustu.

Druhy ¢len popisuje pozirani kofisti dravcem, na rozdil od Lotka-Volterrova modelu se zde déli
velicinou A + z(t), kterd modeluje ,,nasyceni*“ dravce.

Pro nase uvahy o Volterrové principu je vSak klicova druhd rovnice (25), kterou muzeme piepsat

jako
y’(t)zs(l—yg)), kdeL:Ig)

Vidime, ze populace dravce y = y(t) se ¥idi vlastné logistickym modelem s pfirozenou rychlosti
rustu s a kapacitou prostiedi L = z(t)/P. Konstantu P zde interpretujeme jako mnozstvi kofisti,
kterd je nutnd k uziveni jednoho dravce, tedy celd populace z(t) uzivi pravé z(t)/P dravcu a jiz
vime, Ze rovnice bude mit tendenci stabilizovat y(t) pravé k této hodnoté.

Podrobné analyza Holling-Tannerova modelu je obtizna. Nam vSak postaci v§imnout si podminek
stacionarity a jejich zdvislosti na parametrech modelu. Rovnice 2/(t) = 0 a 3/(t) = 0 ddvaji

(1-2)(A+x) (26)

r
m
x
fd 27
2 (27)
Geometricky se jednd o parabolu obracenou dolu a piimku se smérnici 1/P, viz obrézek. Plati
zde Volterruv princip? Predstavme si, ze dojde k celkovému zhorSeni zivotniho prostiedi. To jisté
znamend, 7e veli¢ina P poroste - dravci budou potiebovat vice kofisti, aby se uzivili - at uz proto,
zZe kotist bude méné vyzivna, nebo proto, ze draveum se bude hufe lovit. Tedy 1/P poklesne, neboli
podil y/x se snizi, presné jak ocekdvame!

5. VOLTERRUV PRINCIP — ZAVERECNA UVAHA

a realistictéjsi (Holling-Tanneruv). Pro oba modely Volterruv princip plati: zhorseni celkového
prostiedi vede k relativnimi snizeni poctu draveu a relativnimu zvyseni poétu kofisti.
Mohli bychom analyzovat rozliéné dalsf modely a zjistovat, zda Volterrtiv princip plati ¢i ne.

VVVVVV

postihnout spoleény rys obou modelu, stojici za Volterrovym principem.



Pfipomenme, ze «, ( zna¢i podminky stacionarity pro x(t), y(t), tedy mnoziny bodu (zde
kiivky), pro néz nastava z'(t) = 0 resp. y/(t) = 0. Tyto podminky stacionarity se zhorSenim
prostiedi posouvaji do o, 5. Stacionarni bod S se posouva do S’.
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Co maji oba obrazky spoletného? Krivka (3 je strméjsi a zhorSenim prostiedi se odklani pryc
od osy y. Naopak kiivka « je spiSe vodorovnd a pii zhorSeni prostiedi se posouva dolu. Stacionarni
bod coby prusecik kiivek a, § se tedy posouvd vpravo doli, coz odpovidéa poklesu podilu y/x.

Obecné pochopeni Volterrova principu by znamenalo presnéjsi pochopeni, pro¢ plati fakta na-
znacena v predchozim odstavci, tj. napiiklad relativné vétsi strmost kiivky (8 ¢i naopak plochost
kiivky «, a proc¢ se tyto kiivky pii zhorSeni prostiedi posouvaji naznacenym zpusobem. To je jisté
mozné matematicky pfesnéji vyjadrit, presahuje to vSak ramec naSeho textu. Urcité by se vsak
jednalo o zajimavé téma napft. pro bakalarskou praci v oboru matematickd analyza!

(verze 7. ledna 2018)



